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CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

Des  fonctions. 

1.  Parmi  les  quantités  qui  interviennent  clans  une 
recherche  mathématique,  il  y a lieu  de  distinguer  celles 
dont  la  valeur  est  déterminée  et  celles  qui  sont  suscep- 
tibles de  prendre  plusieurs  valeurs  diflércntes.  Les  pre- 
mières sont  désignées  sous  le  nom  de  constantes , les 
autres  sont  dites  des  variables. 

Dans  toute  question  où  il  y a lieu  de  considérer  plu- 
sieurs variables,  on  peut  attribuer  à quelques-unes  de  ces 
variables  des  valeurs  arbitraires,  et  alors  les  autres  va- 
riables prennent  des  valeurs  déterminées.  Les  premières 
sont  nommées  variables  indépendantes , les  autres  sont 
I.  i 
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dites  variables  dépendantes  ou  fonctions  des  variables 
in  dépen  da  n tes. 

Ainsi  la  considération  du  cercle  conduit  à trois  quan- 
tités: le  rayon,  la  circonférence  et  la  surface.  Si  l’on  attri- 
bue à l’une  d’elles  diverses  valeurs  arbitraires,  les  deux 
autres  prennent  des  valeurs  correspondantes  déterminées, 
et  en  conséquence  elles  sont  des  fonctions  de  la  première 
quantité,  qui  est  ici  la  variable  indépendante. 

Dans  un  cylindre,  il  y a lieu  de  considérer  quatre 
quantités  : le  rayon,  la  hauteur,  la  surface  et  le  volume. 
On  peut  attribuer  à deux  d’entre  elles  des  valeurs  arbi- 
traires; les  deux  autres  prennent  alors  des  valeurs  déter- 
minées : elles  sont  donc  fonctions  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

2.  Les  fonctions  que  nous  considérerons  seront  en  gé- 
néral définies  analytiquement,  c’est-à-dire  par  le  moyen 
des  relations  ou  équations  qui  existent  entre  elles  et  les 
variables  indépendantes. 

Une  fonction  est  dite  algébrique  lorsque  l’équation 
par  laquelle  elle  est  liée  aux  variables  indépendantes 
peut  être  formée  en  n’exécutant  sur  les  variables  que  les 
seules  opérations  de  l’Algèbre  : i°  l'addition  et  la  sous- 
traction; 2°  la  multiplication;  3°  la  division;  4°  l’élé- 
vation à des  puissances  entières;  5°  l’extraction  des  ra- 
cines d’indices  entiers.  Dans  le  cas  contraire,  la  fonction 
est  transcendante. 

Lorsque  l'équation  qui  lie  une  fonction  aux  variables 
indépendantes  est  résolue  par  rapport  à la  fonction, 
celle-ci  est  dite  une  fonction  explicite.  Dans  le  cas  con- 
traire, la  fonction  est  implicite.  On  voit  que  les  fonctions 
explicites  sont  celles  dont  la  valeur  peut  être  obtenue  en 
exécutant  sur  les  variables  et  sur  des  constantes  une  ou 
plusieurs  opérations  bien  définies. 
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Les  fonctions  algébriques  explicites  sont  rationnelles 
lorsque  dans  leur  expression  ne  figure  aucun  radical 
affectant  une  quantité  variable;  elles  sont  irrationnelles 
dans  le  cas  contraire.  Les  fonctions  rationnelles  se  subdi- 
visent elles-mêmes  en  fonctions  entières  et  en  fondions 
fractionnaires.  Une  fonction  entière  n’est  autre  chose 
qu’un  polynôme;  une  fonction  fractionnaire  est  le  quo- 
tient de  deux  polynômes. 

Le  plus  souvent  news  désignerons  les  fonctions  par  de 
simples  lettres,  de  même  que  les  variables  indépendantes. 
Toutefois,  quand  il  y aura  lieu  de  mettre  celles-ci  en  évi- 
dence, nous  emploierons  les  signes  habituels  F,  f,  <f, . . . , 
après  lesquels  figureront,  entre  deux  parenthèses,  les 
diverses  variables  indépendantes.  Ainsi  F(x),  f(x ), 
f(x),...,  désigneront  des  fondions  de  la  variable  x; 
F(x,  y),  /(x,  j),. .. , désigneront  de  même  des  fonctions 
des  deux  variables  x,  y. 


Des  limites. 

3.  Lorsque  les  valeurs  successives  d’une  variable  x 
se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  la  valeur  d’une  con- 
stante n,  de  manière  que  la  valeur  absolue  de  la  dillë- 
rence  x — a puisse  devenir  et  demeurer  constamment 
inférieure  à une  quantité  donnée  quelconque,  on  dit  que 
la  variable  x a pour  limite  la  constante  a. 

Il  faut  remarquer  que  la  variable  peut  être  inférieure 
ou  supérieure  à sa  limite;  il  peut  même  arriver  qu’elle 
soit  tantôt  plus  petite,  tantôt  plus  grande  que  celte  limite. 
Le  lecteur  est  déjà  familiarisé  avec  celte  notion  des  limites 
par  l’élude  de  la  Géométrie  et  de  la  Trigonométrie.  On 
sait,  par  exemple,  que  la  surface  du  cercle  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  surface  d’un  polygone  régulier  in- 
scrit ou  circonscrit,  lofsque  le  nombre  des  côtés  de  ce 
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polygone  augmente  indéfiniment.  On  a vu  aussi,  dans  la 

. , sin.r  tanc.r 

lngonometne,  que  les  rapports  — — , — ont  pour 

limite  l’unité  lorsque  l’arc  x décroît  indéfiniment. 

Je  rappellerai  encore  le  principe  de  la  méthode  des 
limites  dont  on  fait  un  si  grand  usage  dans  les  Mathé- 
matiques ; ce  principe  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Si  deux  quantités  variables  restent  constamment 
égales  entre  elles  dans  tous  les  états  de  grandeur  par 
lesquels  elles  passent,  et  si  l’une  d’entre  elles  tend  vers 
une  limite,  l’autre  tend  vers  ta  même  limite  ou  vers  une 
limite  égale. 

L’évidence  de  celte  proposition  est  telle,  que  tout  déve- 
loppement serait  superflu;  son  importance  est  d'ailleurs 
révélée  par  les  nombreuses  applications  qu’on  en  a faites 
dans  la  Géométrie. 


Des  infiniment  petits  et  des  infiniment  grands. 

A.  Lorsqu’une  quantité  variable  tend  vers  la  liinitezéro, 
on  dit  qu’elle  devient  infiniment  petite;  on  la  nomme 
alors  un  infiniment  petit. 

Lorsqu’une  variable  croit  indéfiniment,  de  manière  à 
pouvoir  devenir  et  à rester  constamment  supérieure  à 
uue  quantité  quelconque  donnée,  on  dit  qu’elle  devient 
infiniment  grande,  ou  simplement  infinie. 

Ces  locutions  dé  infiniment  petit  et  à'  infiniment  grand 
n’ont  donc  pas  d’autre  objet  que  l’abréviation  du  langage. 
Ainsi,  au  lieu  de  dire  que  sinx  tend  vers  la  limite  zéro, 
et  que  cotx  croit  au  delà  de  toute  limite  quand  x tend 
vers  zéro,  nous  dirons  que,  x étant  un  infiniment  petit, 
sinx  est  lui-môme  un  infiniment  petit  et  cotx  un  infini- 
ment grand. 
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Divers  ordres  d' infiniment  petits. 

3.  Les  infiniment  petits  étant  des  quantités  essentiel- 
lement variables,  il  y a lieu  de  leur  appliquer  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut  des  variables  eu  général,  que  nous 
avons  distinguées  en  variables  indépendantes  et  en  va- 
riables dépendantes.  Mais  tous  les  ras  se  ramènent  tou- 
jours à celui  où  les  infiniment  petits  que  l’on  a à consi- 
dérer dépendent  de  l’un  d’entre  eux;  ce  cas  est  le  seul 
qu’il  y ail  lieu  d’examiner  ici. 

Parmi  les  infiniment  petits  qui  interviennent  dans 
une  recherche  analytique,  on  en  choisit  un  arbitraire- 
ment, auquel  on  donne  le  nom  A' infiniment  petit  prin- 
cipal et  auquel  on  compare  les  autres  infiniment  petits, 
comme  nous  allons  l’indiquer. 

Soient  a ('infiniment  petit  principal,  6 un  deuxième 
infiniment  petit  : on  aura,  par  la  nature  de  ces  quantités, 

g 

limsc  = o,  limS  = o.  Cela  posé,  si  le  rapport  - tend 

vers  une  limite  finie  k diilèrenle  de  zéro,  de  manière  que 
l’on  ait 

- = k -f- 1, 

X 

£ étant  un  infiniment  petit,  nous  dirons  que  o est  un  infi- 
niment petit,  du  premier  ordre.  La  formule  précédente 
donne 

e = a (*  + «), 

et  elle  fournit  ainsi  l’expression  générale  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre. 

Si  le  rapport  - est  un  infiniment  petit  du  premier 

ordre,  nous  dirons  que  o est  un  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre.  Dans  cette  hypothèse  on  a,  par  ce  qui 
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6 ,,  N 

— — a (X  4-  e) , 

a 

OU 

6 = a!(X-+-  c), 

formule  qui  donne  l’expression  générale  des  infiniment 
petits  du  deuxième  ordre;  k y désigne  une  quantité  finie 
et  déterminée  dillérente  de  zéro;  s est  un  infiniment 
petit. 

En  général,  o sera  dit  un  infiniment  petit  du  n,im'  ordre 
6 

si  le  rapport  - est  un  infiniment  petit  d’ordre  « — i. 
Et  si  l’on  admet  que 

soit  l’expression  générale  des  infiniment  petits  d’ordre 
» — i,  on  aura 

- = «— '(X  + «), 

fit 

OU 

6 =a«(X  + *); 

d'où  l’on  conclut  que  cette  formule  contient  l’expression 
générale  des  infiniment  petits  du  n‘,m‘  ordre,  quel  que 
soit  l’entier  n,  k désignant,  nous  devons  le  répéter,  une 
quantité  finie  et  déterminée  différente  de  zéro,  et  e étant 
un  infiniment  petit. 

D’après  ce  qui  précède,  on  peut  dire  aussi  que  l’ordre 
infinitésimal  d’un  infiniment  petit  6 est  l’exposant  n de 
la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  l’infinimeut  petit 

g 

principal  a pour  obtenir  un  rapport  — dont  la  limite  soit 

une  quantité  finie  et  déterminée  différente  de  zéro.  Notre 
définition,  ainsi  transformée,  embrasse  le  cas  où  n ne 
serait  pas  un  nombre  entier,  ce  qui  peut  offrir  quelque 
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avantage.  Certaines  questions  conduisent  effectivement  à 
considérer  des  infiniment  petits  dont  l’ordre  est  exprimé 
par  un  nombre  fractionnaire. 

La  Géométrie  nous  fournit  des  exemples  nombreux 
d’infiniment  petits  de  différents  ordres;  mais  comme  cette 
matière  sera  traitée  à fond  dans  les  chapitres  suivants, 
nous  nous  bornerons  ici  à une  simple  indication.  L'arc 
de  cercle  x étant  choisi  pour  infiniment  petit  principal, 
on  reconnaît  immédiatement  que  sinx  et  tanga:  sont 
des  infiniment  petits  du  premier  ordre;  i — cosx  est  un 
infiniment  petit  du  deuxième  ordre  ; enfin  x — sinx  est 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

De  la  méthode  infinitésimale. 

0.  On  peut  employer  à deux  points  de  vue  très-diffé- 
rents les  quantités  infiniment  petites  dans  le  calcul  des 
grandeurs  déterminées. 

Le  premier  point  de  vue,  qui  a échappé  aux  anciens  géo- 
mètres, consiste  à regarder  la  quantité  que  l’on  cherche 
comme  la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits. 
C’est  ainsi  que  l’on  procède  dans  le  problème  qui  a pour 
objet  la  recherche  des  tangentes  aux  courbes.  Effective- 
ment, la  courbe  MM'  étant  rapportée  à deux  axes  de 


coordonnées  rectilignes,  si  l’on  veut  connaître  la  tangente 
au  point  M dont  les  coordonnées  sontxclj',  on  joindra  le 
point  M à un  autre  point  M'de  la  courbe  ayant  pour  coor- 
données x-f-  a,  y c;  le  coefficient  d’inclinaison  delà 


H -, 


iVÏ  r 


P'  X 
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sécante  MM'  sera  -i  cl  les  quantités  »,  S étant  regardées 

comme  infiniment  petites,  le  coefficient  d’inclinaison  c 
de  la  tangente  demandée  aura  pour  valeur 

0 

c ■=  lira  - • 
a 

Ainsi,  dans  ce  problème,  la  quantité  à déterminer  se 
présente  comme  limite  du  rapport  des  accroissements  in- 
finiment petits  simultanés  de  l’ordonnée  et  de  l’abscisse 
du  point  de  contact. 

7.  Le  second  point  de  vue  est  celui  où  les  anciens 
se  sont  placés,  et  le  procédé  qui  en  résulte  pour  l’éva- 
luation des  grandeurs  déterminées  a été  particulièrement 
développé  par  Archimède.  11  consiste  à concevoir  les 
grandeurs  décomposées  en  parties  égales  ou  inégales  et  à 
supposer  que  le  nombre  de  ces  parties  augmentant  sans 
limite,  chacune  d’elles  tende  vers  zéro;  en  employant  le 
langage  de  la  doctrine  infinitésimale,  cela  revient  à dire 
que  chaque  grandeur  peut  être  décomposée  en  un  nothbre 
infiniment  grand  de  parties  infiniment  petites.  Ces  par- 
ties infiniment  petites  étant  de  même  nature  que  la  gran- 
deur totale,  il  semble  que  leur  évaluation  doit  offrir  les 
mêmes  difficultés;  mais  ou  verra  bientôt  comment  la  dé- 
composition dont  il  s’agit  fournit  le  moyen  de  remplir 
l’objet  qu’on  se  propose. 

En  résumé,  toute  quantité  infiniment  petite  qu’on  a 
à considérer  est  destinée  à figurer  comme  terme  d’un 
rapport  ou  comme  élément  d’une  somme  composée  d’un 
nombre  infini  de  parties. 

La  méthode  infinitésimale  est  contenue  dans  les  deux 
principes  suivants  : 

8.  Premier  principe.  — La  limite  du  rapport  de  deux 
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infiniment  petits  n'est  pas  changée  quand  on  les  rem- 
place par  d'autres  infiniment  petits  dont  les  rapports 
avec  eux  ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 

En  effet,  soient  a et  S les  infiniment  petits  proposés; 
a',  6'  deux  autres  infiniment  petits  tels,  que  l’on  ait 

a!  V 

fini  — = i , lim  — = i , 

z o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

J V 

— = I + «,  ~ = i 

a.  5 

e et  r,  étant  des  infiniment  petits. 

On  tire  des  formules  précédentes 

a' = z (i -f- s'>  6’  = S (i  + >:); 

d'où 

, oé  _ “ l + « 

6'  6 I A- 

Comme  la  limite  du  rapport  ■ est  évidemment  égale 

1 i"  A 

à l’unité,  ou  u 

lim  = lim  a, 

s e 

ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 

Lorsque  la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits 
est  égale  à i,  la  différence  de  ces  infiniment  petits  est 
infiniment  petite  par  rapport  à chacun  d’eux.  Car  si  l’on  a 

a'  a' 

lim  — — i ou  — ~ i + «, 
a a 

r étant  un  infiniment  petit,  on  en  conclut 

z'  — a z'  — a s 

a ’ a'  I •+-  t ’ 
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et  réciproquement  l’une  ou  l’autre  des  égalités  précédentes 

a pour  conséquence  litn  — = i.  Il  résulte  de  là  que  notre 

premier  principe  peut  encore  être  énoncé  comme  il  suit  : 

La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  n’est 
pas  changée  quand  on  augmente  ou  qu'on  diminue 
chacun  d'eux  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à lui. 

Exemple. — Si  l’arc  x est  infiniment  petit  et  que  m et  n 
soient  des  constantes,  les  quantités  sinrnx  et  sinnx  seront 
infiniment  petites.  D’ailleurs  leurs  rapports  aux  arcs  mx, 
nx  ont  pour  limite  l’unité;  donc  on  a 

sinm.c  mx  m 

Iim  — = lim = — • 

sm«-c  nx  n 

9.  Deuxième  principe.  — Soient. 

9 J • • • » 

des  infiniment  petits  positifs  dont  le  nombre  m croit 
indéfiniment.  Si  la  somme  de  ces  infiniment,  petits  est 
égale  à une  quantité  déterminée  S,  ou  si,  celte  somme 
étant  variable,  elle  tend  vers  la  limite  S,  et  que 

*1  > *2  » » • • • | 

désignent  des  infiniment  petits,  la  somme 

*l  + «!  *2  + • • • + 

tendra  vers  la  limite  zéro  ou  sera  infiniment  petite. 

En  effet,  désignons  par  e celui  des  infiniment  petits 
s,,  em  qui  a la  plus  grande  valeur  absolue;  la 

somme  a,  E,  4 - a,  e,  4- ...  4-  s,„  aura  une  valeur  ab- 

solue moindre  que  (a,  4- a,  4-.  . .4-a,„)  s.  Or  ce  produit 
est  infiniment  petit,  car  le  premier  facteur  a une  limite 
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finie  tandis  que  le  facteur  e est  infiniment  petit;  donc  la 
somme 

“i  ■+*  ®i  *»  +■ '•••+«■  *» 

est  elle-même  infiniment  petite. 

Corollaire.  — La  limite  de  la  somme  d'un  nombre 
infiniment  grand  de  quantités  positives  infiniment  pe- 
tites n'est  pas  changée  quand  on  remplace  ces  quantités 
par  d'autres  dont  les  rapports  avec  elles  ont  respective- 
ment pour  limite  l'unité. 

Soient 

les  infiniment  petits  proposés, 

6, , e„, 

d’autres  infiniment  petits  dont  les  rapports  aux  premier* 
respectivement  aient  pour  limite  l’unité.  On  aura 


ou 

6,  — a,-t- a,  s,,  6,  =«,-+- a,e,,.  . . , S„  = a„ -t-  s„ ; 

or,  d’après  notre  principe,  si  l’on  a 

lim  ( a,  4-  a,  + . . . -t-  a„)  = S, 

on  a aussi 

lim  (»|i, + a,„  «,„)  = o ; 

donc 

lim  (6|  -f-  Sj  -4— . . . — t—  6„)  — S.  . 

10.  On  ne  tardera  pas  à rencontrer  les  applications 
du  premier  principe  de  la  méthode  infinitésimale.  Le 
deuxième  principe  se  rapporte  spécialement  au  calcul 
intégral;  il  ne  sera  pas  iuulilcd'en  indiquer  l'application 
que  les  anciens  en  ont  faite  à la  quadrature  des  courbes. 
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Quadrature  des  courbes  planes.  — Considérons  une 
courbe  rapportée  à deux  axes  de  coordonnées  rectilignes 
et  cherchons  l’aire  comprise  entre  cette  courbe,  l’axe  des 


abscisses  et  deux  ordonnées  MP,  NQ.  Supposons  d’abord 
que  l’ordonnée  de  la  courbe  croisse  constamment  ou  dé- 
croisse constamment  depuis  le  point  M jusqu’au  point  N. 
Décomposons  la  partie  PQ  de  l’axe  des  x en  un  nombre 
inGniment  grand  de  parties  égales  ou  inégales,  mais  toutes 
inûniment  petites;  puis  menons  par  les  points  de  divi- 
sion des  parallèles  à l’axe  des  y.  L’aire  MPQN,  qu’il 
faut  évaluer,  sera  décomposée  en  un  nombre  inGniment 
grand  de  parties  inGniment  petites,  telles  que  mpqn. 
Or  si  l’on  mène  ma  et  nb  parallèles  à l’axe  des  x,  on  for- 
mera deux  parallélogrammes  mpqa , bpqn  qui  seront 
l’un  supérieur  et  l’autre  inférieur  à l’aire  mpqn , et  dont 

le  rapport  a évidemment  pour  limite  l’unité.  On 

conclut  de  là  que  le  rapport  de  mpqn  à l’un  des  deux 
parallélogrammes,  à mpqa  par  exemple,  a pour  limite 
l’unité.  Donc,  d’après  noue  deuxième  principe,  l’aire 
qu'il  faut  évaluer  sera  la  limite  de  la  somme  des  parallé- 
logrammes intérieurs  mpqa  ou  celle  de  la  somme  des 
parallélogrammes  extérieurs  bpqn.  Ainsi,  en  • posant 
mp  — J,  pq  — b,  et  eu  désignant  par  9 l’angle  des  axes, 
l’aire  demandée  S sera  exprimée  par  la  formule 


S = sinO.lim 


2 


r*.  * 
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Si  l'ordonnée  de  la  courbe  est  tantôt  croissante,  tantôt 
décroissante,  on  peut  la  décomposer  en  plusieurs  parties 
satisfaisant  chacune  à la  condition  que  nous  venons  d'im- 
poser; la  formule  précédente  étant  applicable  à chaque 
partie,  elle  a lieu  aussi  pour  leur  somme.  Cette  formule 
subsiste,  même  quand  l'ordonnée  y change  de  signe,  dans 
le  passage  du  point  RI  au  point  N,  pourvu  qu’on  regarde 
comme  négatives  les  aires  des  surfaces  situées  du  côté  des  y 
négatives;  il  suflit,  pour  s’en  convaincre,  de  pratiquer  ici 
la  décomposition  de  l'aire  considérée  en  plusieurs  parties, 
comme  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner. 


11.  Exemple., — Considérons  le  cas  de  la  parabole. 


K ! Vn 


o p q q i 


Cette  courbe,  rapportée  à son  axe  et  à la  tangente  au  som- 
met, a pour  équation 


x1 


p étant  le  paramètre.  Supposons  qu’on  demande  l’aire 
JN'OQ  = S comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  Ox  et 
l’ordonnée  PsQ  —J.  Décomposons  l’abscisse  OQ  = x en 

m parties  égales;  soit  pi 7=  l’une  de  ces  parties;  si 

•)  /-»  n 1 w*  |i  • 

Ion  suppose  ü/>  = — x,  on  aura . mp  = — j9  et  1 aire 
demandée  S sera 

n = /«  — i . n — rn  — t 

S = lim  2 mpqa  = liai  'LfL  — xy  lira  ^ • 

nas  l n — I 


i4 

Or  on  a 


donc 


ou 
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•rv. 


Si  l'on  mène  la  perpendiculaire  1VR  à Oy,  on  formera 
un  rectangle  OQiNR  qui  sera  partagé  par  la  parabole  en 
deux  parties  dans  le  rapport  de  i à 


v 
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DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  D’UNE  VARIABLE 
INDÉPENDANTE. 


De  la  continuité. 

12.  Une  fonction  / (x)  delà  variable  x est  dite  con- 
tinue pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  deux  limites 
x0  et  X,  lorsque,  pour  toutes  ces  valeurs  de  x,  la  valeur 
absolue  de  la  différence 

décroît  indéfiniment  avec  A,  ou  est  infiniment  petite  en 
même  temps  que  A. 

Si  la  fonction  f (x)  devient  infinie  pour  une  valeur 
de  x comprise  entre  x0  et  X,  elle  ne  satisfait  pas  à la 
précédente  déGnition  delà  continuité;  on  dit  alors  qu’elle 
devient  discontinue  en  passant  par  l’infini. 

Des  dérivées. 

13.  La  fonction  f (x)  étant  supposée  continue  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  x»  eT  X,  les  accroisse- 
ments correspondants 

A et  /(.r  -t-  h)  — /(x) 

sont  en  même  temps  infiniment  petits,  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire.  La  limite  du  rapport 

r[x  + k)-/[x) 
h 
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de  ces  accroissements  est  en  général  une  quantité  .déter- 
minée indépendante  du  signe  de  A;  elle  dépend  de  la 
\aleur  attribuée  à x et,  en  conséquence,  elle  est  une 
fonction  de  celle  variable.  On  lui  a donné  le  nom  de  déri- 
vée de  la  fonction  J (x),  et  nous  la  représenterons,  avec 
Lagrange,  par  la  notation  f (a:);  ainsi  l’on  aura 


(') 


/(*  + /,) -/(x) 
h 


= /'{*)+«. 


OU 

(2)  /(x-t-A)-/(*)  = A/'(*)-t-A., 

e désignant  une  quantité  infiniment  petite  en  même 
temps  que  A. 

11  peut  arriver  que,  pour  certaines  valeurs  particu- 
lières de  x,  la  limite  du  rapport 


/(x  + A)-/(x) 
h 


dépende  du  signe  que  l’on  attribue  à A en  faisant  tendre 
cette  quantité  vers  zéro;  dans  ce  cas,  la  dérivée  de  la 
fonction  cesse  d’ètre  déterminée. 

D’après  ce  qui  précède,  si  l’on  prend  A pour  infiniment 
petit  principal,  l’accroissement 

/(•*-+-/')  —/(•»■) 

sera  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  à moins  que 
la  dérivée  f{x)  rie  soit  nulle  ou  infinie.  On  verra  plus 
loin  que  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  pour 
certaines  valeurs  particulières  attribuées  à x.  Lorsque 
f'(x ) s’annule,  l’accroissement  de  la  fonction  est  d’un 
ordre  infinitésimal  supérieur  à 1;  cet  ordre  est  au  con- 
traire inférieur  à i,  quand  f'(x)  devient  infinie. 

14.  La  simple  notion  de  la  dérivée  conduit  à plu- 
sieurs propositions  importantes  que  nous  allons  établir. 
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Théorème  I.  — Soit  f(x)  une  fonction  de  x qui  reste 
continue  pour  les  valeurs  de.  x comprises  entre  des 
limites  données,  et  qui , pour  ces  valeurs,  ait  une  dérivée 
f ( x ) déterminée.  Si  x0  et  X désignent  deux  valeurs 
de  x comprises  entre  les  memes  limites,  on  aura 

A — • 

ar,  étant  une  valeur  comprise  entre  x„  et  X. 

Eri  effet,  le  rapport 

/(X)—/(x.) 

X — X, 

a,  par  hypothèse,  une  valeur  finie,  et  si  l’on  nomme  A 
cette  valeur,  on  aura 

(0  [/(X)-AX]-[/(x,)-A.V|  = 0. 

Désignons  par  y(x)  la  fonction  de  x définie  par  la  for- 
mule 

(2)  f ÎJ')  = [/(*)-  Ax]  - [/(-R.)  - A j,], 
on  aura,  à cause  de  l’égalité  (1), 

</{**)  — o,  ?(X)  = o, 

en  sorte  que  & (x)  s’annule  pour  x = x0  et  pour  x = X. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  X ^>x0  et  faisons  croître 
xdeXoàX;  la  fonction  y ( x ) est  d’abord  nulle.  Si  l'on 
admet  qu’elle  ne  soit  pas  constamment  nulle,  pour  les 
valeurs  de  x comprises  entre  Xo  et  X,  il  faudra  qu’elle 
commence  à croître  en  prenant  des  valeurs  positives,  ou 
à décroître  en  prenant  des  valeurs  négatives,  soit  à partir 
de  x = Xo,  soit  à partir  d'une  valeur  de  x comprise 
entre  x0  et  X.  Si  les  valeurs  dont  il  s’agit  sont  positives, 
comme  y (x)  est  continue  et  qu’elle  doit  s’annuler  pour 
1.  2 
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x = X,  il  est  évident  qu’il  y aura  une  valeur  x,  entre  x0 
et  X telle,  que 

?(•*,) 

sera  supérieure  ou  au  moins  égale  aux  valeurs  voisines 

?(xi  — fi),  f(x, -H/i), 

h étant  une  quantité  aussi  petite  que  l’on  voudra.  Si  la 
fonction  <p  (x),  en  cessant  d’être  nulle,  prend  des  valeurs 
négatives,  le  même  raisonnement  prouve  qu’il  exislç  une 
valeur  x , entre  x0  et  X telle,  que 

T (x<  ) 

sera  inférieure  ou  au  plus  égale  aux  valeurs  voisines 

<p(*i  — A)>  î(*i-t-A). 

Ainsi,  dans  l’un  et  l’autre  cas,  la  valeur  de  X,  sera 
telle,  que  les  différences 

?{■*.—  h)  — 7(x,),  y (*,-}-  h)  — 7(x,) 

seront  de  même  signe,  et,  par  suite,  les  rapports 

/o\  ?(•*.—  /')  — ?(*.)  f(*i  ■+■  fi)  — y(*.) 

— , h 

seront  de  signes  contraires. 

11  faut  remarquer  que  nous  n’excluons  pas  l’hypo- 
thèse dans  laquelle  l’un  des  rapports  précédents  se  réduit 
à zéro,  ce  qui  exige  que  la  fonction  ^ ( x ) conserve  la 
même  valeur  pour  les  valeurs  de  x comprises  dans  un  in- 
tervalle fini.  En  particulier,  si  la  fonction  ® (x)  est  con- 
stamment nulle  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x0 
et  X,  les  rapports  (3)  sout  nuis  l’un  et  l’autre. 

Les  rapports  (3)  tendent  vers  la  même  limite  quand  h 
tend  vers  zéro,  car  nous  admettons  que  la  fonction  J [x) 
a une  dérivée  déterminée,  et  la  même  chose  a lieu,  en 
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conséquence,  à l’égard  de  q»  (jt)  ; d’ailleurs  ccs  rapports 
sont  de  signes  contraires,  donc  leur  limite  est  zéro.  Ainsi 
l'on  a 


lim 


<j>  (X,  -I-  h)  — <p  ( X,  ) 


o, 


ou,  à cause  de  l’équation  (a), 


. r/(x, + /,)-/(*,) 


lim 


— Aj  = », 


c’est-à-dire 


A = + *)-/(*,)  =/,  (Xih 


On  a donc 


/(X) -/(*.) 

X — x,  ~J 


ou 


(4) 


/(X)  — /(x.)  = (X  — X.)/'  (x,). 


comme  on  l’avait  annoncé. 

Nous  avons  supposé  X]>ar0,  mais  comme  la  formule 
précédente  11e  change  pas  par  la  permutation  des  lettres 
■r0,  X,  elle  est  évidemment  indépendante  de  cette  hypo- 
thèse. 

Si  l’on  fait 

X = x, -4-  h. 


la  quantité  x, , comprise  entre  x0  et  x0  -f-  /*,  pourra  être 
représentée  parxo-t-0A,  6 étant  une  quantité  comprise 
entre  oet  1;  on  peut  donc  écrire 

(5)  /(x.+  A)-/(x,)=A/'(x,  + e/,). 

Remarque.  — La  démonstration  qui  précède  est  due  à 
M.  Ossian  Bonnet.  Il  faut  remarquer  qu’elle  ne  suppose 
en  aucune  façon  la  continuité  de  la  dérivée  y' (x);  elle 
exige  seulement  que  cette  dérivée  existe  et  ait  une  valeur 
déterminée. 

2. 
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15.  Théorème  II.  — Si  lu  fonction  f(x)  est  constante 
pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  deux  limites 
données,  ta  dérivée  J ' (x)  est  nulle  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  x.  Réciproquement,  si  la  dérivée  J'  (x)  est  nulle 
pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  deux  limites , la 
Jonction  f(x)  a une  valeur  constante  pour  les  valeurs 
de  x comprises  entre  les  mêmes  limites. 

i°  Supposons  que  la  fonction  f(x)  soit  constante  pour 
les  valeurs  de  x comprises  mitre  deux  limites  données,  et 
soient  x„,  x0  -+-  h deux  de  ces  valeurs  de  x,  on  aura 


/(j-,-4-  A)  — f[Jr,)  — o, 


f r,  -+-  A ) — /■(■/•„) 
A 


et,  en  passant  à la  limite, 


/'(■'•.)  = o. 

2°  Supposons  que  j'(x)  soit  nulle  pour  les  valeurs 
de  x comprises  entre  deux  limites  données,  et  soient  x0 
et  Xo  -f-  h deux  valeurs  quelconques  de  x comprises  entre 
ccs  limites,  on  aura  jn“  1 i) 

/(.r,  ■+-  A)  — J(j-,)  — hf  {.r,  -4-  SA)  ; 


x0  H-  Ô/t  étant  une  valeur  comprise  entre  les  limites  don- 
nées. Le  second  membre  de  celle  formule  est  nul,  par 
hypothèse,  et  l’on  a 

/(-'.+  A)  =/(x.); 

la  fonction  f(x ) a donc  une  valeur  constante. 

Corollaire  I.  — U accroissement  d'une  foi. clion  est 
en  général  un  infiniment  petit  de  même  ordre  que  l' ac- 
croissement île  la  variable. 

En  elFet,  d’après  le  précédent  théorème,  si  deux  vaiia- 
bles  dépendent  ellccti veinent  l’une  de  l’autre,  il  est  im- 
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possible  que  le  rapport  des  accroissements  infiniment 
petits,  simultanés,  de  ces  variables  tende  constamment 
vers  la  limite  zéro,  quand  l’une  des  variables  varie  dans 
un  intervalle  fini.  Le  même  rapport  ne  peut  pas  non  plus 
tendre  constamment  vers  l’infini,  car  s’il  en  était  ainsi  le 
rapport  inverse  tendrait  constamment  vers  zéro,  et  nous 
venons  de  voir  que  cela  est  impossible. 

Corollaire  II. — Lorsque  (leur  fondions  f(x),  F (x) 
de  la  variable  x ne  diffèrent  que  par  une  constante, 
pour  les  valeurs  de  x comprises,  entre  deux  limites  don- 
nées, les  dérivées  de  ces  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  les  mêmes  valeurs  de  x.  Réciproquement,  si  les 
dérivées  f'(x),  F'  (x)  de  deux  Jonctions  J (x).  F(x) 
sont  égales  entre  elles  pour  toutes  les  valeurs  de  x com- 
prises entre  des  limites  données,  les  Jonctions  ne  dif- 
fèrent que  par  une  constante , pour  ces  mêmes  l'aleurs 
de  x, 

F.n  effet,  désignons  par  © (x)  la  différence  des  fonctions 
f(x)  et  F (x)  : on  aura 

? M =/(-0  — F (•'•).  »!•'  + *}=/('  + *)—  F(x  + *). 

et,  par  conséquent, 

y(.r  + A)  — <f  j.r) f(.r  -h  h)  — /(x)  _ F(.r-4-/i  ) — Ff.r)  # 

h h h 

en  passant  à la  limite,  il  vient,  pour  h — o, 

?'(*)  —f  (-c)  — F'jx). 

Cela  posé,  si  © (x)  est  constante,  f (x)  est  nulle;  donc 
les  dérivées  J’(x)  et  F' (,r)  sont  égales  entre  elles. 

Réciproquement,  si  f (x)  et  F'(x)  sont  égales  entre 
elles,  if  (x)  est  nulle,  donc  © (x)  est  une  constante. 

10.  Théorème  III. — Si  la  dérivée  f (x)  delà  fonction 
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J (x)  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  les  limites  ,r0  et  X Xo,  et  que  l'on  fasse  croître  x 
de  x„  à X,  la  fonction  f(x)  croîtra  tant  que  la  dérivée 
f(x)  ne  sera  pas  négative,  et  elle  décroîtra  tant  que 
f{x)  ne  sera  pas  positive. 

En  effet,  x étant  comprise  entre  x„  et  X,  le  rapport 

/(■r± /.)-/(*) 

± h 

a pour  limite_/' (x),  qui  est  une  quantité  finie;  il  aura 
donc  le  signe  de  cette  limite  pour  toutes  les  valeurs  de  h 
comprises  entre  zéro  et  une  quantité  positive  t suffisam- 
ment petite.  Par  conséquent,  on  aura,  pour  les  mêmes 
valeurs  de  />, 

/(*-  ^ </(*)</(■*  + h), 

si  f(x)  est  > o,  et 

/(*-*)>/(*}>/(*+*), 

si  f(x)  est  < o. 

Ainsi  la  fonction  f(x)  ira  en  croissant  à partir  de 
chaque  valeur  de  x pour  laquelle  f (x)  est  >o,  tandis 
qu’elle  ira  en  décroissant  à partir  de  chaque  valeur  telle 
que /'(x ) soit  <[  o. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  dérivée  f (x)  s’annule  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  x comprises  entre  x0  et  X. 
On  peut  supposer  qu’il  n’y  ait  qu’une  valeur  de  cette 
espèce,  car  on  ramène  à ce  cas  celui  où  il  y en  aurait 
plusieurs,  en  décomposant  l’intervalle  de  x0  à X en 
plusieurs  autres.  Alors  si  l’on  désigne  par  a la  valeur 
de  x qui  annule  f(x)  et  par  h une  quantité  aussi  petite 
que  l’on  voudra,  on  fera  croître  x de  x0  ha  — h,  puis  de 
n + /i  à X,  et  le  signe  de  la  dérivée  f(x)  indiquera  le 
sens  de  la  variation  de  la  fonction  dans  chaque  intervalle, 
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quelque  petite  que  soit  la  quantité  h.  Faisant  tendre 
ensuite  h vers  zéro,  on  voit  que  si  la  dérivée  f'{x)  ne 
change  pas  de  signe  en  s’annulant,  la  fonction  f(x)  con- 
tinuera à varier  dans  le  même  sens,  tandis  que  si  f'(x) 
change  de  signe  en  s’annulant,  la  fonction  f(x)  devien- 
dra croissante  ou  décroissante  selon  qu’elle  était  décrois- 
sante ou  croissante.  Dans  ce  cas  on  dit  qu’elle  passe  par 
un  minimum  ou  par  un  maximum. 

17.  Le  théorème  ilu  n"  14  est  susceptible  d’être  géné- 
ralisé; il  est  effectivement  compris  dans  la  proposition 
suivante,  dont  on  verra  plus  loin  d’importantes  appli- 
cations. 

Théorème  IV.  — Soient  f[x)  et  F (.r)  deux  fondions 
de  x q'ui  restent  continues  pour  les  valeurs  de  x com- 
prises entre  des  limites  données,  et  qui,  pour  ces  valeurs, 
aient  des  dérivées  déterminées  f (x),  F’  (x).  Si  x0  et  X 
désignent  deux  valeurs  de  x comprises  entre  les  mêmes 
limites,  et  que  la  dérivée  F' (x),  qui  peut  être  nulle  ou 
infinie  pour  x = x0  ou  pour  x = X,  ne  le  soit  pas  pour 
les  valeurs  intermédiaires , on  aura 

/{X)-/(-Q  fM 

F(X)-F(x.)  F'  (x,)’ 

x,  étant  une  valeur  comprise  entre  x0  et  X. 

Nous  emploierons  ici  le  raisonnement  qui  nous  a déjà 
servi  à établir  le  théorème  I.  Posons 

/(X)  -/(x.)  • 

F(X)  F(r.) 

on  aura 

(*)  [/(X)-AF(X)]-[/(x.)-AF(x.)]  = o, 

d’où  il  résulte  que  la  fonction 

(2)  <p(x)  = [/(x)  - AF  (x)]  - [/(x.)  - AF  (x,)] 
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qui  est  nulle  pour  x = x0  s’annule  aussi  pour  x = X.  Si 
celte  fonction  n’est  pas  constamment  nulle,  quand  x varie 
de  x0  à X,  elle  croîtra  ou  décroîtra  soit  à partir  de  x = x0, 
soit  à partir  d’une  valeur  comprise  entre  x0  et  X;  mais  si 
elle  commence  par  croître,  elle  devra  décroître  ensuite,  et 
inversement,  puisqu’elle  redevient  nulle  pour  x = X,  et 
qu’elle  est  continue.  Il  y aura  doue  une  valeur  x,  de  x 
comprise  entre  x0  et  X,  telle,  que  les  différences 

Ÿ(x,  — /i)  — ?(jr,),  o[j -, -H /()  — y (x,) 

seront  nullcs  ou  de  même  signe  pour  les  valeurs  de  h 
comprises  entre  zéro  et  une  certaine  limite  aussi  petite 
que  l’on  voudra.  Les  quotients 

<?(.r,  — h)  — <p(.r,-4-/i:  — ç(.r,l  1 

“ZTÂ  ’ l,~ 

seront  donc  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que  leur 
limite  soit  zéro,  car  la  fonction  ©(x)  a,  par  hypothèse, 
une  dérivée  déterminée.  Ainsi  l’on  a 


lini  — — — - = o, 

n 

ou,  à cause  de  la  formule  (2), 

-WO -/(*■)  _ A |im  = . 


OU 


— AF'(x,)  = o. 


La  valeur  x,  ne  peut  être  égale  ni  à x0  ni  à X;  "d’ail- 
leurs, par  hypothèse,  la  dérivée  F'(.r)  ne  peut  être  nulle 
ou  infinie,  pour  les  valeurs  de  x intermédiaires  entre  x„ 
et  X;  on  a donc 

FVO  ’ 
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et,  par  conséquent, 

/(X) -/(*.)  />(*•,) 

F(X}  — F(x.)  F'(.r,)' 

Si  l'on  pose 

X = T,  -h/,, 

h étant  une  quantité  positive  ou  négative,  on  aura 
jr,  — x,  4-  0/i, 

9 étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i ; alors  la  for- 
mule précédente  deviendra 

fi'',  h)  — f fj~.)  _ /'{?,-+■  Oh) 

F(x,  -b  h)  — F(x,)  F' ;.r,  -h  Oh) 

Des  différentielles. 


18.  Nous  emploierons  la  caractéristique  A pour  dési- 
gner les  accroissements  des  fondions.  Ainsi  l'accroisse- 
ment que  prend  la  fonction  f(x),  quand  on  donne  à x 
l’accroissement  h ou  A.r,  sera  représenté  par 

A/(*)=/{* + *)-/(*), 

et  l’on  aura,  en  conséquence, 

(,)  */(*)  = */'(*)  + Ai, 


t étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  h. 

La  première  partie  hf  ( .r  ) de  cet  accroissement  est 
dite  la  différentielle  de  la  fonction  J'(x)  ; on  désigne  cette 
différentielle  au  moyen  de  la  caractéristique  d,  et  l'on 
écrit 


(»)  df{x)  = hf{x). 

On  voit  que,  si  l’accroissement  arbitraire  h est  infini- 
ment petit,  les  quantités  A f(x)  et  df{x)  sont  des  infini- 
ment petits  susceptibles  d’ètre  substitués  l’un  à l’autre, 
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conformement  à la  méthode  que  nous  avons  exposée,  dans 
les  rapports  ou  dans  les  sommes  dont  on  peut  avoir  à 
chercher  les  limites.  On  a effectivement 


et,  par  suite, 


A f(  t)  £ 


lim 


A f{.r) 

d/{*) 


h 


tant  que  f (a:)  reste  finie. 

19.  On  peut  donner  une  représentation  géométrique 
très-simple  de  l’arcroissement  A J'(x)  et  de  la  différen- 
tielle df(x).  Considérons  à cet  effet  deux  axes  rectilignes 
de  coordonnées,  et  construisons  la  courbe  dont  l’ordonnée 


est  jf(x).  Menons  la  tangente  au  point  M dont  les  coor- 
données sont  x et  f[x)\  construisons  l’ordonnée  M'P', 
qui  répond  à l’abscisse  x -f-  h et  qui  coupe  en  II  la  tan- 
gente en  M;  menons  enfin  MQ  parallèle  à l’axe  des 

abscisses.  La  dérivée  f(x),  limite  du  rapport  * > est, 

comme  nous  l’avons  déjà  dit  (n°  0),  le  coefficient  d’incli- 
naison de  la  tangente  MR,  et  l’on  a 


A f(x)  = M'Q  = RQ  -4-  M'  R, 


«//(*)  = */'(*)  = RQ; 


et  par  conséquent 


ht  — M'R; 


il  suit  de  là  que  M’R  est  d’un  ordre  infinitésimal  supé- 
rieur au  premier. 
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20.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  f(x)  se  ré- 
duit à 

/(x)  = x, 

on  a 


V(x)  = = 


&/(*)  _ , 

T“  ’ 


et,  par  suite. 


/'  (*)=.• 


Alors  la  formule  (2)  devient 

dx  — h , 

et,  en  conséquence,  cette  formule  (2)  peut  être  remplacée, 
dans  le  cas  général,  par 

(3)  d/(x)  =f  (*)  dx. 


On  voit  en  résumé  que  la  différentielle  d' une  fonction 
est  égale  à la  dérivée  de  cette  fonction  multipliée  par 
la  différentielle  de  la  variable  indépendante  ; quant  à 
cette  dernière  différentielle,  elle  n’est  autre  chose  qu’un 
accroissement  arbitraire  attribué  à la  variable  indépen- 
dante. 

Si  l’on  divise  la  formule  (3)  par  dx,  il  viendra 

(4)  /'(*)  = 


ce  qui  exprime  que  la  dérivée  d'une  fonction  est  le  rap- 
port de  la  différentielle  de  cette  fonction  à la  différen- 
tielle de  la  variable. 

Cette  manière  de  représenter  les  dérivées  est  la  plus 


usitée.  Ainsi  l'expression-^-*^  peut  être  indifféremment 

considérée  à deux  points  de  vue,  soit  comme  exprimant 
le  quotient  de  df(x)  par  dx,  soit  comme  un  symbole 

, ||.  * , A/(-r)  A./(x)  a 

représentant  la  limite  du  rapport  — j — ■ ou  — ~—s  • Aussi 
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écrit-on  ordinairement  la  formule  (3)  comme  il  suit  : 


d/(x) 

ils. 


dXy 


ou 


, ày 

*y=Tx<tr, 


en  représentant  par  une  seule  lettre  y la  fonction  que 
nous  avons  désignée  jusqu'ici  par  f[x). 


Théorème  relatif  aux  fondions  de  fondions. 


21.  Soient  u,  x,  y trois  variables,  et  supposons  que 
deux  d’entre  elles  dépendent  de  la  troisième.  Si  l’on  a 
exprimé  la  valeur  de  y en  fonction  de  u,  de  manière  que 
l’on  ait 

y —/(")> 

puis  que  l’on  choisisse  x pour  variable  indépendante, 
y sera  dite  un c fonction  de  jondion  de  la  variable  indé- 
pendante x. 

Cela  posé,  nous  établirons  la  proposition  suivante 
qu’on  doit  regarder  comme  fondamentale. 

Théorèmf..  — Si  l'on  a 


y =/(  «). 

on  aura  aussi 

djr=f'{u ) du, 

quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 

En  effet,  la  variable  indépendante  étant  désignée  par  x , 
attribuons  à cette  variable  l’aceroisement  Ar,  et  dési- 
gnons par  Au,  Av  les  accroissements  correspondants  de 
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u et  de  y ; on  aura  identiquement 


A y Ir  A k 

Ax  A u ' Ax 


Faisons  tendre  Ax  vers  zéro,  les  limites  de  — > — se- 

Ax  Ax 

ront  respectivement  d’ailleurs  la  limite  du  rap- 


port 


A Y _ /(«  + Ah)  — f(u\ 
An  An 


est  égale  à f (u)  ; on  a donc 


il 

dx 


Les  expressions  --  peuvent  être  regardées  comme 

les  quoticuts  de  dy,  du  par  d r;  on  a donc,  en  suppri- 
mant le  dénominateur  dx, 

dy=/'(u)d u, 

comme  si  u était  la  variable  indépendante.  On  écrit  en- 
core le  plus  souvent 


7 j 

tly  — — du  ou 

du 


dy 


Objet  du  calcul  différentiel.  — Différentiation  des 
fonctions  algébriques  explicites. 

22.  L’opération  par  laquelle  on  détermine  la  différen- 
tielle d’une  fonction  est  dite  différentiation. 

Le  calcul  différentiel  a pour  objet  principal  les  règles 
de  la  différentiation  des  fonctions. 

^ous  examinerons  d’abord  les  cas  simples  dans  lesquels 
la  fonction  proposée  est  composée  algébriquement  au 
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moyen  d’une  ou  de  plusieurs  fonctions  dont  les  différen- 
tielles sont  supposées  connues. 

23.  Différentiation  d’une  somme.  — Considérons  la 
fonction 

y = zfc  « riz  «,  rfc  a,  dz . . . ± u»_i , 

u,  u,,  ii,,...,  u,„  étant  des  fonctions  de  la  variable  indépen- 
dante x dont  les  différentielles  sont  supposées  connues. 
Donnons  à x l’accroissement  Ax,  et  soient 

iy,  Au,  Au,,...,  Au„_, 

les  accroissements  correspondants  des  variables 

j-,  u, 

on  aura  évidemment 

A y = dz  A u dl  Au,  dz. . .dz  A , 
et,  en  divisant  par  Ax, 

A'T=±^'‘±  dz  -+-  ^ . 

Ax  Aj-  Ax  Ajt 

Passons  maintenant  aux  limites,  on  aura 

__  _j_  du  du,  _j_  _j_  > 

f/x  f/x  f/x  f/x 

et,  en  multipliant  de  part  et  d’autre  par  dx , 

— zfc  f/u,  zt  du  . zt . . dz  . 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle  d' une  somme  algé- 
brique de  fonctions  est  égale  à la  somme  des  différen- 
tielles de  ces  fonctions. 

21.  Différentiation  d’un  rnoDuiT.  — i°  Soit  d’abord 

y = 

a étant  une  constante  et  u une  fonction  de  x.  Désignons 
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par  Ah,  A y les  accroissements  que  prennent  u ely  quand 
on  donne  à x l’accroissement  Ax,  on  aura 


a y — a Au, 

puis 

Av  A u 

A*  A x 

Passant  aux  limites,  il  vient 

dy  du 

dx~~a  dx' 


et,  en  multipliant  par  dx , 

dy  = i ? du. 

Ainsi  la  différentielle  du  produit  d’une  fonction  pat- 
une  constante  est  égale  au  produit  de  la  différentielle 
de  la  fonction  par  la  constante. 

a°  Considérons  en  deuxième  lieu  le  produit 
y = uv, 

u et  v étant  deux  fonctions  de  x.  Soient  Au,  Au,  A y les  • 
accroissements  que  prennent  u,  u,  y quand  on  donne  à x 
l'accroissement  Ax:  on  aura 


A/  = («  + A«)(i>  + At')  — ttv  e=.v\u  -+-  utk»  -+-  Au  Av, 

et,  en  divisant  par  Ax, 

Av  Au  Ai'  Au  Av 

— v 4*  u - — 4“  - A jt  , 

Ax  A x Ax  Ax  Ax 

Passant  aux  limites,  on  voit  que  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre  s’évanouit,  et  l’on  a 


dy  du 

dx  dx 


dv 
dx ’ 


ou,  en  multipliant  par  dx. 


dy  — v du  -+-  u dv. 
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Ainsi  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonctions 
est  égale  à la  somme  des  deux  produits  que  l’on  obtient 
en  multipliant  chaque  fonction  par  la  différentielle  de 
l'autre. 

En  divisant  la  formule  précédente  par  le  produit  y 
ou  uo,  on  obtient 

djr  du  du 

x U V 

Le  rapport  de  la  différentielle  d’une  fonction  à cette  fonc- 
tion a reçu  le  nom  de  différentielle  logarithmique.  Alors 
notre  formule  exprime  que  : 

La  différentielle  logarithmique  il' un  produit  de  deux 
fadeurs  est  égale  à la  somme  des  différentielles  loga- 
rithmiques des  fadeurs. 

Cette  propriété,  analogue  à celle  des  logarithmes,  jus- 
tifie la  dénomination  de  différentielle  logarithmique. 

3°  Considérons  enfin  le  produit  d’un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  de  la  variable  indépendante  x,  et  soit 


. y = "u>  «j «.-  i 

ce  produit. 

En  appliquant  la  règle  qui  se  rapporte  à la  différen- 
tiation logarithmique  du  produit  de  deux'  fonctions,  on 
aura 


dy 

du 

-i 

d tu,  u.  . . //„_ 

A 

y 

U 

«.  <h 

. . 

• 

du 

U 

-+ 

dux  d ( //,  . , 
u,  ut  . . 

■ • ) 
• H>n — 1 

du 

dtix 

dut 

Um_ 

u 

....  Um-i 

la  dernièie  de  ces  égalités,  savoir 


dy  du 

y ~~  " 


du , 

«c 


«i 
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exprime  que  la  différentielle  logarithmique  d'un  pro- 
duit de  m fonctions  est  égale  à ta  somme  des  différen- 
tielles logarithmiques  de  ces  fondions. 

Pour  avoir  la  différentielle /fy,  il  suffit  de  multiplier  la 
formule  précédente  par  y,  et  il  vient  alors 

dy  = «,  «, ...  h„_i  du,  -4-.. a„_» 

25.  Différestiation  d’uh  qeotiebt.  — u et  f étant 
deux  fonctions  de  x,  considérons  le  quotient 

H 

Y — -, 

V 

on  aura 

yv  — «. 

Ea  diflTérenlielle  logarithmique  du  produit  yv  est  égale 
à la  différentielle  logarithmique  de  a;  on  a donc 

dy  dv  du 

y v u ' 

ou 

dy  d u tl%* 

Y u v 

par  conséquent  : 

La  différentielle  logarithmique  du  quotient  de  deux 
fonctions  est  égale  à la  différentielle  logarithmique 
du  dividende  moins  la  différentielle  logarithmique  du 
diviseur. 

En  multipliant  la  formule  précédente  par  y ou  -,  on 


obtient 

dy  = - du  — — dv, 

V 1— 

ou 

, vt/u  — udr 

d,  = 

V1 

. 1. 

3 
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26.  Différentiation  des  puissances  d’une  fonction. 
— Soit  u une  fonction  de  x et  considérons  la  puissance 
(i)  y — u-. 


l’exposant  ni  étant  une  constante. 

i°  Si  m est  un  entier  positif,  y est  le  produit  de  m 
facteurs  égaux  à u;  par  suite  la  différentielle  logaiith- 
mique  de  j-  sera  égale  à la  somme  des  différentielles  loga- 
rithmiques de  ces  facteurs  ; on  aura  donc 


( = ) 


dy  du 

— — m — • 

r « 


2°  Si  ni  est  un  nombre  fractionnaire  positif,  soit  i son 
dénominateur,  on  aura 


y = um.  , 

La  différentielle  logarithmique  de  y ' est  i-yy  celle  de  umi 

est  mi — y car  mi  est  un  nombre  entier:  on  a donc 
u 

dy  du 

i — = mi  — , 

X « 

et,  en  supprimant  le  facteur  i,  on  retrouve  la  formule  (a). 

3°  Si  m est  un  nombre  négatif  entier  ou  fractionnaire, 
on  aura  par  la  formule  (i) 


yu~m  = l. 

La  fonction  yu~m  étant  constante,  sa  différentielle  est 
nulle  et  sa  différentielle  logarithmique  — -+-  ^ " m ■ l’est 


aussi.  D’ailleurs,  — m étant  un  nombre  positif, 

est  égal  à — m — ; donc  on  a 

dy  du 

m — = o, 

y u 

ce  qui  n’est  autre  chose  que  la  formule  (a). 


d ( u - " ) 
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Ainsi  la  formule  (2)  est  générale  et  elle  subsiste  quel 
que  soit  l’exposant  constant  m.  En  la  multipliant  par  la 
formule  (1),  il  vient 


( 3 ) dy  — m um~'du. 

Il  résulte  de  là  que  la  différentielle  de  la  puissance 
« de  degré  m d'une  fonction  est  égale  au  produit  de 
l'exposant  m par  la  puissance  de  degré  m — 1 de  la 
fonction  et  par  la  différentielle  de  cette  fonction. 

Si  la  foncliou  u se  réduit  à la  variable  indépendante  x , 
on  a 

.T  = •*'", 
et 

dy  = mx“~‘dx. 

Il  faut  remarquer  le  cas  de  m = ^ qui  se  présente  fré- 
quemment. Alors-la  formule  (1)  devient 


X = v'"» 


et  la  formule  (3)  donne 

dy 


du 
2 \j  U 


Applications  des  règles  précédentes. 

27.  Toute  fonction  algébrique  explicite  peut  s’obtenir 
en  exécutant  sur  la  variable  x et  sur  des  constanles  un 
nombre  limité  d’opérations  algébriques;  on  pourra  donc 
toujours  calculer  la  différentielle  d’une  telle  fonction  par 
le  moyen  des  règles  que  nous  venons  d’établir.  Nous 
allons  présenter  ici  quelques  exemples. 
t°  Soit 

y = AV  +-  BV  -y  Cxf  -y  .. ., 

A,  B,  C,  ...  étant  des  constantes  données,  ainsi  que 

3. 


x 
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ni,  n,p,  ....  On  aura  immédiatement,  par  l’application 
des  règles  relatives  à l’addition,  à la  multiplication  et  à 
l’élévation  aux  puissances, 

dy  = (/«  Aj*-1  -+-  »Bx*-1  4-  pCxP*'  -4-  . . .)  dx. 


a0  Soit 

ir  c e 
r — a -4-  b<Jx  4 =-( — , 

y^x  * 

a,  b,  c,  a étant  des  constantes.  On  peut  écrire 


y — a - 1-  bx2  4-  ex  ' -+-  ex 

on  est  alors  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  et 


Ton  a 

Jy  = ('- 

ou 

dy=t 

3°  Soit 


y — x2  (rt!  + x3)yV  — x1. 


a étant  une  constante. 

On  peut  écrire 

y = [a2  x’  4-  x')  ^a2  — x2, 

puis 


dy  ~ y la1  — x2  ,d[a2x2  -4-  x')  -4-  (a2  x1  -f-  x' ) — x2 


xdx 


= ya1  — x2  (lo’x  -4-  4xs)  dx  — («’x’  4-  x') 

y 'a2  — x’ 


Ou 


<b 


4°  Soit 


( la'  4-  a2 x2  — 5 x')xdx 
yfl3  — x' 

J = ( axm  4-  b)m, 


a , é>,  ni,  n étant  des  constantes. 
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ou 


dy  — n'a.r*  -r-  6)"~ ' d (nx“  -+-  b ) 
<ty  — mnaxm~'  (ax"  -+•  i)"—l  f/x. 


Application  à quelques  problèmes  simples. 

28.  Les  règles  précédentes  suffisent  pour  résoudre  quel- 
ques problèmes;  il  ne  sera  pas  inutile  d’en  donner  des 
exemples.  Ceux  que  nous  allons  présenter  sont  empruntés 
à la  Géométrie  et  il  nous  faut  rappeler  d’abord  des  locu- 
tions usitées  dans  la  théorie  des  courbes.  Lorsqu’une 
courbe  est  rapportée  à deux  axes  de  coordonnées  recti- 
lignes, si  l’on  mène  par  l’un  de  ses  points  la  tangente  et 
la  normale,  les  parties  de  ces  lignes  comprises  entre  le 
point  de  la  courbe  et  l’axe  des  abscisses  sont  dites  respec- 
tivement longueur  de  la  tangente,  longueur  de  la  nor- 
male; en  outre  les  projections  des  mêmes  lignes  sur  l’axe 
des  abscisses  prennent  le  uom  de  sous-tangente  et  de 
sous- normale. 

29.  Problème  I. — Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la 
sous-normale  est  égale  à une  constante  donnée  p. 

y' 


~ôî  t 

Soient  x et  y les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point 
M de  la  courbe  cherchée;  y peut  être  regardée  comme 
une  fonction  de  x,  et  c’est  cette  fonctionqu’il  faut  trouver. 
Menons  l’ordonnée  MP  du  point  M et  la  normale  MN, 
la  sous-normale  PN  est  égale  à l’ordonnée  MP  = y mul- 
tipliée par  la  tangente  de  l’angle  PMN.  Mais  cet  angle 
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est  égal  à l’angle  MTx  que  la  tangente  en  M à la  courbe 

fait  avec  l'axe  des  abscisses,  il  a donc  pour  tangente  '~ 


Ainsi  la  condition  du  problème  est  exprimée  par  l’équa- 
tion 


ou 


2 y dy  — 2 prix. 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  différen- 
tielle de  y*,  d’après  le  principe  fondamental  du  n°  21; 
le  second  membre  est  la  différentielle  de  2 px.  Nous  avons 
donc  deux  fonctions  de  x,  savoir 


y1  et  apx, 

qui  ont  des  différentielles  égales  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  dérivées  égales;  doue  ces  fonctions  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante,  et  l’on  a 

y'  = ■+■  C, 

C étant  une  constante  arbitraire. 

Les  paraboles  de  paramètre  p et  dont  l’axe  coïncide 
avec  la  droite  sur  laquelle  on  compte  les  sous-normales, 
sont  donc  les  seules  courbes  qui  répondent  à la  question. 

30.  Problème  II. — Trouver  la  courbe  dans  laquelle 
la  normale  est  égale  à une  constante  donnée  a. 

On  voit  sur  la  ligure  du  n°  29  que  le  carré  de  la  nor- 

Jy 

male  est  égal  au  carré  de  la  sous-normale  y — plus  le 
carré  de  l’ordonnée  ; on  a donc 


Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  pose  > = ± a. 
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car  il  eu  résulte  = o;  les  deux  droites  menées  paral- 


lèlement à l’axe  des  x,  à une  distance  a de  cet  axe,  con- 
stituent donc  une  première  solution  du  problème. 

Faisant  abstraction  de  cette  solution,  nous  tirons  de 
l’équation  précédente 


d.r  ■=* 


Y d y 
V — J3 


• • 


quel  que  soit  le  signe  avec  lequel  nous  prenions  le  radical 
'Ja1  — y1,  le  sccoud  membre  de  la  formule  précédente 
est  la  différentielle  de  — ya*  — y’,  par  conséquent  cette 
formule  exprime  que  les  deux  fonctions  de  x 


x et  — y a’ — j' 


ont  la  même  différentielle.  Ces  fonctions  ne  peuvent  donc 
différer  que  par  une  constante  a,  et  l’on  a 

x — a as  — — — y' , 

d’où 

. (x  — a )3 =«’, 

équation  qui  représente  les  cercles  de  rayon  a dont  les 
centres  sont  situés  sur  l’axe  des  abscisses. 


31 . Problème  III. — Étant,  donnée  une  section  conique 
OAB,  trouver  la  courbe  I.M  telle,  que  chaque  corde  AB 
de  la  conique,  tangente  à la  courbe  LVI,  soit  divisée  en 
deux  parties  égales  au  point  de  contact  M. 


Soient 


Y-  = apX  + qX 
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l'équation  de  la  conique  donnée,  et 


dr 

dx 


(X-x) 


celle  de  la  tangente  au  point  M de  la  courbe  inconnue. 
Si  l’on. élimine  Y entre  ees  deux  équations,  il  viendra 


La  demi-somme  des  deux  racines  X de  cette  équation 
est 


dy ' 

Tt 7" 


dr' 

-4-  x - 


— V 


or,  par  l’énoncé  du  problème,  cette  demi-somme  doit 
être  égale  à l’abscisse  x du  point  M.  On  a donc 


ou 


dr  • 

p + qx-jr~=o 

1 ydy  — ipdx  -+-  2 qxdx\ 


le  second  membre  de  cette  équation  est  la  différentielle 
de  ipx  qx'  ; le  premier  membre  est  la  différentielle 
de  j'*.  Donc  ces  deux  fonctions  ne  diffèrent  que  par  une 
constante  C,  et  l’on  a 


y'  = ïpx  -t-  rjx 1 -t-  C 

pour  l'équation  générale  des  (fourbes  demandées.  Ou  voit 
que  ces  courbes  sont  des  coniques  semblables  à la  pro  - 
posée  et  quelles  ont  les  mêmes  axes  principaux. 
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Théorème  relatif  à la  différentiation  des  Jonctions 
composées  de  plusieurs  fonctions  d'une  variable 
indépendante. 

32.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  précédem- 
ment sont  compris,  comme  on  va  le  voir,  dans  un  théo- 
rème général  relatif  à la  différentiation  d’une  fonction 
composée  de  plusieurs  fonctions. 

.Si  u et  v sont  deux  fonctions  de  la  variable  indépen- 
dante x et  que 

X =/(«,-) 

soit  une  fonction  de  u et  de  v,  on  dit  que  est  une  fonc- 
tion composée  des  deux  fonctions  u et  v. 

Désignons  par  <f{ut  v)  la  dérivée  de  J (u,  v)  par  rap- 
port à ’u,  c’est-à-dire  la  dérivée  prise  en  considérant  u 
comme  une  variable  indépendante  et  v comme  une 
constante  ; on  aura 

(»)  /(“  + Au,  v)  — /(«,  v)  = [?(«,••) 

a étant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  l’accroissement 
Au  que  Ams  attribuons  à u.  Désignons  aussi  par  (u,  v) 
la  dérivée  de  f(u,  e),  par  rapport  à c;  on  aura  de 
même 

/(".  0 -+-  Av)—  /(«,»)  = [+(«,  v)  -4-  6]  Av, 

6 s’annulant  avec  Av.  Si,  dans  cette  dernière  formule,  on 
remplace  u paru -4- Au,  6 ne  cessera  pas  de  s’évanouir 
avec  Av;  mais  cette  quantité  prendra  une  valeur  diflé- 
rente  6'  et  l’on  aura 

(a)  /(«  + A«,  v-f-  Av) — /(«  -4- Au,  v)  = [i|i  (u-4- A«,v)  -4-6']  Av. 

Supposons  maintenant  que  Au  et  Av  soient  les  accrois- 
sements que  prennent  les  fonctions  uetv  quand  on  donne 
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à x l'accroissement  Ax;  désignons  aussi  par  ky  l’ac- 
croissement correspondant  de  j',  savoir  : 

=/(«  ■+■  •*“>  «4- 4e)  — /(«,•»), 

on  aura,  en  ajoutant  les  égalités  (x)  et  (a), 

& y = [<p(«,  e)  -+-«]  Au  + [iji  («  -4-  Xu,  v)  -+-  6']  Av, 

et,  en  divisant  par  Ax, 

■—  — [y  («,  ['H«  -*-4«,  v)  + *']—• 


Passons  maintenant  aux  limites;  a,  ê'  et  Au  s’évanouis- 
sent; on  a donc 


dy 

dx 


du 

dx 


ou,  en  multipliant  par  dx, 

dy  = ÿ («,  p)  f/«  -4-  xji  («,  v)  rfv. 

Cette  expression  de  se  réduit  à y (h,  v)  du  lorsque  v 
est  égale  à une  constante,  ce  qui  est  conforme  à ce  qu’on  a 
vu  plus  haut  (n°  21  ).  Dans  ce  cas  la  différentielle  de^y 
se  représente,  comme  nous  l’avons  dit,  au  fcoyen  de 
l’une  des  deux  notations 


df(u,u)  dy 

du-,tu'  À/"' 


De  même , quand  u est  égale  à une  constante , notre 
expression  de  dy  se  réduit  à ÿ («,  y)  dv,  et  nous  la  repré- 
sentons dans  ce  cas  par 


d f (h. p) 
dv 


tl%> 


OU 


Or,  on  est  convenu  de  conserver  dans  tous  les  cas  la 
même  notation;  on  représente  donc  la  valeur  de  dy  do 
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l une  des  deux  manières  suivantes  : 


ou 


df{uy  v) 

djr=—âr-tlu  + —d^tlp’ 


, dy  , dy 
dy  — ——  du  H — — dv. 

J du  dv 

Mais  il  faut  bien  se  garder  de  considérer  ici  -£■  comme 
° du  dv 

des  quotients;  ces  symboles  expriment  au  contraire  les 

dérivées  dey  regardée  d’abord  comme  fonction  de  la  seule 

variable  u,  puis  comme  fonction  de  la  seule  variable  v>. 

33.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  peut  être 
généralisé  bien  aisément.  Soient 

u,  v,  tv , s,... 

des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x et 
y =/(“»  «'i  s>  • • •) 

une  fonction  composée  de  ces  diverses  fonctions.  Rempla- 
çons celles-ci,  à l’exception  de  la  première,  par  leurs  va- 
leurs ; on  aura  l’expression  de  y en  u et  x,  on  pourra  donc 
appliquer  la  formule  à laquelle  nous  sommes  parvenu  au 
numéro  précédent,  ce  qui  donnera 

dy  = -y-  'tu  -+-  d'y, 
du 

formule  où  d' y représente* la  différentielle  dey  prise  en 
regardant  u comme  une  constante.  On  aura  pareillement 

d'y  —'j-dv  + d"y, 

d"y  étant  la  différentielle  dey  quand  on  regarde  it  y 
comme  des  constantes,  puis 


d"y  = -Ld»  + dmy. 
dw 
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dm Y étant  la  différentielle  de  y prise  en  regardant  «,  v. 
iv  comme  des  constantes,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident 
qu’en  ajoutant  entre  elles  toutes  les  équations  obtenue^ 
de  relie  manière,  on  aura 


dy  , dy  dr  , dy  , 

dy  — -j-  du  H — — dv  H dw  H — as  -t- . . , 

‘ du  du  dw  ds 


ou,  en  divisant  par  dx, 

dr  dy  du  tly  dv  dr  dw  dr  ds 

dx  du  dx  dv  dx  dw  dx  ds  dx 


et  l’on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  — La  différentielle  d'une  jonction  com- 
posée de  plusieurs  Jonctions  est  égale  à ta  somme  des 
différentielles  que  l'on  obtient  en  regardant  successive- 
ment chacune  des  fonctions  composantes  comme  seule 
variable. 

34.  Applications.  — i°  Soit 


y A«  + Bi>  -I-  Ctv  + . . . , 


A,  B,  C, . . . étant  des  constantes.  Les  dérivées 


dy  dy 
du  dv  ’ 


sont  égales  respectivement  aux  constantes  A,  B,  C, . . . ; 
on  a donc 


dy—  A du  ■+•  B dv  C d v -+- . . . . 

• a°  Soit 


y = uvws.  . . ; 


. . l ....  dy  dr 

ici  les  dérivées  — » 

• du  dv 


sont  égales  respectivement  à 


vws . . . , uws. . . , uvs . . . , 

on  a donc 


€ ly  — vws  . . du  -4-  uws . . . dv  uvs,  . . dw  4- . • . „ 
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comme  on  l’a  trouvé  au  n°  24;  cette  formule  conduit 
comme  on  l’a  vu  (n°  2(5)  à la  règle  de  la  différentiation 
des  puissances. 

3°  Soi  t encore 

K 

JT  — - = 

• » n 


on  a 


donc 

ou 


ily  dy 

du~'>  ’ do  ~ UV 

dy  p—'  du  — uv~2  dv 

vau  — udv 

(ir  = ^ 


Conséquence  du  théorème  précèdent. 

35.  Toute  fonction  explicite  y de  la  variable  x s'obtient 
en  effectuant  successivement  sur  cette  variable  diverses 
opérations  bien  définies.  Le  uombre  de  ces  opératipns  est 
limité  et  s’il  est  supérieur  à i , la  dernière  opération  devra 
être  exécutée  sur  une  ou  plusieurs  fonctions  u,  y,  rv, . . . 
déjà  formées;  ainsi  l’on  aura 

y =f(u,  »,  «•,- . .). 

Le  théorème  que  nous  avons  établi  ramène  la  différen- 
tiation dey  à celles  des  fonctions  plus  simples  u,  e,  iv,..., 
et  à celle  des  fonctions  de  u,  de  y,  de  tv, . . . , représentées 
par  le  symbole  f.  Si  les  fonctions  u,  v,  w, . . . ne  s’ob- 
tiennent pas  par  une  seule  opération  exécutée  surx,  on 
pourra  leur  appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  dej',  et 
ainsi  de  suite.  En  sorte  que  la  recherche  de  la  différen- 
tielle de  y se  ramènera  toujours  à celle  des  différentielles 
de  certaines  fonctions  élémentaires  qu’on  ne  peut  réduire 
à des  fouctions  plus  simples.  Les  fonctions  élémentaires 
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ou  irréductibles  dont  nous  avons  à nous  occuper  ici  sont  : 
i°  les  fonctions  qui  résultent  d’une  seule  opération  algé- 
brique exécutée  sur  la  variable  x,  savoir  a ± x,  nx,  ,rm: 
a"  la  fonction  exponentielle  a1  et  la  fonction  logarith- 
mique logx;  3“  les  fonctions  circulaires.  iNous  n’avons 
rien  à ajouter  à ce  que  nous  avons  dit  précédemment  à 
l’égard  des  fonctions  algébriques,  et  nous  allons  consi- 
dérer les  diverses  fonctions  transcendantes  élémentaires 
dont  nous  venons  de  parler. 


Différentiation  des  logarithmes  et  des  exponentielles. 


36.  Lorsque  deux  variables  dépendent  l’une  de  l’autre,  et 
qu’on  exprime  successivement  chacune  d’elles  en  fonction 
de  l’autre,  on  obtient  deux  fonctions  qui  sont  dites  in- 
verses l'une  de  Vautre.  Telles  sont  les  deux  fonctions  que 
nous  allons  considérer.  En  général,  quand  on  sait  trouver 
la  dérivée  ou  la  différentielle  d’une  fonction,  on  peut  en 
conclure  la  dérivée  ou  la  différentielle  de  la  fonction  in- 
verse. En  effet,  supposons  que  deux  variables,  jc  et  y, 
soient  liées  entre  elles  par  une  équation  susceptible  d’être 
mise  sous  les  deux  formes 


X =/(*)»  X=¥(jr), 

on  aura  (uu  21  ) 


fij  =/'  (*)  dx,  i Ix  — F'  ( jr  ) (tjr. 


d’où  l’on  conclut 


/'(■*)  F' (r)  = t- 


37. 


Détermination  de  la  limite  de 


quand 


rn  tend  vers  l’infini. — La  connaissance  de  cette  limite 
est  indispensable  pour  l’objet  que  nous  nous  proposons; 
nous  devons  commencer  par  la  déterminer. 
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Nous  supposerons  d’abord  que  le  nombre  m tende  vers 
Tinfini  positif  en  ne  prenant  que  des  valeurs  entières. 
Alors  on  a,  par  la  formule  du  binôme  relative  à un  expo- 
sant entier  et  positif, 

1 \ " ni  i in  { ni  — i ) i 

— j — I H 1 — • 

ni  J i ni  1.2  nr 

m (ni  — l ) ( m — 2 ) i 

H ' - ■ — — 

1.2.3  m 3 


Soit  n un  entier  quelconque  inférieur  à ni,  et  désignons 
par  R„  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  (n- f-i)'*"1'  terme 
dans  le  second  membre  de  la  formule  précédente,  on 
pourra  écrire 


et  la  valeur  de  R„  sera 


i 2.  • . n 


r(-î) 

1 1 
- -4-  - 

V mj 

I! 

\ m ) . 

_ l«  + •) 

-f—  - 

(fl  -t- 

T 

Dans  la  somme  entre  crochets  qui-forme  le  dernier  fac- 
teur de  cette  expression,  le  nombre  des  termes  est  m — //, 
et  ces  termes  sont  moindres  que  ceux  qui  occupent  res- 
pectivement les  mêmes  rangs  dans  la  progression  géomé- 
trique illimitée 

i i i 

”4”  * -f-  ■■  4-  a • , . 

fl  -4-  I (fl  -+-  I )’  (fl  -+-  l)3 
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La  somme  de  celte  progression  esl  - donc  le  (aclcurentr/^ 
crochets,  dans  l’expression  de  R„,  peut  être  représenté 
par  ~ , 6 désignant  une  quantité  comprise  entre  o et  i; 
Ainsi  l’on  aura 


(2)  R.: 


i . 2 . 3. . . n 


Le  nombre  n étant  regardé  comme  invariable,  faisons 
tendre  m vers  l’infini,  et  désignons  par  la  limite  de  R„, 
par  S-  la  limite  de  6 , la  formule  (i)  donnera 


(3)  lim 


K)'= 


i 

■ . i 


1 .2.3  . . .11 


-A., 


et  l’on  a évidemment,  par  la  formule  (a), 


(4) 


A. 


1.2.3...//  « ’ 


$ étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i. 

Le  nombre  n peut  être  choisi  arbitrairement,  et  si  l’on 
suppose  qu’il  croisse  indéfiniment,  la  quantité  •&„  tendra 
vers  zéro.  11  s’ensuit  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (3)  est  égal  à la  somme  de  la  série  convergente 


i 

I .2 


1.2.3 


somme  que  nous  représenterons,  suivant  l’usage,  par  lu 
lettre  e\  ainsi  l’on  a 


en  posant 


lim 


I 

I .2 


1.2.3 
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Si  l’on  arrête  la  série  au  terme  qui  en  a n avant  lui, 
l’erreur  commise  sera  la  quantité  qui  est  ce  qu’ou 
nomme  le  reste  r/e  la  série ; on  voit  que  ce  reste  est  infé- 
rieur à la  n'1'"'  partie  du  (n -f- terme  auquel  on 
s’arrête.  Celte  remarque  permet  de  calculer  le  nombre  o 
avec  une  approximation  aussi  grande  que  l’on  veut;  ou 
trouve 

c = 2,71828  18284  59045.... 

38.  Supposons  maintenant  que  m tende  vers  l’inlini 
positif  en  passant  par  tous  les  états  de  grandeur,  et  dési- 
gnons par  fj.  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à 
la  variable  m.  On  aura 

K-*î)'<  (-=)'<  HP 

OU 

( ' \fÀ~hl 

\ ^ ( , , 1 W/.  , »W._l  ’\ 


(,  + iTTï) 


Or,  quand  m tend  vers  l’infini,  le  nombre  entier  p tend 
aussi  vers  l’infini  ; on  a donc 

lim(,+?)  =lim  (' + jrrr) = 

donc  la  quantité  ^1  + — ^ est  comprise  entre  deux  va- 
riables qui  ont  l’une  et  l’autre  pour  limite  le  nombre  e; 
on  a en  conséquence 

1.  4 
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Supposons  enfin  que  m tende  vers  l'infini  négatif.  Si 
l’on  fait  m = — p,  on  aura 

h- 


ou 


Quand  m tend  vers  — oo  , ju — i tend  vers  4-  ao  , et  l’on  a 
lim  lim(,  + ^^T):=,’ 

donc  on  a encore  dans  ce  cas 

39.  Différentielle  de  la  fonction  logjr.  — La  base 
des  logarithmes  est  ici  un  nombre  positif  quelconque  a. 
Si  l’on  donne  à x l’accroissement  Ax,  la  fonction  log.r 
prendra  l’accroissement 

A logx  = log  (x  + Ax)  — logx  = log  | i 4 

et  l’on  aura 

1|~r_k,«('  + T:) 


Ci  jc 


A x 


Posons 


il  viendra 


ou 


x x 

m — — ou  Ax=  — , 
Ax  m 


^2Ef  = ”,og(,4-l\ 

Ax  x \ m J 

= i|°g(n- 


A logx  I 
Ax 
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Or,  quand  Ax  tend  vers  zéro,  le  nombre  m tend  vers 
l’infini  et  l'expression 
bre  e;  on  a donc 

d logx  loge 
dx  x 


(,  + i) 


a pour  limite  le  nom- 


ou 


d log.r  = loge 


dx 


Si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  de  Néper, 
la  base  est  précisément  égale  au  nombre  e;  on  a donc 

, d.r 

loge  — i et  rflogx  = — • 


Il  faut  remarquer  que,  d’après  le  principe  du  n°  21, 
l’expression  précédente  de  c/logx  subsiste  lors  même  que 
x ne  serait  pas  la  variable  indépendante.  On  voit  aussi 
que  la  différentielle  logarithmique  d'une  fonction  sup- 
posée positive  n’est  autre  chose  que  la  différentielle  du 
logarithme  népérien  de  cette  fonction. 


40.  Différentielle  de  la  fonction  ax,  a étant  une 
constante  POSITIVE.  — Si  l’on  donne  à x l’accroisse- 
ment Ax,  il  vient 


Sa1  = ax+Ii*  - 

d’où 

Cia1 

A.r 

Posons 

m 

on  aura,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 


Ax  logo  = log 


Digitized  by  Google 


5a 

et,  par  suite, 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


An* 

S.r 


lof la 


log« 


,«^(‘+1)  l«g  («  + i)“ 

Maintenant  faisons  tendre  Aj  vers  zéro;  le  nombre  ni 

tendra  vers  l’infini,  et  ( i -+-  — | tendra  vers  e; 

\ ">/ 

donc,  à la  limite, 


on  aura 


iln’  ^loga 

</.<■  log  e 


La  base  des  logarithmes  qui  figurent  dans  ecttc  formule 
est  arbitraire;  si  l'on  choisit  la  base  de  Néper,  on  aura 
loge  = i,  et,  par  suite, 


da* 

lïl 


a*  logrt 


et  fia*  — a’  log  «t£r. 


Dans  le  cas  de  a = e 
île* 

fijr 


, ces  formules  deviennent 

= e*,  fie * — c*it.r-) 


ainsi  la  fonction  e*  jouit  de  la  propriété  d’ètre  égale  à sa 
dérivée. 

Il  est  à peine  nécessaire  d’ajouter  que  les  résultats  qui 
précèdent  subsistent  quand  x cesse  d’ètre  variable  indé- 
pendante. 

il.  Nous  avons  procédé  directement  à la  iccherche  des 
différentielles  des  fonctions  logx  et  a*  ; mais,  ainsi  que 
nous  l’avons  déjà  dit,  la  différentielle  de  l’une  de  ces 
fonctions  étant  connue,  on  en  déduit  immédiatement  la 
différentielle  de  l’autre.  Posons  en  etfet 

y~a*t 

on  aura,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  II. 


53 


dans  le  système  dont  la  base  est  a, 
logr  = 

Maintenant,  si  l’on  admet  que  la  ditlèrentielle  de  log j 
soit  loge--5  on  aura 

loge  — = dx 


ou 


da*  — 


a*  dx 
loge 


Comme  loga  = i,  on  peut  écrire  aussi 

loge 

et  alors  on  peut  choisir  à volonté  la  base  du  système  dans 
lequel  sont  pris  les  logarithmes.  Si  l’on  adopte  le  nombre  r 
pour  base,  on  aura 

dnx  — a*  logfldx, 

comme  nous  l’avons  trouvé  directement. 

42.  Applications.  — i“  Soit 


-log^f+î’ 


la  caractéristique  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
On  peut  écrire 

y=  l°g('  — -r)  — ~ *°g  (t  *)» 

d’où 

j _ l d{l—x)  _ d ( l -f-  x)  _ 


(«—•»•)  _ l d ( l -f-  .r)  _ / 1 + I \ (L 

I — .r  2 i 4-  x \ I — x i -f-  x ) i 


dx 
— y 

2 


dy  — 
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a°  Soit 

r = log(.r v'J-‘ -•-")» 

a étant  une  constante,  et  la  caractéristique  log  désignant 
un  logarithme  népérien. 


On  a 


<iy  - 


d{ 


( I 4-  - r -"N)  dx 

x 4-  y'.»'2  4-  a J \ y/x'  4-  a ) 


X 4-  V X-  4-  a 


4-  4-  a 


OU 


3°  Soit 


dx 

dr  — ~rr=' 

y/x’  4-  a 


u et  v étant  des  fonctions  données  de  .r. 
On  a 


log/1  = v logu, 


d’où 

ou 


d log  y — pi/logu  4-  log  « dv. 


dy  du 

— = v 1-  log  udv, 

■y  h 


ou  enfin 


dy  — vu’  'du  4-  W log  U dv. 


On  serait  arrivé  au  même  résultat,  en  appliquant  la  règle 
de  la  différentiation  des  fonctions  composées,  combinée 
avec  celle  qui  donne  la  différentielle  de  la  fonction  a*. 

Si  l’on  suppose  u = T,  y * 1*  formule  précédente 
donnera 

( i\  I-a 

d\x*)=. rx  (l — logx)rfx. 

I 

On  voit  que  la  fonctiou  x'1  croit  tant  que  x est  inférieure 
à e,  car  sa  dérivée  est  alors  positive,  et  qu’elle  décroit 
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tant  que  x est  supérieure  à e.  Par  conséquent  cette  fonc- 
tion atteint  son  maximum  pour  x = e. 

4°  Quels  sont  les  systèmes  de  logarithmes  dans  les- 
quels il  existe  des  nombres  égaux  à leurs  logarithmes? 

Il  s’agit  de  savoir  dans  quel  cas  la  fonction 

y = a*  — jc 

peut  s’annuler,  a étant  un  nombre  compris  entre  o et  i . 
On  a 

dy  . 

— =za*\oga  — i, 


la  caractéristique  log  exprimant  un  logarithme  népérien  ; 
on  voit  que  la  fonction  y sera  décroissante  tant  que  l’on 
aura 


log 


o*  <"  ; ou 

logo 


'< 


logo 


logo 


et  elle  sera  constamment  croissante  dans  le  cas  contraire. 
La  fonction  a donc  un  minimum  qui  répond  à 


log 


logo 


logo 

et  ce  minimum  a pour  valeur 

i^(,“Iogi^)î 


si  cette  expression  est  négative,  la  fonction  y s’annulera 
pour  deux  valeurs  de  x;  si  elle  est  nulle,  la  fonction  y ne 
s’annulera  qu’une  seule  fois.  Enfin,  si  la  même  expression 
est  positive,  la  fonction  y ne  s’annulera  pas.  La  condi- 
tion demandée  est  donc 


J . | • 

log , li,  ou  log/*  5-»  ou  enfin  a'_er 

log  a ~ ~ e 

ï 
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Différentiation  des  fonctions  circulaires. 


■43.  Différentif.les  des  fonctions  circulaires  di- 
rectes. — Ces  fondions  sont 

sin  x,  tangx,  sccx, 
cos.;,  cot.r,  rosée  j. 

i°  Considérons  d’abord  les  fonctions  sinx  cl  cosx.  Si 
l’on  donne  à x l'accroissement  Ax,  on  aura 


. . . . Ax  / Ax\ 

A sin  x = sin  j + ixi  — sin  x — i sin  - — cos  I x H | . 

a \ 2 J 

i > . Ax  • / Ax\ 

A cosx  = costx  -4-  A j-  — cosx  = — 2 sin  — sin  x h l 

2 \ 2 ) 


d'où 


Ax 
sin  — 
A sinx  i 


tS.r 


Ax 

a 


hi)' 


A cos 

Ax 


A.r 
sm  — 


r 2 . / A.r\ 

- = — sin  x h 

A.r  \ 2 ) 


. A x 
sm  — 
2 


Le  rapport  — - tend  vers  l’uni  lé  quand  Ax  tend 


vers  zéro;  on  aura  donc,  en  passant  aux  limites, 

f/sin-r  d cos.r 

= cos.r,  — — — sin.r, 


cij 


Hjc 


d sinx  = cos jcdvy  d cosx  = — sinxrfx. 
a°  Considérons  en  deuxième  lieu  les  fonctions  tangx 
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cl  cotx.  On  a 

A tang  x = lang  ( x -4-  Ax)  — tang.r 

= [i  -+-  tangx  tang  (x  -t-  Ax)]  tangAx, 

A cot  x = cot  (x  -+-  AxJ  — cotx 

= — [l  ■+•  cotx  cot  (x  -+-  Ax)]  tangAx, 

d’où 


A tangx  tan:;  Ax  ■ , , 

■ = -JJ-  [ > + langx  tang  (x  Ax)  ], 


A cotx 


tang  A x 


Ax. 

Passant  aux  limites, 

d tangx 


[i  -+-  cot  xcot  (x  -+■  Ax)]. 

se  réduit  à l’unité,  et  l’on  a 


dx 


Ax 

tang  Ax 
Ax 

i -t-  tang’x  — séc’x 


d cotx 
dx  '' 


( t -t-  eot’x)  — — coséc’x  = — — : 

smJx 


d’où 


, d.r  dx 

d tangx  . - — - , d cotx  = — 


cos’x 


sin’x 


Les  fonctions  tangx  et  cotx  ayant  respectivement  pour 
valeurs 

sinx  cosx 

tangx  = » cotx  — , 

* cosx  stn  x 


on  aurait  pu  conclure  leurs  différentielles  de  celles  des 
fonctions  sinx  et  cosx  en  faisant  usage  de  la  règle  rela- 
tive à la  différentiation  des  quotients.  Ainsi,  par  exemple, 
on  a 


d tangx  = 


cosx  d sinx  — sinxrfcosx 
cos1  x 


dx 

cos'x 


3°  Considérons  enfin  les  fonctions  sécx  et  cosécx.. 
On  a 


seex  = (cosx)-',  cosécx  = (sinx)-1; 
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donc,  en  appliquant  la  règle  de  la  diflërentiation  des  puis- 
sances, on  a 

d c osée  jr  — — ( sin.r'~ 1 coixdx  — — C°- — dx  — — cotx  coséc xdx, 

' ’ SIII’J 

, . , ...  . sin.r 

d sec x — ( cosx- ’ sin.r  rfx  — dx  — tanex  sec xdx. 

K ' COS3X  b 

Ainsi,  en  résumé,  on  a 

d sin  x — cos  xdx,  d cos  x — — sin  x dx, 

d tanc  e = — - — dx,  d cot  x — 7 dx, 

cos;x  sin:x 

, . sin.r  , cos.r  , 

d sec  x = dx,  d cosec  x = r dx. 

cos3x  sin-'.r 

Ces  six  formules  subsistent  lorsque  x cesse  d’être  la 
variable  indépendante,  et  l’on  doit  remarquer  que  les 
trois  dernières  peuvent  être  obtenues  en  appliquant  les 

trois  premières  à la  variable-  — x,  n désignant  la  demi- 

circonférence.  On  a effectivement 


d cos  x — d sin  — xj 
d cot  x — d tang  ( — — x^j 


d coséc  x ~ d séc 


U.  Applications.  — En  combinant  les  règles  précé- 
dentes avec  celle  de  la  différentiation  des  logarithmes, 
on  a immédiatement  les  différentielles  des  fonctions 


logsinx,  logeosx,  logtangx. 
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Effectivement,  les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système 
népérien,  on  a 

,,  . d sin.r  cos  xdx 

il  loe  sin  X xz  — : ==  — : = COtx  d.r, 

° sinx  sinx 

il  cosx  sinx  ilx 

il  loe  cos  x = = = — tangx  dx, 

0 cosx  cosx 

,,  rf  tangx  dx  2 dx 

il  loe  tangx  = = = 

° tangx  tangx  cos2x  sin2x 


Si  dans  la  dernière  formule  on  remplace  x et  dx  par  - 

dx  7r  x rlx 

et  — » puis  par  - - et  — > on  aura 

2 r 1 4 2 2 


X 

d log  tang  - 


dx 

sinx 


d log  tang 


rlx 

cosx 


4o.  Différentielles  des  fonctions  circulaires  in- 
verses. — La  variable  indépendante  étant  toujours  repré- 
sentée par  x , les  fonctions  circulaires  inverses  sont 


arc  sinx,  arc  tangx,  arcsécx, 
arc  cosx,  arc  cotx,  arccosécx. 


Mais  comme  à une  ligne  trigonométrique  donnée  x ré- 
pondent une  infinité  d’arcs,  les  expressions  précédentes 
ne  sont  pas  complètement  déterminées,  et,  pour  qu’elles 
puissent  être  admises  comme  fonctions  de  x , il  est  né- 
cessaire d’ajouter  quelque  chose  à leur  définition.  Or, 
quand  un  arc  de  cercle  varie  d’une  manière  continue 
entre  les  linfites  — 00  et  -f-  00  , chacune  de  ses  lignes 
trigonométriques  varie  elle-même  d’une  manière  con- 
tinue; par  conséquent,  on  achèvera  de  déterminer  les 
fouctions  circulaires  inverses,  si  011  les  assujettit  à rester 
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continues,  et  qu’on  fixe  les  valeurs  de  ces  fonctions  qui 
répondent  à une  valeur  donnée  de  la  variable.  Par 
exemple,  les  fonctions  arcsinx,  arc  lang.r  seront  entiè- 
rement définies,  si  l'on  impose  la  condition  qu'elles 
s’annulent  pour  x = o et  qu’elles  varient  d’une  manière 
continue  avec  x. 

La  différentiation  des  fonctions  circulaires  inverses 
sa  ramène  immédiatement  (n°  36)  à celle  des  fonctions 
directes. 
i°  Soit 

y = arc  sin  r,  d'où  sinj:=x,  . 

on  aura 

cos  j dy  = d.r,  dy  = - = -J— — » 

COS  J v I _ jJ 


le  signe  qu’il  faut  donner  au  radical  étant  celui  de  cosy 
2°  Soit 

y — arc  cosx,  d’où  cos  y — x , 

on  aura 

— </x  — d.r 

— SI'U' 'h  — dy,  dy=— = -7=—  , 

sm/  sr , _ 

le  signe  du  radical  étant  celui  de  sin  y. 

3°  Soit 

y = arc  tangx,  d'où  tang  y = x, 


dy  ...  d.r 

— — = d.r  dy  — - d.r  COS’ V 

+ cos 7 y i -H  X» 


4°  Soit 


y --  arc  cot  .r , d 'où  cot  y — .r, 


on  aura 


dy , , . . d.r 

7 ■ — = d.r,  dy  — — d.r  sin5  y = 

sm’_>  i + x' 


5°  Soit 


y — arc  sécx, 


d’où  séc_j  = x, 
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tang/  SCC/  r//  = tir,  tij-  — 


tir 


tir 


tang/ sec/  jc^jc'—i 


le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  de  tang/'. 
6°  Soit 


/=  arc  coscc  .r,  d'où  coscc/  = -r. 


on  aura 


*y- 


— cot  / coscc  / <■//  = tic, 
tir  tir 


cot / coscc/ 

le  radical  ayant  le  signe’ de  cot/'. 
Ainsi  l’on  a,  en  résumé, 


V^2  - 


il  arc  sin  .c  = — 


d arc  lang.r  : 


(Lr 

— dx 

d arc  cos  x — — -, 

v*  I — x3 

^ 1 — .r1 

dx 

• d.r 

l -1-  x' 1 

il  ai  c cot  ..  “ 1 , 

I x' 

dx 

_ tir 

x ^x* I 

u-  ^ x ’ — 

les  signes  des  radicaux  étant  déterminés  comme  nous 
l'avons  indiqué.  Il  convient  de  remarquer  que  les  diffé- 
rentielles des  fonctions  circulaires  inverses  sont  algé- 
briques, comme  la  différentielle  de  la  fonction  logT. 

La  somme  des  fonctions  arc  tang  x,  arc  cot  x est  évi- 
demment égale  à une  constante,  aussi  leurs  différentielles 
sont-elles  égales  et  de  signes  contraires.  Les  deux  fonc- 
tions arc  sin  x et  arc  cos  x ou  arc  séc  x et  arc  coscc  x ont 
une  somme  constante  ou  une  différence  constante;  il 
s’ensuit  que  les  différentielles  de  ces  fonctions  doivent 
être  égales  ou  égales  et  de  signes  contraires. 
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Différentiation  ries  fonctions  implicites. 

46.  Considérons  d’abord  le  cas  d’une  fonction  y liée 
à sa  variable  x par  une  équation 

/(■*»  y)  — o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  donnée  de  x 
et  de  y. 

La  variable  y est  une  fonction  de  or,  et  par  suite  on 
peut  regarder  f(x,  y)  comme  une  fonction  composée. 
Cette  fonction  est  constamment  nulle  par  hypothèse  : 
donc  sa  différentielle 


df  , df  . 
Trt,X+dydy 


est  elle-même  égale  à zéro.  Ainsi  l’on  a 


d’où 


djf 

de 


dr  ■ 


V 

ily 


dy  — 


o, 


dy 


dL 

dr 

:-V* 

dy 


et 


dy 

dr 


£ 

dx 

df 

dy 


On  voit  que  la  dérivée  d'une  fonction  y,  liée  à la  va- 
riable x par  l'équation  J (x,y)  — o,  s’obtient  en  divi- 
sant la  dérivée  relative  à x du  premier  membre  de 
l'équation  par  la  dérivée  relative  à y du  même  premier 
membre,  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

47.  Exemples.  — i°  Soit 


On  a ici 


f[.r,  y ) =r  è’.r1  — a’61  = o. 

df  , df 
— = 2 ê’.r , 
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dy  b^x 

dx  a- y 

Dans  le  cas  dont  il  s’agit,  l'équation  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  à y,  et  l’on  trouve 


le  radical  devant  être  pris  successivement  avec  le  signe  -+- 
et  avec  le  signe  — . En  substituant  cette  valeur  de  ) 
dans  la  formule  précédente,  celle-ci  devient 

dy  — bx 

dr  a \]a'1  — J-'  ' 

on  obtient  immédiatement  ce  résultat  en  différentiant  la 
précédente  valeur  de  y. 

a°  Soit  en  second  lieu  l’équation 

/‘(x»r)=  (-t3+j'î)3—  2a*(æ)—y)  = o, 

qui  représente  la  courbe  nommée  lemniscate  de  Ber- 
noulli, quand  on  regarde  x et  y comme  des  coordonnées 
rectangulaires.  On  a ici 

= 4-r(x3+r3)  — 4"’x.  ^ = 4.r  (-'3+j'3)  + 4<r> 

et,  par  conséquent, 

dy  x (x*  -y  y'  — n') 
dx  y [x'  -y  y'  -+-  a1) 

•48.  Considérons  le  cas  où  l’on  a deux  équations 

= y, *•)  = <>> 

entre  la  variable  indépendante  x et  deux  fonctions  y,  z 
de  cette  variable.  Puisque  y et  z sont  des  fonctions  de  x) 
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f[x,y,  z)  cl  F ( a‘,  y,  z)  sont  des  fonctions  composées; 
d'ailleurs  les  différentielles  de  ces  fonctions  sont  nul  les 
puisque  les  fonctions  elles-mêmes  le  sont;  on  a donc 

,lL 

dx 
r/F 


dx 


df  df  , 

-f  >h ■ + T-  dz 

df  dz 


dx  ■ 


d F 


df 


r/F 


dz  ==  O, 


dx  dy  dz 

d’où  l’on  tire  les  valeurs  de  dy  et  de  dz.  savoir  : 


df 


df  r/F 
dx  dz 

df~W 

dz  dy 
df  r/F 
df  dx 

df  r/F 
dz  dy 


df  r/F 


dz  dx 


df  r/F 
dy  dz 
df  r/F 


5 '/x> 


r/x  dy 

~df~df  ,U- 


dz  — 

7/  r/F 

<(r 

40.  Exemple.  — Soient  les  équations 

x1  -t-  y1  -t-  z1  = r’,  ij:+  6 jr  4-  y z — />, 
où  r,  «,  c,  y,  désignent  des  constantes  données;  on  aura 
xr/.c  f- ydy  -t-  zdz  — o,  adx  -t-  6 dy  4-  y dz  ~ o, 

d’où 


r/x 


r/r 


■If 


6î 


dz 

Sx  — xy' 


formule  qui  fait  connaître  les  différentielles  dy  et  dz  des 
deux  fonctions  j et  a. 

50.  On  procédera  de  la  même  manière  dans  le  c as 
général  où  l’on  a n équations 

f\x,f,  t.  II,  . ) = o, 

F(x,7,i,  «,...)  = o , 

?{x,f,  z,  «,...)  = o, 
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entre  une  variable  indépendante  x et  n fonctions  y,  z, 
ii,. . . de  celte  variable.  Les  fonctions  f,  F,  y , . . . étant, 
comme  dans  les  cas  précédents,  des  fonctions  composées 
dont  les  valeurs  sont  identiquement  nulles,  les  différen- 
tielles de  ces  fonctions  sont  nulles  aussi,  et  l’ou  a 


a.v  dy 


àf 

du 


du 


d F , d F , d?  , dF  , 

— di  H — — dy  H dz  -+-  — du  + . . . = O, 

d.r  dy  dz  du 


d a il 9 d o , do 

——  di  -4-  — dy  -f-  dz  + —r-  du  -f-  . . — o, 

d.r  dy  dz  du 


Ces  n équations  déterminent  les  différentielles  des  n 
fonctions  j',  z,  u,....  On  les  obtient  en  diffèrcntianl 
les  équations  proposées,  c’est-à-dire  en  égalant  à zéro  les 
différentielles  des  premiers  membres  de  celles-ci. 


De  l'élimination  des  constantes  arbitraires. 


51 . Considérons  une  équation 


(«) 


/(•*.  Ti  C)  = o 


entre  les  variables  x,  y et  la  constante  arbitraire  C.  La 
différentiation  decette  équation  donne,  comme  on  l’a  vu, 


(*) 


<y_  df^  i/y  _ 
(Lc^~  dy  dx  °’ 


et  si- l’on  élimine  la  constante  C entre  les  équations  (i) 
et  (a),  il  en  résultera  une  équation 

(3)  Ffx,y,£^j=o, 

entre  la  variable  indépendante  x,  la  fonction  y et  sa 
dérivée 

Cl 

1.  5 
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Celte  équation  (3),  qui  résulte  par  la  différentiation 
d’une  équation  où  figure  une  constante  arbitraire,  est 
dite  une  équation  différentielle.  Relativement  à cette 
équation  différentielle,  l’équation  (i)  est  quelquefois  dési- 
gnée sous  le  nom  d 'équation  primitive. 

Si  l’on  suppose  que  x et  y désignent  des  coordonnées 
rectilignes  et  que  la  constante  C prenne  une  infinité  de 
valeurs,  l’équation  (i)  représentera  une  famille  de 
courbes;  l'équation  (3)  exprime  une  propriété  de  la  tan- 
gente, commune  à toutes  les  courbes  de  cette  famille. 

52.  Exemples.  — i°  Soit  l’équation 
y1  = 2px  -t-  C, 

qui  donne  par  la  différentiation 


Ici  la  constante  C a disparu  d’elle-mème  et  l’équation 
précédente  est  l’équation  différentielle  qui  résulte  de  la 
proposée.  Elle  exprime  (n°  29)  que  la  sous-normale  est 
constante  dans  toutes  les  courbes  que  représente  l’équation 


y'  — 2 p.r  -+-  C. 

2°  Soit,  en  second  lieu,  l’cquation 


•r1 

7 


i» 


dans  laquelle  b est  une  constante  donnée  et  f>  un  para- 
mètre variable;  cette  équation  représente  un  système  de 
coniques  homofocales , lorsque  x et  y désignent  des  coor- 
données rectangulaires.  La  différentiation  donne 


jcrh  ydj 
+ p’-*’ 
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xdx  y dy  xdx  -+-  y dy 
f2  b%  — p'  b‘ 

L’élimination  de  p 5 donne 


(* 


dr 

djr 


g7 


ce  qui  est  l’équation  différentielle  demandée. 

Menons  la  tangente  MB  et  la  normale  MC  à l’une  des 


courbes  de  la  famille  considérée,  et  soient  B,  C les  points 
où  ces  droites  rencontrent  Taxe  0>  . Les  équations  de 
MB  et  de  MC  sont 


y-'=-;5<x-*)i 


par  conséquent,  on  a 


d’c 


_ dx 

0C  = j- 


. OB  X OC  = b'. 


Il  s’ensuit  que  si  l'on  circonscrit  au  triaDgle  BMC,  un 
cercle  qui  coupe  en  F et  F'  l’axe  des  abscisses,  on  aura 

OF  = OF'  = b. 


ce  qui  exprime  que  F et  F'  sont  les  foyers  de  notre 

5. 
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courbe.  Telle  est  la  propriété  exprimée  par  l’équation 
différentielle  que  nous  avons  obtenue. 

53.  Considérons  généralement  un  système  de  n équa- 
tions 

; / (x,  a,b,c,...)  = o, 

, , ' /(*»  r>  e,...)  = o. 


[x  > X f Z y U ) , dybyCy...}  O , 

entre  une  variable  indépendante  x,  n fonctions  y,  z , 
u,...  de  cette  variable  et  n arbitraires  a , b,  c, .... 
La  différentiation  des  équations  (i)  donnera,  comme  on 
l’a  vu,  les  n équations  suivantes  : 


(») 


df  dy 

df  dz 

df 

du 

dx 

dy  dje 

dz  dx 

du 

dx  + °’ 

df, 

df,  dy 

df  dz 

df, 

du 

dx 

dy  dx 

dz  dr 

du 

dx  + °’ 

dfm—t 

df.-, 

d}  df_, 

dz 

dx 

' dy 

dx  dz 

dx 

Cela  étant,  si  l’on  élimine  les  n arbitraires  a,  b,  c,... 
entre  les  an  équations  qui  composent  les  systèmes  (i) 
et  (a),  on  obtiendra  n équations 


' F 

(x,  y,  z,  u,.. 

dy  dz 
’ dx * dr* 

du 
dx*  * 

"H* 

(3)  « 

l F| 

(*,  y,z,u,.. 

dy  dz 
’ dx  * dx  * 

du 

dx* 

")=0’ 

fj-,  y , z,  u,.  . 

dy  dz 
*’  d?'  dx* 

du 

Tv*' 

")=°’ 

qui  constituent  ce  que  l'on  nomme  un  système  d' équa- 
tions différentielles  simultanées . 
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CHAPITRE  III. 

DIFFÉRENTIELLES  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS  DES  FONCTIONS 
D’UNE  SEULE  VARIABLE. 


Des  dérivées  des  divers  ordres. 

5t.  Soient  f(x)  une  fonction  de  la  variable  x et 
J'(x)  sa  dérivée.  Noas  désignerons  par  /"(x)  la  dérivée 
dey'  (x),  par  J'"  [x)  la  dérivée  de  f"(x),  et  ainsi  de 
suite;  nous  formerons  de  cette  manière  une  suite  de 
fonctions 

/'(x),  /"(x),  /-(x),...,  /<«>(*),..., 

dont  le  nombre  sera  illimité,  à moins  que  f(x)  ne  soit 
une  fonction  rationnelle  et  entière. 

La  fonction  y*  (x),  qui  occupe  le  niim‘  rang  dans  la 
suite  précédente,  est  dite  la  dérivée  du  nii"’r  ordre  de /(x), 
ou,  plus  simplement,  la  ;i"“'  dérivée  de  f(x). 

Des  différentielles  des  divers  ordres. 

55.  La  différentielle  d’une  fonction 

(<)  r=f[*) 

a été  définie  (n°  18)  par  la  formule 

1,2)  djr  = //'  (x)  ou  dy  ~f  (x)rfx, 

dans  laquelle  h ou  dx désigne  un  accroissement  arbitraire 
attribué  à la  variable  indépendante.  Jusqu’à  présent  nous 
n’avons  fait  aucune  hypothèse  sur  cet  accroissement;  mais 
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ici  nous  le  supposerons  constant,  c’esl-à-dire  indépendant 
de  la  variable  x. 

La  quantité  dx  étant  ainsi  constante,  si  l’on  différcnlie 
l’équation  (a),  ou  aura 

d dy  — dx  df  (x)  — dx  [ f"  ( x)  i /x]  = f"  (x)  dx'  ; 

d dy  est  dite  la  différentielle  deuxième  de  y,  ou  la  diffé- 
rentielle du  deuxième  ordre  de  cette  fonction  : on  la  re- 
présente par  la  notation  d'y,  et  l’on  a en  conséquence 

d'y  — f (^)  dx'. 

De  même,  la  différentielle  de  d' y aura  pour  valeur 
d d'y  = dx'  df  (x)  = dx'  [f  (x  ) dx]  =/*  (x)  dx'  : 

on  la  représente  par  d'y,  et  l’on  a 
d'y  = f (x)  dx'. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  suite 
dy , d'y,  d'y,...,  d'y,..., 

daus  laquelle  chaque  terme  est  la  différentielle  du  terme 
précédent.  La  quantité  dny,  qui  occupe  le  n‘cmr  rang  dans 
la  suite,  est  dite  la  différentielle  d' ordre  n delà  fonction  y, 
et  sa  valeur  est  donnée  par  la  formule 

(3)  d'y  =/"<”)  (x)  dx". 

On  peut  écrire  aussi 

(4)  /•(*)= 

ce  qui  exprime  que  la  dérivée  d'ordre  n d'une  Jonc- 
tion est  égale  à la  différentielle  d'ordre  n de  cette 
fonction  divisée  par  la  n'*'"*  puissance  de  la  différentielle 
de  ta  variable  indépendante. 

Cette  notation  est  celle  que  l’on  emploie  le  plus  souven  t 
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pour  représenter  les  dérivées,  et  la  formule  (3)  s’écrit 
alors  comme  il  suit  : 

. d'y 
d'y  — — — dx*. 
dx* 

Il  est  évident  qu’on  obtiendra  les  diirércntiellcs  des 
divers  ordres  des  fonctions  par  le  moyen  des  règles  que 
nous  avons  établies  dans  le  chapitre  précédent. 

56.  Différentielles  des  divers  ordres  de  quelques 

FONCTIONS  SIMPLES.  — 1°  Soit 


y =X-, 


on  aura 


dy  d’y 

— :=  mi*'1,  = m [m  — i)  x"-’, . . . . 

dx  dx' 


d'y 

dx™ 

1°  Soit 


— m[m  — t)...(m  — « 4-  I ) x™~". 


y = log.r, 


la  caractéristique  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
On  aura 

dy i i d’y  ÆJ 

dx  x ’ dx’  ’ 

d'y 


dx * 


= ( — i )"  i . i . 3 . . . (»  — i ) x~'. 


3°  Soit 


y — a*< 

a étant  une  constante.  On  aura 


dy 


d ’ r 


— = fl*log«,  — = nMog 


dx 


d"  y 
dx " 


ax  logn/7, 


les  logarithmes  étant  népériens.  Dans  le  cas  de  a = c,  on  a 
dny 
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4°  Soil 

X = sin  (x  + a), 
x étant  une  constante.  On  a 


<>r 

— =r  cos  (,f +a 

dx 


— sin  -t-  a -+-  - j i 


en  sorte  que  la  dérivée  de  sin  (x  -+-  a)  s’obtient  en  ajou- 
tant le  quadrant  ^ à la  constante  a.  On  conclut  de  là  que 
l’on  a,  quel  que  soit  n, 

d'  y . / w \ 

— sin  i+i  + n-  • 

dx'  \ 9.  j 

Si  l'on  suppose  successivement  a = o et  x =^>  on  aura 
d"  sinx 


dxn 


/ ff\  d'COSX  [ n\ 

■ — sin  .r  -F-  n - 5 — = cos  x -f-  n - • 

\ x)  dx « \ ?./ 


Des  différences  des  divers  ordres. 

57.  Soit  y = J'(.r)  une  fonction  de  la  variable  x;  l’ac- 
croissement 

A/  =/(x  -4-  ix)  — /(.r) 

est  dit  la  différence  du  premier  ordre  ou  la  différence 
première  de  la  fonction  r,  relativement  à l'accroissement 
constant  Ax  attribué  à .r. 

Cette  différence  A y est  elle -même  une  fonction  de  x, 
et  sa  différence  A A y prend  le  nom  de  différence  du 
deuxième  ordre  ou  de  différence  deuxième  de  y ; on  la 
représente  par  le  symbole  A*y,  pareillement  la  diffé- 
rence A A’ j est  dite  la  différence  du  troisième  ordre  ou 
la  différence  troisième  dey,  et  ainsi  de  suite.  Fin  sorte 
que  si  l'on  considère  la  suite 

Al,  a’/,  A1/,...,  Ar,.  ,, 
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dans  laquelle  chaque  terme  est  la  différence  du  terme 
précédent,  relative  à l’accroissement  Ax  de  la  variable  x, 
le  terme  A"j',  qui  occupe  le  niimr  rang,  dans  la  suite,  sera 
la  différence  <C ordre  n ou  la  n‘rmr  différence  de  la  fonc- 
tion^. 

58.  Si  l’on  divise  respectivement  les  différences  succes- 
sives d’une  fonction  y par  les  puissances  successives  de 
l’accroissement  de  la  variable,  on  obtient  des  rapports  dont 
les  limites  sont  précisément  les  dérivées  successives  de  la 
fonction.  Avant  de  démontrer  ce  théorème,  nous  établi- 
rons un  leinme  dont  nous  aurons  à faire  usage. 

Lemme.  — Soit  J (x,  a)  une  Jonction  de  x qui  contient 
un  paramètre  a et  qui  reste  continue,  ainsi  que  sa  dérivée 

= J'  [x,  a),  pour  les  valeurs  de  x comprises 

entre  deux  limites  x,,  X.  Si,  pour  une  valeur  particu- 
lière de  a,  la  fonction  J (x,  <x)  est  nulle  quelle  que 
soit  x,  la  dérivée  J '(x,  a)  sera  également  nulle  quelle 
que  soit  x pour  a = a0.  t 

En  effet,  si  les  valeurs  x et  x -+-  h sont  comprises  entre 
x„  et  X,  on  aura  (u°  11) 

f[x  -+-  h,  x)  — /(x,  x)  = hf  (x  4-  O/i,  x). 

• 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  de  cette  équation  se 
réduit  à zéro  pour  x = a0;  donc  il  en  est  de  même  du  se- 
cond rnembie,  et  l’on  a,  quelles  que  soient  x et  //, 

/'(x+  9/i,  a, ) — o , 

ce  qui,  en  faisant  h = o,  se  réduit  à 

/'(x,  X.)  =0. 

59.  Considérons  maintenant  une  fonction  y do  x,  qui 
reste  continue  ainsi  que  celles  de  ses  dérivées  que  nous 
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aurons  à considérer  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
deux  limites  x0,  X.  On  a,  par  la  définition  des  dérivées, 


(') 


AJ 

Ax 


± 

dx 


-4-  «, 


e désignant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax.  Celte 
formule  exprime  qu’au  lieu  de  faire  sur  une  fonction  y 

l’opération  il  est  permis  de  faire  l’opération 


pourvu  qu’on  ajoute  au  résultat  une  certaine  quantité 
qui  s’évanouit  avec  £x.  Appliquons  celte  même  propo- 
sition à la  fonction  — » on  aura 
Ax 


a t ir 

A — « — 

Ax  Ax 


Ax 


dx 


tÜL 

dx1 


dt 


t'  désignant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax.  Or 
e s’annule  avec  Ax,  quel  que  soit  x;  donc  — s’annulera 
aussi  avec  Ax,  d’après  le  lemme  du  numéro  précédent  ; 
d’ailleurs  A—  est  égal  au  quotient  de  AAr  ou  A*  y 
par  Ax,  et,  en  conséquence,  on  pourra  écrire 


S'x  _ d'y 
Ax1  dx 3 


e,  étant  une  quantité  qui  s'évanouit  avec  Ax. 

Appliquons  encore  à la  fonction  la  proposition  ex- 
primée par  la  formule  (i),  on  aura 


d*I 

Ax 1 A z1 


A x dx 


d'y  de, 

aï  +7ü  + s" 


t\  désignant  unequantité  qui  s’évanouit  avec  Ax.  Comme 


Digitized 


CHAPITRE  III. 


75 

£,  s’annule  aussi  avec  Ar,  il  en  sera  de  même  de  ei 

dx 


on  aura 


A1  y d'y 
Ax'  dx ' 1 ’ 


£,  étant  infiniment  petit  avec  Ar. 

On  peut  poursuivre  indéfiniment  le  môme  raisonne- 
ment, et  si  les  n premières  dérivées  de  y restent  conti- 
nues, on  aura  généralement 

A"y  _ d\r  t 

Ax"  dx"  ’ 


e étant  infiniment  petit  avec  Ar,  ou,  si  l’on  veut, 


lim 


A" y d"  r 
Ax"  — dx" 


ce  qui  exprime  que  la  dérivée  d’ordre  n d'une  fonction 
de  x est  la  limite  du  rapport  de  la  différence  n,im'  de 
cette  fonction  à la  puissance  n‘imr  de  l'accroissement  de 
la  variable. 

O11  peut  écrire  aussi 

d * y 

A"  r = — Ax"  -4-  tAx"i 
dx" 


comme  Ar=(/r,  la  première  partie  de  celle  expression 
u’esl  autre  chose  que  dny\  on  a donc 


et 


A" y ~ tl" y -+-  sAx" 
A"  v 


d'y 


( 

dx" 


il  s’ensuit  que  si  reste  finie,  on  aura 
1 d.r"  ’ 


&*r 

lira  — — — 1 . 
d"  y 
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Représentation  ries  diverses  dérivées  auxquelles  con- 
duit la  considération  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables. 


GO.  Théorème.  — Sif(u , r)  désigne  une  fonction  des 

deux  variables  u et  v,  dont  les  dérivées  relatives  à u et 

, ..  , df{u,  v\  df ( u,  v)  , . . 

à v soient  respectivement  — — > — — > la  de rivee 


ilv 


de  la  fonction 


rtfju, 
il  U 


par  rapport  à v sera  égale  à la 


ti  • i , df  ( u,  v)  . , . 

denvee  de par  rapport  a u,  c est-a-dirc  que 


l'on  aura 


pourvu  que 


dv 


— 1 

-n  r df  („,,■) 

| du 

J_  L dv 

dit 

/(«»•’)» 

df(u,  v)  dfiu,  ■> 

du  ’ dv 

restent  fondions  continues  de  u et  de  v. 

Nous  emploierons  les  caractéristiques  A„,  A,  pour  dé- 
signer les  accroissements  que  prend  une  fonction  de  u 
et  de  v,  quand  ces  variables  augmentent  de  Au  et  de  Av 
respectivement.  Ainsi  l’on  aura 


| A./(u,  + A«,  «>)—/(«,  *•), 

( A,/{«,  >’)  =/(«.  F -4-  A»)  — /(«,  pj. 


Si  l’on  donne  à v l'accroissement  Ac,  dans  la  fonc- 
tion A „f(u,  v),  celle  fonction  prendra  l’accroissement 
A,,  A ,.f(u,  v)  ; pareillement  la  fonction  A *f(u,  v)  pren- 
dra l’accroissement  A„A ,J'(u,v),  si  l’on  donne  à u l’ac- 
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croissement  Au,  et  l'on  aura,  parles  formules  (i), 

) A.a./fu,  «>)  = A,/(«-f-  Au,  «)—  A./(u,  v), 
i A„a,/(«,  v)  — A„/(«,  « -f-  Av)  — A„/(«,  v). 

Les  formules  (i)  donnent  les  valeurs  de  A„/(u,  e), 
Arf(u,  v),  et,  en  remplaçant  v par  v -+-  Ao  dans  la  pre- 
mière, u par  U + Au  dans  la  seconde,  on  en  conclura  les 
valeurs  de  A „f(u,  f-i-Ao)  et  de  A,/(n  + Au,  y).  La 
substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  (2)  donne 


pj  i A.A.f(u,  v)  = A.A./[u , v) 

( =/{“  -t-Att,v-|-Av)  —f  ( u -i-  A u , v ) —/(u,  v -t-  Av)  -+-/(« , p) . 

Cela  posé,  faisons,  pour  abréger  l’écriture, 


<tf[  «.  «)  , , ,,  , 

=?(“.*’).  — -jv — 


(lit 


puis 


'ly(u.v)  . tity{u,v) 

= t (*»•’).  


</v 


et  reportons-nous  aux  équations  (1).  Considérons 
A„/(u,  e)  ou  J (u  -I-  Au,  e)  — y (u,  u)  comme  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  f,  et  donnons  à v l'accroisse- 
ment Av,  il  en  résultera  pour  notre  fonction  l’accroisse- 
ment A,  A Uf[u,  v),  dont  l'expression  sera  (n°  14) 

A,  A«/(u,  v)  =:  Av[,ji  (u  -+-  Au,  v -I-  8 Av)  — i|<  (u,  v -f-  8Av)], 


0 désignant  une  quantité  comprise  entre  o et  1 . Mais  le 
facteur 

i|»(«-t-Au,v-t-8A«>)  — '!'(«>  v -t-  8Av) 


est  l’accroissement  que  prend  <j/(u,  v>-)-0Av’)  quand  on 
remplace  u par  u -J-  Au,  sans  changer  ni  v,  ni  0;  donc, 
par  le  théorème  du  u°  14,  l’accroissement  dont  il  s’agit 
peut  être  représenté  par 

A«.\[i'(u-(-^Att,  v -4-  6Av), 
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X étant  une  quantité  comprise  entre  o et  1.  On  a donc 

(4)  A,  à,/(u,  v)  = Au.  {«  -+-  X An , <>  -t-  8 Ae). 

De  même,  en  partant  de  la  deuxième  équation  (i)  et  en 
donnant  à u l’accroissement  Au,  on  aura,  d’après  le 
tliéorème  du  n°  l t, 

A„A,/(u,  •>)=  Au  [ç(ii  H-  /.'lu,  v in)  — f (u  -t-X'Au,  e)], 

X'  étant  une  quantité  comprise  entre  o et  j , puis,  comme 
la  différence  entre  crochets  est  égale  d’après  le  même 
théorème  à 

A v y [h  + A*  A u , ('  + ô^p}, 

0'  étant  une  nouvelle  quantité  comprise  entre  o cl  i , on 
aura 

(5)  AUA,/  a,  i>)  = Au  Acy'  (u  -t-  l'Au,  v -+-  6'Ap). 

Les  premiers  membres  des  formules  (4)  et  (5)  sont 
égaux  entre  eux  d’après  la  formule  (3)  ; donc  on  a 

y («  -t-  Â'Au,  v -4-  6'Ap)  = \| i'  (k  -t-  XAu,  v -f-  6Ac). 

Enfin,  comme  celte  égalité  a lieu,  quelque  petits  que 
soient  les  accroissements  Au  et  Ar>,  si  on  les  fait  tendre 
vers  zéro,  on  aura,  à la  limite, 


c’est-à-dire  ~ 


conformément  à l’énoncé  du  théorème. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  est 
due  à M.  Ossian  Bonnet.  Elle  suppose  la  continuité  de  la 


fonction  f (u,  u) 


et  des  dérivées 


r/f('1-  r) 

du  ’ 


ll/{  u,  (’) 

dv 
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61.  L'important  théorème  que  nous  venons  d’établir 
nous  fournit  une  notation  très-commode  pour  représen- 
ter les  diverses  dérivées  de  chaque  ordre,  auxquelles  con- 
duit la  considération  d’une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables. 

Soit 


(') 


X =/(“»  <■'>•••) 


une  fonction  de  m variables  «,  p,w,....  Les  m dérivées 
du  pfemier  ordre,  relatives  à u,  e,  iv, . . . respectivement, 
se  représentent  par 


(*) 


<>y  dy  ,lx 

du'  dv  ' du' ' ' 


comme  nous  l’avons  déjà  dit.  Les  dérivées  du  deuxième 
ordre  sont  celles  que  l’on  obtient  en  prenant  les  déri- 
vées des  dérivées  du  premier  ordre  (a)  par  rapport  aux 
diverses  variables.  Mais  comme,  d’après  le  précédent 
théorème,  il  est  permis  d’intervertir  l’ordre  des  deux 
opérations  qui  sont  ainsi  exécutées  successivement,  il 


n’y  aura,  dans  le  deuxième  ordre,  que 


m ( m 


dérivées 


distinctes,  c’est-à-dire  un  nombre  égal  au  nombre  des 
combinaisons  complètes  de  m lettres  deux  à deux.  Ces 
dérivées  du  deuxième  ordre  se  représentent  par  les  sym- 
boles 


(3) 


1 l’y  d’y  d’y 

du’'  du  dv  ' du  du-'  ' 


en  sorte  que 


<j'j  _ 

4 + 
du 

d’y 

d’y 

A. 

du* 

du  * 

du  dv 

dv  du 

dv 

du 

On  obtiendra  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  la  fonc- 
tion y en  prenant  les  dérivées  des  dérivées  du  deuxième 
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ordre  (3)  par  rapport  aux  diverses  variables,  et  ainsi  de 
suite. 

On  voit  généralement  que  dans  l’ordre  n il  y aura  un 
nombre  de  dérivées  égal  au  nombre  des  combinaisons 
complètes  de  ni  lettres  n à n,  c’est-à-dire  égal  à 

/n(m-t-i)  . .(m  -4-  n — i) 

1.2.3 . . . n ' 

car  les  ni  opérations  nécessaires  pour  former  l’une  de  ces 
dérivées  peuvent  être  exécutées  dans  un  ordre  quelcon- 
que, d’après  le  théorème  du  n°  60.  L’expression  générale 
des  dérivées  de  l’ordre  n sera 

rf"  y 

(tllU  die't  . . . 

a,  o,  y,...  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  nuis 
dont  la  somme  est  égale  à n.  L’exposant,  dont  la  différen- 
tielle de  l’une  des  variables  est  affectée  dans  le  dénomi- 
nateur de  ce  symbole,  indique  le  nombre  des  opérations 
qui  se  rapportent  à celte  variable. 


Calcul  des  différentielles  des  divers  ordres  d'une  Jonction 
composée  de  plusieurs  Jonctions. 

62.  Soit 

X—f(u,  v,  <«•,...) 

une  fonction  composée  de  m fonctions  u,  v,  w, . . . de  la 
variable  indépendante  x.  Ou  a d’abord  (n°  33) 

(,)  * = 

du  dv  «u* 

Chaque  terme  du  second  membre  étant  un  produit  de 
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deux  fadeurs,  on  aura,  par  une  nouvelle  différentiation, 


d'y  --  d ^ 


dr\  . . . dy 

du  ' ,/U  + ''  ( ~<h 


m 


div  + . . . 


dr  . dy  , dy  . 

d'u  -t-  -J-  d'v  4-  -j—  d'tv  -f- . . . . 
du  dv  tltv 


Or,  en  appliquant  aux  fonctions  ■ la  pro- 

position exprimée  par  la  formule  (i),  on  a 


d 

d 

d 


d'r 

d'y 

du  1 

d'y 

— — — uil  ~ r* 

du' 

du  dv 

UV  “t- 

du  dtv 

d' r , 

— du  4- 

d1  y 

dv-h 

d'y 

du  dv 

dv7 

dvtltv 

d'X  du  4- 

d 1 r 

dv  -f- 

d' y 

du  dtv 

dvdtv 

du' 

div  4-  . . . , 
du-  4-  . . . , 
dtv  4-  . . . , 


l’expression  de  d'y  devient  alors 


d'y  = (^du'  + 

J \ du} 


d'y 


....  . 2 ~ , du  dv 

du 1 du  dv 


. d- y 
du  dtv 


d'  Y . d7  r 

dv*  -f-  2 — — — - dvdtv 
dv*  dv  dtv 


■) 


+ ['kd>u  + ‘!Ld*,  + !!Ld*,v  + ...X 

\ilu  dv  dtv  J 


On  obtiendra  successivement  de  la  même  manière  les  dif- 
férentielles d'y,  d'y, .... 


63*  Cas  ou  les  fonctions  composâmes  sont  linéaires. 
— Si  toutes  les  fonctions  u,v,w,...,  sont  de  la  forme 
ax  « et  b étant  des  constantes,  on  a 

d'u  — o,  d'v  — o,  d'w  = o,..., 

I.  6 
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et  la  formule  (a)  se  réduit  à 


d' y 

d' y = — - tlit* 
J du' 


d'jr  . . 
2 — — au  dv 
du  du 


d'y 

dv 1 


dv'- 


d'y 

2 -7—7-  dvatv 
dvdtv 


Cette  expression  de  iPjr  peut  être  représentée  sjmboli- 
queinent  par  la  formule 

d'y  = l~-  du  -+-  ~ dv  -4-  dur  4- . . . ^ = (rfr)’, 

\du  dv  div  ] ' 

en  entendant  qu’après  avoir  formé  le  carré  de  dy  011  y 
remplacera 

(£)’•  (î)(î) 

respectivement  par 

d'y  d'y 
dudv' 

Ce  résultat  peut  être  généralisé,  et  je  dis  que  l’on  aura, 
quel  que  soit  n, 

d*y=(^fudu  + d-Ldv  + ±d*  + ...y=(dy)*, 

pourvu  qu’après  avoir  formé  la  puissance  n"’""  de  dj  , 011 
remplace  dans  chaque  terme  les  facteurs  de  la  forme 

(î)‘(î)‘ (£)’•■• 

par  les  dérivées  correspondantes 

jx  + Z + y...  y 

dux  dv*  du’1 . . . 

En  effet,  notre  formule  symbolique  donne  la  vraie  valeur 
de  dy  quand  n = 1 ; il  suffit  donc,  pour  l’établir,  de  mon- 
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trer  que  si  elle  a lieu  pour  une  valeur  de  w,  elle  subsiste 
pour  la  valeur  immédiatement  supérieure.  Admettons 
donc  la  légitimité  de  la  formule  pour  l’indice  n,  et  soit 

un  terme  de  son  développement.  Le  terme  correspondant 
de  la  vraie  valeur  de  d"y  sera 

• r c 

C z — du*  dvZ  du' .... 

du* il, dt i'V. . . 

Maintenant,  pour  avoir  d"+,y,  il  faut  différentiel'  d"y, 
et  le  terme  que  nous  venons  d’écrire  donnera 


( ; — dll  -H ; df  -h.  . . ) 

\ du * + ' dv\  . . du*  d,fi  1 ...  •/ 


du*  d,fi . . . , 


puisque  du,  du,  d\v, . . . , sont  constantes.  Or,  par  notre 
convention,  ce  résultat  peut  s’écrire  symboliquement 
comme  il  suit  : 


dy  ' 

dv  H — — du-  -+-...]> 
dw  j 


d’où  il  suit  que  l’expeession  symbolique  de  d"+'y  sera 
(dj')"Xdy  ou  (dy)n+l,  ce  qui  démontre  la  proposition 


Cas  d'un  produit  de  plusieurs  fonctions. 

6i.  Il  ne  sera  pas  inutile  d’indiquer  ici  la  formule  gé- 
nérale qui  fait  connaître  l’expression  des  différentielles 
des  divers  ordres  du  produit  de  plusieurs  fonctions. 

6. 
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Considérons  d’abord  le  produit  uv  des  deux  fonctions 
u et  v.  On  a d'abord 

( i ) //(«»•)  = i ’f/ti  -+-  u dt' j 

puis 

d,{uv)  — d ( (>»/«)  -t-  d (« dv ) — (• 'd1  u -I-  rlvi/u  ) -+-  ( dv du  -f  ud*v' > , 
OU 

(2)  rf1  j«r')  =:  P</’«  + ldi' du  -+-  ud’v, 

une  nouvelle  différentiation  donnera 

(3)  dl(uv)  = vtl'u  + 3 dv d: u -f-  3r/’i' du  -f-  ud'v. 


Dans  les  formules  (1),  (2),  (3),  l’ordre  des  différentielles 
de  u diminue  d’une  unité,  et  celui  des  différentielles  de  v 
augmente  d’une  unité  quand  on  passe  d’un  terme  au  terme 
suivant  ; en  outre  les  coefficients  numériques  sont  respec- 
tivement les  mômes  que  dans  les  développements  des  pre- 
mière, deuxième  et  troisième  puissances  d’un  binôme. 
On  est  donc  fondé  à présumer  que  l’on  a généralement 


(4) 


d"{ui') 


n . , n (n  — 1 ) . 

v<l"  u -f-  -t ■ d'vd’~'tt 

■ 1.1 

n[n  — 1 — A ■+■ 


1.2.../ 


r/*  v il"- 1 n -f-, . . -t-  (</"  i>ÿ  u . 


Celte  formule  ayant  été  vérifiée  pour  ;i  = 1 , 2,  3,  sa 
généralité  sera  établie  si,  admettant  qu’elle  a lieu  pour 
l’ordre  n,  on  démontre  qu’elle  subsiste  pour  l’ordre  n -t- 1 . 
Différenlions  donc  la  formule  (4)  et  écrivons  sur  une 
même  ligne  les  parties  qui  proviennent  de  la  différentia- 
tion des  deuxièmes  facteurs  dans  les  différents  termes,  et 
sur  une  seconde  ligne  les  parties  qui  proviennent  de  la 
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différentiation  des  premiers  facteurs.  On  aura 

d’*'(uv) 

n . . nln  — 1)  , , 

= i •d"*'  u dvd’ il  H d'vd“~'  « d’vdu 


-t-  dvd’u  -+■  - d’i,d"~'u  4- ...  H d’v  du  -+-  d"~‘  v.  u. 

I I 


l u faisant  la  réduction  des  termes  semblables,  on  aura 
une  formule  qui  se  déduit  évidemment  de  la  formule  (4) 
par  le  changement  de  n eu  n -+■  i;  donc  celle-ci  est  géné- 
rale. 

La  formule  (4)  peut  être  écrite  symboliquement  de  la 
manière  suivante  : 


d"  ( uv)  — (du  -t-  dv )*  j 

effectivement,  si  l’on  exécute  le  développement • de  la 
nitm’  puissance  de  la  somme  rlu-y-dv,  eu  ayant  soin 
d’écrire  en  facteur  dans  le  premier  terme  la  puissance  zéro 
de  th\  et  dans  le  dernier  la  puissance  zéro  de  du,  puis 
qu’on  remplace 

(<■/«)*,  (dv  )• 

respectivement  par 

r/1  u,  d ’ v 

quand  1>  n’est  pas  nul,  et  par 


u,  u 

quand  k est  nul,  il  est  évident  qu’on  reproduira  la  for- 
mule (4). 

«o.  Considérons  maintenant  un  produit  de  ni  fac- 
teurs, u,  c,...,  u»,  s ; je  dis  que  I on  a encore  symbo- 
lique ment 

d“(uv.  . .ici)  ~(du  + i/f+,,.  + dtv  -+-  d»)"  ; 

c est-à-dire  que  pour  avoir  la  différentielle  d’ordre  n du 
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produit  uvw. . .s,  il  suffit  de  former  le  développement  de 
la  puissance  «"*'  de  la  somme 

du  -+-  dv  -+- . . . -+-  du • -4-  ds, 

en  ayant  soin  d’introduire  en  facteur  dans  chaque  terme 
la  puissance  zéro  de  celles  des  différentielles  du,  dv, . . . , 
dw,  ds  qui  n’y  figurent  pas,  et  de  remplacer  ensuite  les 
puissances 

du1,  dd, . , . , did,  d d 

par  les  différentielles  d’ordre  A-, 

dku,  dk i>, ...,  diir,  dks, 
celles-ci  devant  d’ailleurs  être  réduites  à 
«»  Il’,  s 

quand  A est  zéro. 

Cette  proposition  est  démontrée  dans  le  cas  de  deux 
facteurs;  donc,  pour  en  établir  la  généralité,  il  suffit  de 
prouver  que  si  elle  a lieu  pour  un  produit  de  m — i fac- 
teurs, elle  subsiste  encore  dans  le  cas  d’un  produit  de 
ni  facteurs.  A cet  effet,  désignons  par  le  produit  des 
m — t facteurs  u,  iv.  On  aura  symboliquement 

d " (hf.  . .<ej)  — d " ’^-f)  = [djr  -t-  ds)". 

Considérons  un  terme  quelconque  du  développement  de 
celte  puissance,  savoir  : 

Cj  dj^djm~t; 

d’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut,  ce  terme  donnera  dans 
d " (m*. . .iv.t)  le  terme  correspondant 

Cj  dk  y d"~*s. 

Or,  par  hypothèse,  on  a symboliquement 
</*  y = ( du  -+-  dv  -t-  . . . -+-  rfie)*, 
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donc  le  terme  précédent  écrit  symboliquement  sera 

Ci  ( du  -+-  dv  -I-  . . . -4-  )»*-*, 

et  en  faisant  la  somme  de  tous  les  termes,  on  aura  encore 
symboliquement, 

dH  [uv.  . .««•*)  = [du  ■+■  dv  ■+■ . . . -4-  du-  -t-  ds)“. 


Différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  implicites. 


G6.  Considérons  d’abord  le  cas  d’une  fonction  y de  la 
variable  x,  définie  par  une  équation  donnée 


y étant  une  fonction  de  x,f(x,y  ) est  une  fonction  com- 
posée, et  puisque  cette  fonction  a une  valeur  constante 
qui  est  zéro,  ses  différentielles  de  tous  les  ordres  sont 
nulles.  On  a donc,  en  égalant  à zéro  ces  diverses  diffé- 
rentielles, et  en  observant  que  dx  est  une  constante, 


df  . df 

— dx  -t — — dy  — o, 
dx  dy 


(Sf~ 


d'f 

1 — — — dx  dy  -I- 
dx  dy 


%Ldy\^l 

dy * ) dj 


d’y  =0, 


+ 3 dx’dy  -t-  3 -y— y—  dxdy 
\ dx’  dx’dy  ~ dxdy 1 


‘£dy>) 

3 + %Tdr)d’-r  + = °* 


Ces  formules  font  connaître  successivement  les  différen- 
tielles dy , d'y.  d'y,...,  et,  par  suite,  les  dérivées 

dy  d' y d'  y 
dx ’ <lx'  ' dx’’"" 

67.  Considérons  maintenant  le  cas  le  plus  général  où 
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l’on  a rn  équations 

I /{*»/»  *»«>••  •)  — O, 
^ \ F[x.y,z,u,...)  = o, 

| ?(•>■.  V,  ï,  « )•— o,^ 


entre  une  variable  indépendante  x et  m fonctions)',  z, 
u, . . . de  celte  variable. 

y,  z , sont  des  fonctions  de  x,  et  par  conséquent 

f , F,  <p, . . . sont  des  fonctions  composées  dont  les  valeurs 
sont  nulles  ; les  différentielles  des  divers  ordres  de  ces 
fonctions  sont  donc  nulles  elles  mêmes.  En  différentiant 
une  première  fois  les  équations  (i),  on  obtient  les  équa- 
tions 


df  , df  , df  J 

TL^+dï^+dT1'1 


(*) 


df 

dx 


dx  ■ 


df 

<b 


dr 


dr  dy 


d F 
dz 

'il 

dz 


dz  - t-  . . . r=  o, 


dz  + . . . — O, 


qui  détermineront,  comme  on  l’a  vu  (u°  50),  les  diffé- 
rentielles du  premier  ordre 

dy,  dz,  du, .... 


La  différentiation  des  équations  (a)  donnera  ensuite  le 
nouveau  système 


(djf 

\dx’ 
(d'  F 

VS?' 

(ih 

\dx* 


dx' 


dx ’ 


dx1  - 


d'f 

2 — — — dx  dy 


dx  dy 
d'f 
dx  dy 
d 2 y 
djr.dy 


d.v  dy 


dx  dy 


-M2 


d± 

dz 


d'z  -4- 


d F , 

r+dT‘t'z 


d’y 


dy 

dz 


d'z 
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qui  détermine  les  différentielles  du  deuxième  ordre 
d'y,  d'i,  d'n,.  ... 

Ou  obtiendra  les  différentielles  du  troisième  ordre  en 
différenliant  les  équaliçns  (3),  et  ainsi  de  suite. 

Sur  l'élimination  des  arbitraires . 

68.  Lorsque  l'équation 

(l)  /(.r,  r,  a , b,  r,  . . .)  = o, 

qui  lie  une  fonction  y à sa  variable  indépendante  x,  ren- 
ferme n constantes  ou  paramètres  arbitraires  a,  b,  c,..., 
on  peut  toujours  éliminer  ces  arbitraires  par  le  moyen 
de  la  différentiation.  Effectivement,  si  l’on  difTérentie 
n fois  l'équation  (i),  ou  obtiendra  n équations  nouvelles 

df  df  dy  _ 
tir  dy  dj-  ’ 

d\f  d‘f  dy  d 1 f dy'  df  d'y 

j d.r'  d.rdy  ll.i  dy 2 d.r 1 dy  tir’ 


et  si  l’on  élimine  ensuite  les  n paramètres  a,  b,  c, . . . , 
entre  les  équations  (i)  et  (a),  on  formera  une  équation 
résultante 


(3) 


/ dy  d'y  d*  y \ 

F r ’ TH'  -dj'"-’  iâf)=0’ 


entre  x,  y cl  les  n premières  dérivées  de  y . Cette  équa- 
tion (3)  est  dite  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n. 

La  question  que  nous  traitons  ici  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier de  celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n°  53 
et  qui  nous  a conduit  à la  notion  des  systèmes  d’équations 
différentielles  simultanées. 
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En  effet,  posons 


(4) 


<iy  , dy'  „ 
z;=jr’  dï=Jr 


dyt— » 

d.i 


et  joignons  à l’équation  (i)  les  n — i premières  de  celles 
qui  composent  le  système  (a),  on  formera  ainsi  un  système 
de  n équations  entre  la  variable  xy  les  n fonctions  y , 
y',  y",. . . , j et  les  n arbitraires.  En  outre,  il  est 
évident  que  les  n équations  qu’on  obtient  en  différen- 
tiant  ce  système  peuvent  être  remplacées  par  les  équa- 
tions (4)  jointes  à la  dernière  des  équations  (2),  et  que 
l’élimination  des  arbitraires  entre  les  2 n équations  dont 
nous  venons  de  parler  fournira  un  système  de  n équa- 
tions différentielles  simultanées  du  premier  ordre  qui  se 
composera  des  n — 1 équations  (4)  et  de  l’équation  (3) 
réduite  au  premier  ordre,  par  l’introduction  des  nou- 
velles variables  y ',  y", . . .,  J'1"-*1.  Cette  équation  sera 
donc 

r(*.r.S.S.  ^i)=o. 


Du  changement  de  la  variable  indépendante. 


69.  Lorsqu’on  a à considérer  plusieurs  variables  qui 
dépendent  de  l’une  d’entre  elles,  on  peut  choisir  à vo- 
lonté, celle  qui  sera  regardée  comme  indépendante  ou 
dont  la  différentielle  sera  constante.  Mais  il  peut  arriver 
qu’après  avoir  désigné  cette  variable  indépendante,  on 
reconnaisse  qu’il  est  plus  avantageux  d’en  choisir  une 
autre;  il  faut  alors  modifier  les  formules.  Telle  est  la 
question  qui  va  nous  occuper,  et  que  nous  énoncerons 
comme  il  suit  : 

Soient  x la  variable  qui  a été  choisie  pour  variable 
indépendante  et  y l'une  des  autres  variables  qu'il  y a 
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lieu  rie  considérer,  on  demande  d'exprimer  les  dérivées 


<ty  d'y  d'y 
d.r  ' dx'  * dx ' * 

prises  dans  l'hypothèse  de  dx  constante,  en  fonction 
des  différentielles  de  x et  de  y,  considérées  comme  fotic- 
tions  d'une  même  variable  indépendante  quelconque. 

Désignons  par 

t n ut 

y > y • y »•  • • 

les  dérivées  de  y prises  dans  l’hypothèse'  où  x est  la 
variable  indépendante.  On  aura 


(.)  dy  =zy’d.r,  d/—y"dx,  dy"= y"dx , . . . , 


et,  d’après  le  principe  du  n°  21,  ces  formules  subsistent 
quelle  que  soit  la  variable  indépendante.  La  première 
formule  (1)  donne 


(2) 


y’  — 


dy 
dx ’ 


résultat  connu  et  d’après  lequel  y'  est  le  quotient  de  dy 
par  dx.  Appliquant  à celte  formule  (a)  la  règle  de  la 
différentiation  des  quotients,  il  viendra,  quelle  que  soit 
la  variable  indépendante, 


dy 


dx  d'y  — dy  d'x 

~ dJ‘ 


mais,  d’après  la  deuxième  des  formules  (1),  dy 1 est  égale 
ay"dxk,  donc  on  a 


(3) 


. y 


dx  d'y  — dy  d'x 
dx 3 


Appliquant  de  nouveau  la  règle  de  la  différentiation  des 
quotients,  il  vient 
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et  comme  dy  "=jr'"dx,  d’après  la  troisième  formule  (i), 
on  aura 

. ».  „ djr  ( d.r  tPy  — dyd*.r\  — ! d.r  ci1  y — dyd'jr) 

1 1 •’  ,1, 


Kn  suivant  la  même  marche,  on  obtiendra  successivement 
j'T,  Jr, . . • . Il  est  évident  que  y{n'  s'exprimera  par  le 
moyen  des  différentielles  de  x et  dc.v,  jusqu'à  celles  de 
l’ordre  n. 

Si  dans  les  formules  (a),  (3),  (4 ),.  ..,  on  suppose  dx 
constante,  on  retrouvera  les  formules 


dy 

de' 


Si  l'on  veut  choisir  j pour  variable  indépendante  et 
que  l’on  fasse  en  conséquence  dy  = const . , les  for- 
mules (a),  (3),  (4),...  deviendront 

d‘  r 


On  verra  dans  la  suite  qu'il  y a souvent  avantage,  au 
point  de  vue  de  la  symétrie  et  de  l’élégance  des  formules, 
à ne  pas  fixer  la  variable  indépendante. 


Du  changement  de  toutes  les  variables. 

70.  l.a  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
peut  être  énoncée  comme  il  suit  : 

Soient  x,  y,  :....  des  variables  qui  dépendent  de 
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l'une  d’entre  elles;  x celle  de  ces  variables  dont  la 
différentielle  est  regardée  comme  constante,  et  V une 
fonction  donnée  de  x et  de 

dr  rt s Y ftz  fl'  z 

r*  7x'  77 *»  di'  77'"' 

On  demande  de  trouver  ce  que  deviendra  l’expression 
de  V quand  on  substitueraàx, y,  z,...  d'antres  variables 
£,  v),  Ç, . . . , et  que  l'on  choisira  l'une  de  ces  dernières, 
£ par  exemple,  pour  variable  indépendante. 

Pour  résoudre  cette  <|ueslion,  ou  commencera  par 
transformer  l’expression  de  V,  ail  moyen  des  formules  du 
numéro  précédent,  de  manière  que  la  variable  indépen- 
dante ne  soit  plus  désignée*,  alors  V deviendra  une  fonc- 
tion de  x,y,  z,...  et  de  leurs  différentielles. 

Cela  étant,  comme  les  variables  x,  >',  z, . . . sont  don- 
nées en  fonction  des  nouvelles  variables  ?,  r,,  £, . . on 
aura  des  équations  telles  que 

x — /(ï,  a,  ç,...),  jr  — F(Ç,n,  t,...;,  *=  ?(5>ii  ?.••)»  — , 

et  de  ces  équations  on  tirera,  par  la  différentiation,  les 
valeurs  de 

dx,  i tjr,  tlz, , il'x,  d'y,  t /=:,..., 

eu  ayant  soin  de  supposer  de,  constante,  conformément 
à l'énoncé.  11  n’y  aura  plus  qu'à  substituer  toutes  ces 
valeurs  dans  V pour  achever  la  solution  du  problème. 

71.  Application. — Soient  x et  y lis  coordonnées 
rectangulaires  d’une  courbe  donnée  dont  la  première  x 
est  prise  pour  variable  indépendante.  On  demande  ce 
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que  devient  la  fonction 


V 


quand  on  substitue  aux  coordonnées  rectangulaires  oc,  y 
les  coordonnées  polaires  p , w et  que  l'on  prend  w pour 
variable  indépendante. 

Au  moyen  des  formules  du  n°  69,  l’expression  de  V 
devient 

y_  (d^-t-rfr’)’ 

d.r  U*  Y — dy  d 2 X 

et  ici  la  variable  indépendante  n’est  plus  désignée. 

Cela  posé,  on  a 

x = pcosw,  _j-  = psinw, 
d’où,  par  la  différentiation, 

dx  — dn  cos  w — p sin  w «/<*>, 
dy  m dp  sinw  «+-  p C0Sw  d w. 

Différenliant  de  nouveau  et  prenant  d w=const.,  on 
aura 

d’  x = c/’p  cosw  — idp  sinwr/w  — p coswr/w1, 
d’y  — d’ p sin  w -I-  ?,  d p cos  w d u»  — p sino>r/w3. 

On  déduit  de  ces  formules 

dj  : -4-  : rfp*  -f-  p’dot', 

dxd’y  — dy  d’x  “ — pd’pdu»  -I-  ’idp’  du»  p*  rfu3  j 

on  a donc 

y _ (t/p*  4-  p,rfM>)1 

— pd’pdu»  -F-  zdo’du»  -+-  p’du»’ 
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72.  Dans  les  questions  où  il  y a lieu  d'exécuter  un 
changement  de  variables,  il  peut  arriver  que  les  anciennes 
variables  ne  soient  pas  données  immédiatement  en  fonc- 
tion des  nouvelles,  mais  qu'elles  soient  liées  à celles-ci 
par  des  équations  différentielles  données.  Dans  les  cas 
dont  nous  parlons,  il  arrive  quelquefois  que  les  équations 
différentielles  données  suffisent  avec  celles  qu’on  en  déduit, 
par  la  différentiation,  pour  éliminer  les  anciennes  va- 
riables de  l’expression  qu'il  s’agit  de  transformer.  Nous 
allons  en  donner  un  exemple;  à cet  effet,  nous  repren- 
drons la  fonction 


i 


dx * 


dont  nous  nous  sommes  occupé  au  numéro  précédent,  et 
nous  allons  chercher  ce  que  devient  cette  expression  de  V 
quand  on  substitue  à x et  j'  deux  autres  variables  p et  s 
liées  aux  premières  par  les  équations 

(2)  = pS 

(3)  <lx'  dj'  — ds\ 

et  que  l’on  prend  ds  pour  la  différentielle  constante. 

Nous  commencerons  par  transformer  V de  manière 
que  la  variable  indépendante  ne  soit  plus  désignée,  et 
nous  obtiendrons,  comme  précédemment, 


(4) 


2 

{ r/x*  -+-  dy 1 ) 7 
dxd*jr  — dyd'æ 
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Cela  posé,  la  différentiation  des  équations  (2)  et  (3) 
donne 

(5)  xdr  + ydy  — pdp, 

(6)  dxd’x  4-  d)  d’y  xx  O; 

enfin  on  a,  en  différentiant  l'équation  (5), 

(xd7x  -4-  j d’y  ) -4-  (d.,  7 4-  dy7)  — pd’p  4-  dp7, 

ou,  à cause  de  la  formule  (3), 

(7)  xd7x  4-  yd’y  = pd’p  4.  dp7  — ds7. 

Les  formules  (6)  et  (7)  donnent 

{ydx  — xdy)  d7x  = — pd’p  4-  dp7  — ds’)  dy, 

[ydx  — xdy)  d7  t = 4-  (pd7p-h  dp’  — dt’jdr, 

d’où 

drtl’ y - dyd'x  = < P^p  + dp’ - ds’)ds7 _ 
ydx  — xdy 

on  a d’ailleurs 


ydx  — xdy  = sj{x’  4-  y7)(dc’  4-  <//>)  — (xdx  4-  /<!>/ 
= P H*'  ~ dp’, 

donc 

(8)  dxd'y  - dyd’x  = (P^'P  + d?\-  d*')dd 

p ^ ds 7 — dp7 


Au  moyen  des  formules  (3)  et  (8), la  valeur  de  Vdevient 

• 

y vy*1  — ‘/p* 

p'/Jp  -+-  //p*  — f/j2* 

Oll 


V 


P 


rf*p  f/p1 


d.s7 


ds 7 
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CHAPITRE  IV. 

DES  DIFFÉRENTIELLES  DES  DIVERS  ORDRES  DES  FONCTIONS 
DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


Des  différentielles  partielles  et  de  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

73.  Nous  avons  établi  dans  les  chapitres  précédents  les 
principes  généraux  de  la  théorie  des  fonctions  d’une  seule 
variable  indépendante.  Nous  allons  nous  occuper  actuel- 
lement des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Soit 

u —f[x,y,  t,...,t) 


une  fonction  des  rn  variables  indépendantes  x,  y,  z,..,  t. 
Les  variables  restant  comprises  entre  les  limites  respec- 
tives x0  et  X,jo  cl  Y,  z„  et  Z,...,  l0  et  T,  nous  dirons 
que  la  fonction  u est  continue  entre  ces  limites  lorsque, 
les  valeurs  de  m — i quelconques  des  variables  ayant  été 
fixées,  u sera  (onction  continue  de  la  ni'4"'  variable. 

Cela  posé,  désignons  par 

A.r,  Sy,  Hz,...,  Af 


des  accroissements  arbitraires  des  variables  indépendantes 
x,  y y z y... y tÿ  1 es  expressions 


du 


du 


du 


du 


rtx**’  Ty^'  Tz 


seront  (n°  18)  les  différentielles  de  u regardée  successi- 
vement comme  fonction  de  la  seule  variable  x ou  y, 
1-  7 
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ou  s,...,  ou  t.  Et  comme  x, y,  z,...,  t sont  des  variables 
indépendantes,  on  a 

Ar  = rfr,  Uy—dy,  Sz  — dz,...,  6t=dt, 


en  sorte  que  les  différentielles  précédentes  peuvent  aussi 
être  représentées  par 


du 

Tx<U' 


elles  sont  dites  les  différentielles  patliellcs  de  la  fonc- 
tion u,  par  rapport  aux  variables  x,y,  z,...,  t respec- 
tivement. De  même  les  dérivées 


du  du  du  du 

dx  ' dy  dz  ' * rit 

sont  dites  les  dérivées  partielles  de  u. 


7i.  On  nomme  différentielle  totale  d’une  fonction  de 
plusieurs  variables,  la  somme  des  différentielles  partielles 
relatives  aux  diverses  variables;  on  représente  cette  dif- 
férentielle par  la  caractéristique  d.  Ainsi  l’on  a 


, du  , du  , du  , du  . 

du  — — dx  — f-  —r—  dy  -I-  — — dz  -f-  . . . -f-  ---  dt. 

dx  dy  dz  dt 


De  cette  définition  découlent  les  conséquences  sui- 
vantes : 


t°  Si  pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes 
x,  t,  comprises  respectivement  entre  certaines 

limites , une  Jonction  u se  réduit  à une  constante , sa 
différentielle  du  est  nulle ; et  réciproquement , si  la 
différentielle  de  la  fonction  u est  constamment  nulle,  la 
fonction  se  réduit  à une  constante. 

En  effet,  si  u sc  réduit  à une  constante,  les  dérivées 

du  du  du  ,,  ....  , , 

_,  — sont  toutes  nulles  (nu  lo);  donc  la  dif- 

dx  dy  de  ' ’ ’ 

férentielle  du  est  nulle  aussi. 
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Eu  second  lieu,  si  l’on  a du  = o,  ou 


du 

lïi 


de 


du 

dy 


dy 


du 

dt 


dt  — o. 


comme  <lx,  dy dt  sont  des  quantités  arbitraires,  ou 
doit  avoir  séparément 


ilu 

"dt 


— o. 


La  première  de  ces  formules  montre  que  u est  indépen- 
dante de  x (n°  15),  la  deuxième  que  ti  est  indépendante 
dey,...,  enfin  la  dernière  que  « est  indépendante  de  t.  On 
a donc 

u — const. 


a°  Si  pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes 
x,  y t,  comprises  respectivement  entre  certaines 
limites , deux  fonctions  v et  iv  ne  diffèrent  que  par  une 
constante,  les  différentielles  de  ces fonctions  sont  égales  ; 
et  réciproquement,  si  les  différentielles  des  fonctions  v 
et  w sont  égales , ces  fonctions  ne  diffèrent  que  par  une 
constante. 

Cette  proposition  est  contenue  dans  la  précédente  en 
supposant  dans  celle-ci  u — v — w. 


Comparaison  de  V accroissement  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables  à la  différentielle. 

75.  Soit 

u —/(x,y,  z,.  f) 

une  fonction  de  ni  variables  x,  y,  z,...,  s , t.  Désignons 
par  Am  l’accroissement  que  prend  u quand  on  attribue 
aux  variables  les  accroissements  arbitraires  respectifs 

tix,  a>,  az,  m. 
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Si  l’on  donne  d’abord  à x l’accroissement  Ax,  la  fonc- 
tion deviendra 


£ étant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax.  II  faut  main- 
tenant donner  aux  variables  y,  s,...,  t les  accroissements 
Ay,  As,...,  A t ; désignons  par  A'u  l’accroissement  que  u 

prend  alors,  et  par  r,  celui  de  — -+-  f.  La  valeur  de  u 
deviendra,  après  que  toutes  les  variables  auront  ainsi  reçu 
leurs  accroissements  respectifs, 

4-  nir, 


A ' u 


1 1 lu 


+ « 


et,  par  conséquent,  on  aura 

, \ 

4a  — i u + I—  -t-  i j 4r  -4-  >i  A.r; 

s s’évanouit  avec  Ax,  r,  s’annule  quand  A j,  A A t 
sont  nuis,  et  si  l’on  pose 


on  aura 


Au  = 


A.r  -+-  A'u. 


Dans  cette  formule,  a désigne  une  quantité  qui  s’évanouit 
quand  Ax,  A y,...,  A t s’annulent,  et  A'u  représente 
l’accroissement  que  prend  u quand  jr,  t croissent 
de  A y.  A £,...,  A t respectivement,  xdemeurantconstant. 

On  aura  de  même 
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A"u,  A'"u,...,  étant  les  accroissements  que  prend 

u quand  on  laisse  invariables  x et  y,  puis  x, y et  z,..., 
puis  enfin  x,y,  z,...,  s,  et  ë,  y,...,  « désignantdcs  quan- 
tités qui  s’évanouissent  avec  les  accroissements  des  va- 
riables indépendantes. 

Si  l’on  ajoute  les  équations  précédentes,  il  viendra 


A 

ou 


i dit 


bt 


bu  z=z  tlu  -f-  (ai/  -f-  <5Ar  -4-.  . , 

On  tire  de  là 


lAf). 


a A.r  -J-  6 Av  -f-  . . 

du  du 

— Ax  -f-  — — A y -f-  . 
dx  tly 


• —4“  (*)  A t 
du 
dt 


et  par  conséquent,  si  les  tld  rivées  partielles 


du  du  du  du 

dx ' dy  dz'  dt 

. ne  sont  pas  tontes  nu/les,  le  rapport  ^ tendra  vers 

l'unité  quand  on  fera  tendre  les  accroissements  Ax, 
A)  ,...,  Al  vers  zéro,  du  moins  tant  que  les  rapports  de 
ces  accroissements  à l'un  d’entre  eux  resteront  arbi- 
traires. • 


Théorème  relatif  à la  différentiation  d'une  fonction 
composée  de  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. 

76.  Théorème.  — Si  u désigne  une  fonction  de  plu- 
sieurs variables  x,y,  z,...,  /,  qui  soient  elles-mêmes  des 
Jonctions  de  certaines  variables  indépendantes,  on  aura 


i ,lu  i i du  du 

du  = - de  H dy  -i dz  ■ 

dx  tly  dz 


du 

Ht 


dt, 
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comme  si  x, y,  t étaient  les  variables  indépen- 

dantes. 


En  effet,  soient  £,  n,  f,...,  w les  variables  indépen- 
dantes^ si  l’on  remplace  x,y,  z,...,  t par  leurs  valeurs 
fonctions  de  £,  r,,  w,  on  obtiendra  l’expression  de  u 
en  fonction  de  ces  mêmes  variables.  Cela  posé,  on  a,  par 
définition, 


du  du  du 

du  = — rfÇ  -t-  ~ rfr.  -t-  — rtÇ  • 

tin  f/. 


du 


- r /« , 


du 


Or  -j^d\  est  la  différentielle  partielle  de  u regardée 

comme  une  fonction  de  la  seule  variable  ç dont  dépen- 
dent .r,  r,  r, t ; donc  on  a,  par  la  règle  de  la  différen- 

tiation des  fonctions  composées  de  fonctions  d’une  variable 
indépendante, 

du  . du  1 d.r  , \ du  / </f  . \ 

:r^=d,  [r^J 

on  a aussi,  par  l'application  de  la  même  règle, 

f/ij  de  V dn  f dt  \ tl r.  f 


du  du  i de 

dZd“  = dï\7Z‘u 


En  ajoutant  toutes  ces  égalités,  on  formera  l’expression 
suivante  de  du  : 


* = £ 
de 

/d.r 

l.rs',!+ 

du 

+ dr  1 

2**- 

f/  w f 

• 

+ -i 

dr 

S*-*"* 
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or  les  sommes  <|ui  multiplient  respectivement  les  dérivées 
partielles 

du  du  du 

d.r  dy  dt 


dans  cette  formule,  sont  précisément  les  valeurs  des  diffé- 
rentielles dx,  dy,...,  dl\  on  a donc 


du  du 

du  — — d.r  H — — dy 
d.r  dy  J 


Corollaire.  — Les  règles  de  la  différentiation  des 
sommes,  des  produits,  des  quotients  et  des  puissances  de 
Jonctions  d'une  seule  variable  sont  applicables  au  cas 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes . 


Différentielles  partielles  et  différentielles  totales  des 
ordres  supérieurs  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes. 

77.  Soit 

(')  «=/(•'•.  y, 


une  fonction  de  m variables  indépendantes  or,  y,  z,...,  t. 
On  a vu  (n°  61  ) qu’il  y a lieu  déconsidérer,  pour  chaque 

, m (ro-t-i).. .(/»-(-» — l! 

ordre/?,  un  nombre  de  derivees  égal  a — 

° 1.2...» 

On  peut  intervertir  (n°60)  les  n opérations  nécessaires 
pour  former  chacune  des  dérivées  d’ordre  n,  et  ces  déri- 
vées se  représentent  généralement,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit,  par  l’expression  * 


(’) 


d"u 

d é'  dy1 . . . dt  “ ’ 


où  x,  S,...,  o>  désignent  des  entiers  qui  peuvent  être  nuis 
cl  dont  la  somme  est  égale  à n.  Les  fonctions  ainsi  repré- 
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sentées  par  l'expression  (a)  sont  diles  les  dérivées  par- 
tielles d'ordre  n de  la  fonction  a. 

Les  différentielles  des  variables  indépendantes  étant 
arbitraires,  on  les  suppose  constantes.  Alors,  si  l’on  doit 
exécuter  sur  u a.  différentiations  relatives  à x,  6 différen- 
tiations relatives  à co  différentiations  relatives  à t , 

on  pourra  faire  ces  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, et  on  obtiendra  un  résultat  qu’on  représente  par 


(3) 


'1"JL ,ur,trz . . . tit* 

dx«dff  ..ilt" 


n désignant  la  somme  a S . . . -f-  &>.  Les  diverses 
fonctions  contenues  dans  cette  formule  (3)  sont  dites  les 
différentielles  partielles  d'ordre  n de  la  fonction  u. 

78.  Soit  du  la  différentielle  totale  de  la  fonction  </. 
Nous  désignerons  par  d*  u la  différentielle  totale  ddu 
de  du,  par  d*  u la  différentielle  totale  de  d* u,  et  ainsi  de 
suite,  en  sorte  que,  dans  la  suite 


4)  du,  il*  u,  il' h,...,  il" 


chaque  terme  exprimera  la  différentielle  totale  du  terme 
précédent. 

Les  fonctions  (4)  sont  diles  les  différentielles  totales 
du  premier,  du  deuxième,  etc.,  ordre  de  la  fonction  u. 

La  différentielle  totale  du  premier  ordre  a pour  ex- 
pression 

_ du  du  du 

(5)  du  = — dx  -| — dy  — dt, 

' ' dx  dy  dt  ’ 


et  on  en  déduit  que  la  différentielle  totale  d’ordre  n peut 
être  représentée  symboliquement  par  la  formule 


(G) 


du  du 

— dx  + — - dy  -t-  . , 
dx  dy 


du  \ 1 
— dt. 

dt  7 
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pourvu  qu 'après  avoir  exécute  le  développement  du  se- 
cond membre  on  remplace,  dans  chaque  terme,  les  fac- 
teurs de  la  forme 

(du  \ * / du  \ 6 / ,tn  \ w 

dx)  \dÿ)  "\di) 

par  la  dérivée  partielle 

rto.+i+...+ult 
dxy  i ly‘ . . . tlt'" 

Il  suffit,  en  effet,  pour  justifier  celle  assertion,  de  répéter 
ici  textuellement  le  raisonnement  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n°  t)3,  en  traitant  de  la  différentiation  des  fonc- 
tions composées  de  fonctions  linéaires  d'une  seule  va- 
riable. Les  deux  questions  sont  évidemment  les  mêmes, 
puisque  les  différentielles  des  variables  sont  constantes 
dans  l'uu  et  l’autre  cas,  et  qu’ainsi  les  différentiations 
successives  suivent  la  même  loi. 


79.  La  formule  (5)  du  numéro  précédent  subsiste 
(n°  76)  quand  x, y,  s,...,  t cessent  de  représenter  les  va- 
riables indépendantes;  mais  il  n’en  est  pas  de  même  de 
la  formule  (6)  quand  n est  > i , à moins  que  x,  y,  t 
ne  soient  des  fonctions  linéaires  des  variables  indépen- 
dantes. Danslecas  général,  dx,dy,...,dt  nesont  plus  con- 
stantes, et  pour  avoir  tl  ' u il  faut  dilférentier  la  formule  (5), 
en  considérant  chaque  terme  comme  urt  produit  de  deux 
facteurs  variables;  la  règle  delà  dillérentiatiou  des  pro- 
duits étant  applicable  aux  différentielles  totales,  on  a 


tl’u 


/ du 
y du: 

I du 
Wx 


dx  + -~dy  + 

<!y 

du 

d‘. rH d'y 

df 


du 

dt 


du 

-+-  — d 
dt 


en  écrivant  d’une  manière  symbolique  la  partie  de  celle 
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expression  qui  est  indépendante  des  différentielles  des 
ordres  supérieurs  au  premier.  On  pourra  calculer,  en 
suivant  la  même  marche,  les  différentielles  totales  d3u, 
d*u, .... 

Mais  dans  la  plupart  des  cas  il  est  préférable  de  cher- 
cher séparément  les  diverses  dérivées  partielles  qui  con- 
courent à former  les  différentielles  totales  dont  on  a 
besoin,  ce  qui  ramène  le  problème  au  cas  des  fonctions 
d’une  seule  variable.  Effectivement,  si  £,  10,. . .,  w dési- 
gnent les  variables  indépendantes  et  qu’on  veuille  cal- 
culer 

ri"  u 


on  différentiera  l'équation 

“=/(*»  X>3> •••»<) 


d*u 


« fois  par  rapport  à £,  ce  qui  donnera  On  différen- 
tiera 6 fois  le  résultat  obtenu  par  rapport  à y,  ce  qui 


dont 


/«+£  . 


» cl  ainsi  de  suite. 


Calcul  des  différentielles  des  divers  ordres  des  fondions 
implicites  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

80.  Le  cas  le  plus  général  des  fonctions  implicites  est 
celui  où  l’on  donne  ni  équations  entre  11  variables  indé- 
pendantes et  m fonctions  de  ces  variables.  Les  seconds 
membres  des  équations  dont  il  s’agit  étant  supposés  nuis, 
les  premiers  .membres  sont  des  fonctions  composées  de 
fonctions  des  n variables  indépendantes  qui  se  réduisent 
à zéro;  par  conséquent,  leuis  diftércnlielles  totales  des 
divers  ordres  sont  nulles.  On  peut  donc,  par  des  diffé- 
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rcntiaiions  successives,  déduire  des  équations  proposées 
des  systèmes  nouveaux  qui  feront  connaître  successive- 
ment les  différentielles  totales  du  premier  ordre  des 
m fonctions  considérées,  puis  les  différentielles  totales  de 
deuxième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 


81 . Mais,  au  lieu  de  calculer  directement  les  différen- 
tielles totales,  on  peut  chercher  séparément  les  diverses 
dérivées  partielles  qui  figurent  dans  leurs  expressions;  le 
calcul  de  ces  dérivées  partielles  s’exécutera  par  la  règle 
qui  se  rapporte  aux  fonctions  implicites  d'une  seule 
variable  indépendante. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d’une  fonction  z des 
variables  x,  y,  liée  à ces  variables  par  une  équation 
donnée 

(*)  /(*>  r>  *)  = o. 

Soient  p et  q les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
ilz  riz 

-ri  ~i  on  aura 

tix  djr 

dz  = pdx  -4-  qdr\ 


on  aura  aussi,  en  désignant  par  r,  s,  t les  dérivées  par- 
tielles du  deuxième  ordre  — — r » ^-r-  » 

dx1  dxdy  <ly 


d‘  z — r dr*  -+-  2 s dxdy  -4-  t dy'1, 

et  ainsi  de  suite.  Il  faut  remarquer  que  les  différentielles 
totales  dp,  dq  ont  respectivement  pour  valeurs 

dp  rdx  -4-  s dy, 
dq  rr  sdx  -+•  tdy. 

Cela  posé,  pour  avoir  p et  q , on  différenliera  l’équa- 
tion proposée  en  regardant  d’abord  x comme  seule  va- 
riable et  ensuite  >'  comme  seule  variable  : on  aura  ainsi 
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(n°  Mi) 
(2) 
d’où 

(3) 


df 


df 


Tc+/>7z  = 0’ 


df 

•>x 


dL 

df 

dr 

a-  ,lï 

df' 

dL 

dz 

dz 

Maintenant,  pour  avoir  s,  r,  il  suffit  de  dilférentier 
les  équations  (a)  ou,  si  l’on  veut,  les  équations  (3).  En 
diflerentiant  les  équations  (a),  d’abord  par  rapport  à x, 
puis  par  rapport  à y,  on  obtient  trois  équations  dis- 
tinctes, savoir  : 


(4) 


d\f 

dx 


I d'f 

i ilxdy 
df' 


2 '/ 


d'f 

(il  ( tz 

d'f 

dxdz 

d'f 

t/y  dz 


, d'f 

rr 

dz7 

_ d'f 


(f 

dz 


r -r  — o. 


dy  dz 

d'f 


dz' 


4-  l 


d'f  df 
l,(idï+Sdz=°’ 

df 


dz 


:0, 


qui  détermineront  les  dérivées  partielles  r,  s,  t.  11  faut 
remarquer  que  la  différentiation  de  la  première  équa- 
tion (2)  par  rapport  à y donne  le  même  résultat  que  la 
différentiation  de  la  seconde  équation  par  rapport  à x. 

La  différentiation  des  équations  (4)  donnera  les  déri- 
vées partielles  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 


82.  Exemple.  — Soit  l'équation 

x ' -f-  y ' I1  = a' 

entre  les  variables  indépendantes  x,  y et  la  fonction  s 
de  ces  variables;  si  l'on  fait,  comme  précédemment, 
dz  — pdx  y-  ijdy, 
dp  = rdx  4-  sdy, 
dq  = s dx  -)-  tdy. 
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on  trouvera  successivement 

x pt  — o,  y • + qz  — O, 

puis 

I -+-  p'  -\-rz  — O,  ptj  -+-  .13  = O,  I i/'  tl  — O ; 
d'où  l’on  lire 


x 


y 
— % 

s 


x ’ -I-  z’ 


De  l’élimination  des  fonctions  arbitraires. 

83.  On  a vu,  dans  la  théorie  des  fonctions  d’une 
seule  variable,  comment  on  peut  former  des  équations 
différentielles  ou  des  systèmes  d'équations  différentielles 
simultanées,  par  la  différentiation  et  l’élimination  de 
constantes  arbitraires.  Une  question  analogue  sc  présente 
dans  l'étude  des  fonctions  de  plusieurs  variables;  mais 
ici  les  arbitraires  que  l’on  peut  éliminer  par  la  différen- 
tiation sont  des  fonctions  et  non  plus  de  simples  con- 
stantes; les  équations  différentielles  que  l’on  obtient  par 
cette  voie  sont  dites  équations  aux  dérivées  partielles. 
Nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  au  cas  de 
l’élimination  d’une  seule  fonction  arbitraire;  l’équation 
aux  dérivées  partielles  qui  résulte  de  cette  élimination 
est  alors  du  premier  ordre. 

Considérons  d’abord  trois  variables  x , y , z dont  les 
deux  premières  soient  indépendantes.  Soient  u et  v deux 
fonctions  données  de  ces  variables  et  tJ,(u,  v)  une  fonc- 
tion arbitraire  de  u et  de  v.  Nous  supposons  que  la  fonc- 
tion z soit  liée  aux  variables  x,  y par  l’équation 

(1)  *(«,  <’)  = o, 

et  nous  nous  proposons  de  trouver  une  équation,  entre 
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.r,  y,  z et  les  dérivées  partielles  de  z , qui  soit  indé- 
pendante de  la  fonction 

On  peut,  si  l’on  veut,  supposer  l'équation  (i)  résolue 
par  rapport  à alors  on  a 


v = 

et,  comme  la  fonction  <l>  est  arbitraire,  la  fonction  f l’est 
aussi;  mais  il  n'y  a aucune  raison  pour  préférer  cette 
dernière  forme  à la  précédente. 

Les  dérivées  des  fonctions  « et  v par  rapport  à x sont, 
d’après  la  règle  du  n°  33, 


fin 

Tr 


fin 

'di' 


d v dv 


pareillement  les  dérivées  des  mêmes  fonctions  par  rapport 
à y sont 


du  du 


dv  dv 
+ '!  7,: 


rfr 


dz 


en  posant,  comme  au  n°  81, 

d:  —z  pdx  -+-  q dr.  * 

Si  donc  on  différentic  l'équation  (t),  d’abord  par  rapport 
à x,  puis  par  rapport  à y,  on  aura 


. d4> 

(du 

du  \ 

dis 

(dv 

dv  \ 

\ du 

\ dx 

+ Pdl) 

+ ~dï 

Xiïc.+  Pdz) 

i </•!> 

(du 

dus 

rf-l> 

(dv 

dv\ 

! lîu 

\4r 

+ 72fc) 

\dr  + 7 dz) 

Ces  équations  sont  homogènes  par  rapport  à 


et  l’élimination  de  ces  dérivées  donne  immédiatement  l’é- 
quation 


(3)  (; 


du 

djc 


du\  [ dv 
+p  dz)  \</y 


( dv  dv\ 

(du 

du\ 

\Tx+Pdz) 

\dÿ 

+^r°- 
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Si  l’on  effectue  les  multiplications  indiquées  et  qu’on 
fasse,  pour  abréger, 


n 

riu  dv 

riu  dv 

r — 

t/y  riz 

riz  riy 

riu  dv 

riu  dv 

Q = 

riz  rix 

rix  riz  * 

riu  dv 

riu  dv 

V — 

rix  riy 

riy  rix  * 

l'équation  (3)  deviendra 

(4)  Pp+Q7  = V. 

Telle  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  que  nous  voulions  former  : elle  est  linéaire  par 
rapport  aux  dérivées  partielles  p et  q-,  P,  Q,  V y dé- 
signent des  fonctions  données  des  trois  variables  x,  y,  z. 

8i.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  s’étend  de 
lui-même  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes.  Flfectivement,  si 


xt  i*,,  J'jf  . • • • 

désignent  n -t-  i variables  dont  les  n dernières  soient  indé- 
pendantes, et  que  l’on  fasse 


d.r  = p,  dr,  -+-  p,<l.r,  -t-  . . . 4-  p,  rt.rH  ; 

si  en  outre 


«1,  In 


représentent  n fonctions  données  des  variables  x,x,,..., 
x„,  l’équation 

(i)  n,,..  .,«.)  = o 

donnera,  par  l’élimination  de  la  fonction  arbitraire  4»,  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui 
sera  linéaire  relativement  aux  dérivées  p„  p . . , pu. 
Pour  démontrer  cfe  théorème,  dilférentions  l’équa- 
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tion  (i)  successivement  par  rapport  aux  variables  indé- 
pendantes xlt  xt,..  x„.  on  aura 


't'  (du,  du  A <•/<!'  (du,  du  A 

7,  \17,  + p'17)  + 17,  [17,  + p'Tr  J 


d <î> 

/ du, 

du,\ 

d<S> 

(du. 

du,\ 

du, 

\Z7,~hp'd7) 

du  . 

U 

+ p'17) 

d <J> 

(du. 

du,\ 

c/4> 

(du. 

du,\ 

dux 

4.  — 1 
au  t 

U 

"1~  p”  17 J 

et  il  est  évident  que  si  l’on  nomme  D le  déterminant  de 
il  quantités  : 

du  i du,  du,  du,  du.  du. 

d.r,  du-  tl.r,  d.r  d.r,  d.r 

du,  du,  du,  du,  du.  du. 


-J P'~ü~' 

d.r,  tir 


D = d.r,  t du-  ' d.r. 


du,  du.  du. 

p'17'"‘'  17,+p‘17' 


du,  du,  du,  du,  du,  du,, 

J *"  V«  1"  P-  -J—  ■••••■  —, h Pn  -y-  t 

d.r„  tl.r  dr„  d.r  d.r.  du- 

l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de^,  - 

du,  du,  du„ 


entre  les  équations  (a),  sera 

D = o. 


Désignons  par  A le  déterminant 


du, 

du. 

du. 

17,' 

17,'" 

' dx, 

du, 

du. 

du. 

17,' 

d.r,  ' 

' d.r. 

du, 

du. 

duH 

17.' 

17,,'"' 

’ lüH 
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et  par  A,„  ce  que. devient  A quand  on  y remplace  la 


nt“ 

ligne  horizontale, 

savoir 

du, 

du. 

(lu. 

(Um 

d‘  m ' 

par 

(3) 

du, 

du. 

du. 

Te' 

T' 

(U  ’ 

11  est  évident  que  si  l'on  remplace  la  première  ligne 
de  A par  la  première  ligne  de  O,  on  obtiendra  un  nouveau 
déterminant  A:,î  dont  la  valeur  sera 

A<*>— a 

remplaçons  la  deuxième  ligne  horizontale  de  ce  détermi- 
nant A*'1  par  la  deuxième  ligne  horizontale  de  D,  on  ob- 
tiendra un  nouveau  déterminant  A<f).  Or,  par  le  change- 
ment dont  il  s'agit,  A devient  A /?,  A,  ; quant  à p,  A,, 
il  ne  change  pas,  car  la  quantité  dont  il  s’accroît  est  un 
déterminant  dans  lequel  deux  lignes  horizontales  sont 
composées  de  quantités  proportionnelles  aux  quantités  (3) 
et  dont  la  valeur  est,  en  conséquence,  zéro;  ainsi  l’on  a 

Af’)  A -+-  /),  A,  ■+■  p,  A,. 

Le  même  raisonnement  prouve  que  si,  dans  le  détermi- 
nant A(,),  on  remplace  la  troisième  ligne  horizontale  par 
la  troisième  ligne  de  D,  on  obtiendra  un  déterminant  A 1 
dont  la  valeur  sera 

A -4-  p,  A,  -H  p-,  A,  -t-  p3  A, , 

et,  en  continuant  ainsi,  ou  trouvera' que  le  détermi- 
nant A:"J  ou  D dont  nous  nous  occupous  a pour  valeur 

D = A -+-  p,  A,  -4-  p,  A,  + . . . -t-  p„  A„ , 

ce  (jui  démontre  la  proposition  énoncée. 

I.  8 
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85.  Théorème  rf.latif  aux  fonctions  homogènes.  — 
Une  fonction  de  plusieurs  variables  est  dite  homogène, 
lorsque,  les  variables  étant  multipliées  par  une  indéter- 
minée t,  la  fonction  se  reproduit  multipliée  par  une  puis- 
sance lm  de  t.  L’exposant  m de  celte  puissance  peut  être 
entier  ou  fractionnaire,  positif,  nul  ou  négatif;  il  est  dit 
le  degré  d'homogénéité  de  la  fonction. 

D’après  cela,  si  f(x,,  x,,.  . . , r„)  est  une  fonction  ho- 
mogène, on  aura,  quel  que  soit  f, 

r/(  x„  J, JT„)  —f{r.c„  t-r,, tr„  ), 

et,  en  faisant  t ■=  — , 


ainsi  toute  fonction  homogène  x des  n variables  x, , 
x,, . . . , x„  peut  se  mettre  sous  la  forme 


On  peut  exprimer,  par  le  moyen  des  dérivées  par- 
tielles, celte  même  propriété  des  fonctions  homogènes, 
et  à cet  effet  il  suffit  d’appliquer  la  méthode  du  numéro 
précédent  à l'équation 

(l)  «n=F(«„  U„. 

où  nous  supposons 


Si  l’on  fait,  comme  précédemment, 

d.i  —p,  iU,  -4 - p,dx,-\-  . . . -h  P „ 
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oii  formera  les  équations 

/>,  i d F p , i d F i ‘ dF 

x„  du,  ' x-"  xH  du'  .r"'  _ r,  du._,' 

p « m.r  / f/  F .r,  d F .r,  d F x._,  \ 

-C  .r""*1  ~ V/a,  x’  + du,  .cl  + ) 

En  ajoutant  toutes  ces  équations,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  x,  x ",  x,  x’”, . . . , on  aura 


m.r  — p,  .r,  ■+- p,  .r,  . . . + p, x,, 

d’où  il  suit  que  : 

Théorème.  — Toute  fonction  homogène  du  degré  rn 
est  égale  au  quotient  de  la  division  par  m de  la  somme 
de  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre , multipliées 
respectivement  par  les  variables  correspondantes . 

Corollaire.  — Les  dérivées  partielles  d’une  fonction 
homogène  de  degré  m sont  des  fonctions  homogènes  de 
degré  m — i . 

Cela  résulte  immédiatement  des  formules 


p,— 


86.  L’élimination  dont  nous  venons  de  nous  occuper 
conduit  à des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  sont 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées.  Il  nous  reste  à faire 
connaître  le  procédé  général  au  moyen  duquel  sont  for- 
mées, comme  on  le  verra,  dans  le  Calcul  intégral,  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Examinons  d’abord  le  cas  de  trois  variables  x,y,  z dont 
les  deux  premières  sont  indépendantes,  et  posons 


dt  — p dx  -h  q dy. 


8. 
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Soient  a.  un  paramètre  variable,  a>(ar)  une  fonction  arbi- 
traire d^cc  paramètre,  et 

v -/[•*■,  y,  Z,  a,  T (<*)] 


une  fonction  donnée  des  cinq  quantités  x,y,  z , or,  z (a). 
Considérons  le  système  des  deux  équations 


V = o, 


</V 

dx 


— O. 


Si  la  fonction  arbitraire  o était  fixée,  et  que  l'on  pût  éli- 
miner a entre  les  équations  (i),  on  aurait  une  équation 
entre  les  trois  variables  x,  ) , z.  Mais,  lors  même  que  la 
fonction  y demeure  arbitraire,  on  peut  toujours  regarder  z 
comme  une  fonction  de  x et  de  y déterminée  par  le  sys- 
tème des  équations  (i).  Cela  posé,  nous  nous  proposons 
d'éliminer  la  fonction  y des  équations  (i),  par  le  moyen 
de  la  différentiation.  On  peut  raisonner  comme  si  l'élimi- 
nation de  ot.  pouvtwi  être  exécutée;  ainsi  l’on  peut  regar- 
der a,  dans  l’équation  V = o,  comme  une  fonction  de  x , 

F,  a déterminée  par  l'équation  = o.  Alors,  si  l'on 

prend  la  différentielle  totale  de  la  première  équation  (t), 
on  aura 


dV 

lljc 


djT 


'IX 

fl) 


dy 


dV 

dz 


dz 


dV 

i/a 


f/a  — o, 


mais  le  dernier  terme  de  celte  formule  disparait  en  vertu 
de  la  deuxième  équation  (t),  et  si  l'on  remplace  dz  par 
sa  valeur  pdx  -I-  q dy,  ou  devra  égaler  séparément  à zéro 
les  coefficients  des  deux  diflérentielles  arbitraires  dx 
et  d-)  ; on  aura  donc 


{*) 


f/V  dY 
lû  +l'~f, h 


*:jr 


-f  7 


r/V 

dz 


O. 


Maintenant  on  peut  éliminer  le  paramètre  a et  la  fonc- 
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lion  f (*)  entre  les  équations  (a)  et  la  première  des  équa- 
tions (i);  on  obtiendra  ainsi  une  équation 

(3)  /{x,r,z,p, 

qui  est  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  qui 
prut  avoir  une  forme  quelconque.  On  verra  plus  loin 
que  si  T,jr,  z représentent  des  coordonnées  rectilignes, 
l'équation  (3)  exprime  une  propriété  du  plan  tangent, 
commune  à toutes  les  surfaces  que  représentent  les  équa- 
tions (■). 

87.  F.xemple.  — Suit 


' V = (x  — z )3  -t-  [_V  — y (*;]’-+-  S’  — R3, 

R étant  une  constante.  On  a ici 


r/V 

77T 


— • 2 


>iv  r . „ f/\r 
= >[/-•:(■)].  7/T  = 


</} 


les  équations  (a)  du  n°  8(3  sont  donc 


j — y -+-  //’  ~ - o,  e — y ( -j-  tj  : o . 

Si  l’on  en  tire  les  valeurs  de  .r — z,  y — ?(*)  peur  les 
substituer  dans  l’équation  V = o,  il  viendra 


Oll 


(,  -+-/,> -4- 7’i-  R', 

R 

V •+  /<’-!-  u 


ce  qui  est  l’ équation  aux  dérivées  partielles  qu’il  s'agissait 
de  former. 


88.  Passons  maintenant  au  cas  général.  Soient  .r,. 
.r,.  . . , t„  les  \ariables  indépendantes,  .r  la  variable  qui 
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en  dépend  et  que  l’on  nomme  souvent  la  variable  prin- 
cipale; faisons  aussi 

d.r  — p,  tir,  -4-  p d.r,  -i-  p„  dx, . 

Soient  en  outre  a,,  a*,...,  a„_,,  n — i paramètres  va- 
riables, et 

a = tf  (a,,  a„.  . a„_.) 


une  fonction  arbitraire  de  ces  paramètres;  désignons  enfin 
par 

V —f[x,  r„  x„  ...,x„a,a a„_,  ) 


une  fonction  donnée  des  n -+- 1 variables,  des  n — i pa- 
ramètres eide  la  fonction  a. 

Cela  posé,  considérons  les  n équations 


(') 


dX 


— a. 


qui  déterminent  x,  a,,  a,, ...,  a„_,  en  fonction  de  xt, 
x,, . . . , x„,  et  proposons-nous  de  déduire  de  ces  équations 
une  équation  aux  dérivées  partielles  indépendante  de  la 
fonction  arbitraire  a. 

La  marche  à suivre  est  ici  la  même  qu’au  n°  8(5;  la 
différentielle  totale  de  V doit  être  nulle,  et  l’on  a 


d\  , dX  , dX  J 

-j-dx  - 1-  -j—  d.r , -4-  ...  -7—d.r, 

dx  d.r,  d.  r„ 


dX 

d a. 


dX 

dëZ 


= 0, 


les  dertvees  — i — » • • • , étant  prises  en  regardant  a 

du,  d a,  «*„-! 

qui  entre  dans  V comme  fonction  de  a,,  x,,...,  a„_|. 
Comme  les  coefficients  de  dx,,  dx,,...,  dx„_,  sont 

N 


» 
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nuis,  en  venu  des  équations  (i),  on  a simplement 


d\  dV 

dx  -+-  7—  dx, 
dx  flx, 


dV 

dx. 


- o. 


Remplaçons  dans  cette  équation  dx  par 
p,  dx,  />,  d r,  -i-  . . . -t- 


les  différentielles  restantes  z/x,,  r/xt, ....  </x„  étant  arbi- 
traires, leurs  coefficients  devront  être  nuis  séparément,  et 
l’on  aura 


d\ 

dV 

■ - 

-4-  u.  — — 0 , 

dx, 

r dx 

d\ 

dV 

djTj 

^P'dl=°' 

d\ 

dV 

dx „ 

Maintenant,  si  l’on  élimine  a.  a,,  a,,. . a„_,  entre  les 

n équations  (a)  et  la  première  équation  (1),  on  obtiendra 
une  équation  résultante 


(3)  F (or,  x„x„.  p„  //„)  — o, 

qui  sera  l’équation  aux  dérivées  partielles  demandée. 


Du  changement  des  variables  indépendantes. 

89.  Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Soit  u une  fonction  de  rn  variables  x,  y,  2, ...  ; si 
l'on  considère  x,  y,  s,.  . . comme  fonctions  de  m nou- 
velles variables  l,  r,,  u • deviendra  une  Jonction 

de  ces  mêmes  variables.  Cela  posé,  on  demande  d ’ex- 
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primer  les  dérivées  partielles 


du  du 

du 

dx'  Tri' 

dz 

d ‘ u d-  u 

d*u 

d.r * dxdy 

dx  dz 

* • 1 

relatives  à l'hypothèse  de  X 

) y X 

. . variables  indé- 

pendantes,  en  Jonction  des  dérivées 

partielles 

du  du 

du 

d £ * dn 

di'  ' 

* > 

d' u d 1 « 

d'  II 

TTç7  ’ d\  dr,  ' 

didl 

relatives  d l' hypothèse  de  £, 
dantes. 

r„ 

variables  indépen- 

Ici  les  anciennes  variables  . 

. . . sont  données  en 

Onction  des  nouvelles  £,  r„ 

et  réciproquement 

celles-ci  sont  des  fonctions 

connues  de  a',  j,  z,.... 

Regardant  alors  u comme  fonction  de  £, . . . et  £,  r. i, 
. comme  fonctions  de  x,  y,  s,.  . la  solution  de  la 
question  proposée  se  déduira  immédiatement  de  la  règle 
de  la  différentiation  des  fonctions  composées. 

On  a effectivement 


(') 

puis, 

(a) 


du  dit  . du  , 

du  = - dï,  ■+■  — dr,  ■+■  - - d' 
d\  dï j (l\ 


d-^dx  + «tly  + d-idi  + ..., 

| dx  dy  dz 

dr,  , tl il  , dr,  , 
di j — . — — dr  -+-  —r-  dy  ——  dz  -y ... , 
dx  dr  dz 


Les  variables  {,  n,  f,...  étant  données  en  fonction  de  .r, 
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V.  les  dérivées  sont  elles-mêmes 

‘ dr  dx 

des  fonctions  connues  de  x,  y,  z. . . . , mais  on  devra  les 
exprimer  en  % , r.  . . • . On  substiluera  ces  valeurs  dans 
l’équation  (i)  et  les  coefficients  de  dx,  ily , dz,...  seront 
les  expressions  demandées  des  dérivées  partielles 
du  r l u tin 
dx , f/y  tlz  5 

en  fonction  des  variables  £.  r,.  . . . et  des  dérivées 

du  du  du 
di'  dr,'  Tï,'’"’ 

On  procédera  de  la  même  manière  à l'egard  des  déri- 
vées d'ordres  supérieurs;  ainsi  l’on  a 


du 
d — 

. (lu  (l.C 

d—  = — dï 
dx 


f (lu 
dx 


(1(1  ■ 


dx 


dr. 


dn  dt, 

et  quand  on  aura  substitué  dans  le  second  membre  à 


du 

tix 


la  valeur  précédemment  obtenue,  puis  a dj-,  dr.,  dÇ,.  . . 
les  valeurs  tirées  des  formules  (a),  les  coefficients  de  dx, 
dy,  riz,.  . . exprimeront  les  valeurs  demandées  des  déri- 
vées partielles 

il 1 tt  d1  H d’n 

dx  • * dvd  y dx  dl 


Pareillement,  en  faisant  la  même  substitution  dans 
formule 


i du 

77 


'/ï 


dl 


, du 

77 


dn 


d r;  -}- 


î 


a 


on  obtiendra  les  expressions  cherchées  des  dérivées 


d1  u d1  u d*  U 

dxdj  ? d\  2 dvdz 

dont  la  première  a déjà  été  calculée,  et  ainsi  de  suite. 
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La  même  méthode  est  évidemment  applicable  aux  dé- 
rivées de  tous  les  ordres. 

90.  Application.  — Les  points  de  l'espace  peuvent 
être  représentes  soit  par  trois  coordonnées  rectangu- 
laires x,  y , z,  soit  par  trois  coordonnées  polaires  r,  8, 
’p  qui  sont  liées  aux  premières  par  les  formules 

(i)  x=  rsinO  cosij/,  y — r sin8  sin-1,  z=rcos6, 
ou 

(a)  r=  qx7-y-y7-\-z7,  cos 9 ~ z , tangtj*  -• 

qx'-y  y7-yz7  r 

Cela  posé,  la  quantité  u ayant  été  d’abord  regardée 
comme  fonction  de  x , j,  z,  on  demande  d' exprimer  les 
dérivées  de  u du  premier  et  du  deuxième  ordre,  savoir  : 

du  du  du  d' u d7  u d7  u d7  u d’ il  d’n 

dx’  dy'  di  d.r:  ’ d.rdy  ' dxdz'  dy7  ' dy  dz  dz 7 

en  fonction  des  dérivées  relatives  aux  nouvelles  va- 
riables indépendantes  r,  0,  tp. 

On  tire  des  formules  (2) 

^ .rdx  -h  ydy  ■+■  zdl 
^ x 7 -f-  y7  -4-  z‘ 

,/fl  z(*dx  + ydy)  — (r7  -hy7)dz^ 

(x7  -h y7  -t-  z7)7  sin8 

( — ydx  -+-  xdy)  cos3^ 

Y x- 

ou,  à cause  des  formules  (1), 

I dr  = sinü  costydx  -+-  sinO  sin^c/r  -+■  cosOf/ï, 


. 1 di  — - cos 9 cos  A dx  H — cos 8 sin-i  dy sin  Odz, 

(J)  / r r ' r 


l Mil  y 


i sinJ/  , 1 cosJi  , 

— — — - d jo  -1 — : dy, 

r sinô  r sinG 
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Si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  dr,  dO,  dÿ  dans  la  for- 
mule 


on  aura 
du 


du  = ±dr 
dr 


du 


du 

dî 


di 


du 


d * 


T 


I r = r sin8  cos'!'  -+■  -TT  r 

l dx  dr  T </9  * 


du  cos  9 cosiji  du  sin 


(4) 


du 

djr 

du 


du  ....  du  cos  9 sin  \Ji  du  cos  l/ 

— sin  0 sin  i H — — -j 

dr  T dO  r 


dÿ  rsin9 
du  COS'J/ 

d-lf  r sin  9 


du  , du  sin  9 


Il  faut  maiutenant  former  les  différentielles  totales  de 


du 

Tx' 


du 

& 


du 

7ïz' 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  dérivées  partielles  de  ces 
quantités  par  rapport  à r , 6 , <p.  On  trouve 


d — 

dx  d'  il  . d'u  cos  9 cos  i 

— — — — — sm  9 cos -h  -b 
dr  dr ’ 


d'u  sin  4> 


4: 


5)  >16 


d 9 r 7 
d7u  . 

- — — sin  9 cos*  - 
drd  9 

du 

H cos 9 cos* 

dr 


du 

dx  d’u  . 

-dï^dTdï™0'0** 

du  . . 

— sin9  s no 

dr 


drd9  r 

drd rsin9 

du  sinij/ 
d\ Ji  /’  sin  9 ’ 

d7u  cosS  cos^ 

d'u  sinrji 

di'  r 

dQd'f  rsinO 

du  sin  9 cos^i 

du  cos  9 sin-Ji 

d 9 r 

dty  rsin’9 

d'u  cos9cosi|; 

d'u  sin\J< 

d 9 d i}i  r 

du  cos  9 sin  i|> 
d 9 r 

d iji’  rsin9 
du  cos!/ 
d-i/  r sin  9 ’ 
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dr 

dr~ 


u± 

fir 


(6) { de 


<% 


(7) 


d!u  . d‘ h cosSsiiii 

— ; sin  9 sin  A -+-  - — — - 

dr  ' tlrde  r 

du  cos  9 sin  ^ du  cos -A 

dë  r‘  dty  r'sin^' 


d • ii  cos<(> 
drd\ \ r biii  1 


d‘„ 

tlrde 


sin  9 sin-A« 


d1  u ros9  sin^ 
de2  r 


du 

4-  — cos  e si  il*!/ 
dr 


du  sin9sin4> 
7[r,  r 


tl'n  roS'Ji 
iied i}>  r sin  0 
du  cos  9 cos  •■}> 
d-ji  rsin'O  ’ 


d’n 

îüd 


- sin 9 sin-}/ 


<V  u 

tlfd^ 


cos  9 siniji  t/'-u'  ces-}, 
r . tl-y  rsin9 


du  du  cos 9 cos -A 

-> sin  9 cos  ! + — 

dr  T <13  r 


du  sin  'Ji 
tlÿ  rsin9 


dUi 

— — cos  9 
dr 1 


d1  u sinO 

drde  ~7 


du  sinO 

dé  T»* 


d1  ti  d’n  sin  9 du  . du  cos 9 

drde  C°*  <tV  t dr  tl3  r 


d*ii  d2  u sin  9 

drd\  dHdif  r 


Si  I on  ajoute  les  équations  (5)  après  les  asoir  multi- 
pliées respectivement  par  les  équations  (3),  on  aura  la 

différentielle  totale  de  et  les  coefficients  de  <!x,  1 1)  . rh 

d.r 

dans  celte  expression  seront  les  valeurs  demandées  de 

/ 

d'n  il1  n dz  u 

d>  - d.r  t/y  d.r  dz 

on  obtiendra  de  la  même  manière  les  autres  dérivées  par- 
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lielles  en  ajoutant  successivement  les  équations  (6) 
ou  (j)  après  les  avoir  préalablement  multipliées  par  les 
équations  (3).  On  trouve  ainsi 


d7  u 


sin3  9 cos 


t3-'. 


dr 

./’  n cos39cos3} 

4-  _ ; 1 — a 


2 — 

dr  d 


d7  k 
dhd 


si  n 9 cos  6 cos3  } d-  n $in}ros} 

r dr  </}  r 

eos9  sin ros-}  d’ u sin’} 

c3sin9  f/}3  /‘,sin,9 


du  cos3  9 cos3}-4- sin3}  du  (sin3} — ? sin39  cos3}) cos9  du  sin}  cos} 
tir  r d 9 r3sin9  f/}  r3sin!9 


d- u . . . . d7  u sin9  cos9  sin}  cos} 

— _ — stn3  0 sm  ii  cos  i -4-  2 - — — 

dr7  ‘ ‘ drd  9 r 


+ 


d7  u cos3} — sin’} 
drdif  r 


d7  n co>39  sin}  cos}  d7  u {cos3} — sin3})cosO  d7  u sin}  cos} 
f/93  r 7 f/9f/}  /3sin9  f/}‘  /-3sin39 

du  sin’9  sin}  cos}  du  ( i -t-a  sin39l  cos9  sin}  cos}  du  cos3} — sin3} 

dr  / d 9 c'sin9  f/}  /-:sin39 


d7  u . , , d7  u fcos39 — sin-9j  cos-J/ 

== smOcosûcos-9  -+-  — — - 

dr7  drd  h r 

d7 u sin 9 cos 9 cos}  d7 u sin} 

dH‘  r‘  c/9  c/}  r7 


d7u  c.  s9  ?in} 
dr  </}  r sin  9 


du  sin9r»s9cos}  f/«  (cos3 9 — sin3 9)  cos} 

dr  r f/9  r7 


d7  u 

HT7 


sin1 9 siir-!/ 


il7  u sin 9 cos 9 sin3} 
dr  d 9 r 


d7  u sin}  cos} 
dr  d } r 


d'u  cos:9sin3}  d7  u cos9sin}cos}  d7  u cos1} 
f/9!  r7  "t/9f/}  /’sin9  + f/}3  rJsin:9 


du  cos:9 sin’}-t-cos3} 
f/c  r 


du  /cos3} — 2 sin’9  sin3})  cos9 
f/9  r!  sin  9 


du  sin}  cos} 
f/}  / 3 sin1 9 ’ 
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d1  u 
dj  dz 


d’u.  . , d1 u 

= — — smO  cosS  sinj  -+-  - — - 
dr'  r drd9 


(cos1 9 — sin1 6)  sin)/ 
r 


d‘  ti  sinO  cosO  sin)/  d'u  cos  )/ 
d 81  rl  dbd-lf  r1 

du  sin  9 cos8  sin  )>  du  ( cos’  8 — sin1  ô ) sin  ) 

dr  r r/8  r'  * 


d'u  cos 9 COS  l 
dr  d \ r sin  9 


d’ u 

7F 


d'u 
dr 1 


cos’8  — 


d’u  sin 8 cos 9 
drd  8 /• 


d'u  sin1 9 

7F  ~F~ 


r/rr  sinJ8  du  sin0cos9 

)_  2 

dr  r d 8 r* 


91 . On  peut  souvent  abréger,  en  employant  des  artifices 
convenables , les  calculs  nécessaires  pour  exécuter  un 
changement  de  variables;  nous  croyons  utile  de  donner 
une  idée  de  ces  simplifications  en  traitant  ici  une  question 
qui  se  rencontre  dans  diverses  théories  mathématiques. 
Nous  nous  proposons  de  transformer  l’expression 

, „ d*u  d'u  d7  u 

(,)  s=zZF  + 7^  ^7F' 

en  substituant  aux  coordonnées  rectangulaires  x, y,  z les 
coordonnées  polaires  r,  0,  ip.  On  obtient  immédiatement 
la  solution  de  cette  question  en  faisant  usage  des  formules 
du  numéro  précédent,  mais  nous  voulons  exécuter  la 
transformation  sans  recourir  à ces  formules. 

A cet  effet,  nous  substituerons  d’abord  à x et  y les  deux 
variables  p , p telles  que 

•r  = P cosij/,  X — P sin-)1» 
ou 

a = y/.r’+T'1,  tang-J/  = ^ • 
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xdx+ydy  ... 

do  — ■ : — : cos  y dx  4-  si  n i dr, 

\/x‘  + y‘ 

,,  (xrfr — y dx)  cos’<!>  sinil  , cos-i  , 

d \ — '• — - — ! ï = - dx  H dy. 

J*  û p 

« , . -,  . dp  dp  dû  d\ l , 

Les  équations  déterminent  -pi -r1» -t1;  on  en  conclut 

* rt.r  dy  dx  dy 

( du  du  du  sin^ 

\dï  = dic0^-di-r' 


d-!(  f 
du  cos  •} 


(du  du  . du  cos i 

— = — sin->  4-  — 

fl/  dp  «y  p 

En  ajoutant  les  équations  (a),  après  avoir  multiplié  la 
seconde  par  V — i>  il  vient 

, _ , du  i du  / . . . , \ ( du  J — ■ du  \ 

(3)  S^^^  = {C0S^  + v'-,s,n1i-)^4--r-- J. 

Désignons  par  u la  valeur  de  chacun  des  membres  de  la 
formule  (3);  comme  cette  formule  subsiste  quelle  que 
soit  la  fonction  u et  quel  que  soit  le  signe  qu’on  donne  au 
radical  y' — i , on  aura,  en  remplaçant  u par  v et  en  met- 
tant — \j — i au  lieu  de  \l — i , 

M Tx-^Ty  = ':cos*  - ^ sin^  ~ ~ 1 ^) • 

De  l’égalité 


on  conclut 


dv  dv  d*  u d*  u 

dx  ' '*  * dy  dx 1 dr*  ’ 


et  l’égalité 

e = (cw+4-V=Tiin 
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y” — ' . ' / dV 

cos^— V— I sin-{,j^~ 
Ainsi  l’on  a 


V — i dv  \ <■/’  « 

p -'-{J  " ^p1 


i d’ n i </« 
p1 p f/o 


(5) 


rt 1 h il  u 

lü*  ~t" 


et,  par  suite, 
<6)  S 


<V  u t il"*  u 

df  p2  dÿ2 


d*u  i (Pu 
Vf-  + ç- 


I du 
p dp' 

■ du 
p d a 


Pour  achever  la  solution,  il  reste  à substituer  aux  va- 
riables Ci  et  s les  variables  nouvelles  r et  9 liées  aux  pré- 
cédentes par  les  équations 


i — rcosS,  p — rsinO. 

Or,  si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (5),  x.y,  p,  par 
r,  e,  r,  9 respectivement,  il  viendra 


ci -u  d-  u d1  u l il' u i du 

di‘  dp'  dr 5 ' /•’  d rlJ  * /•  du 


en  même  temps  la  seconde  des  formules  (a)  donnera  par 
le  même  changement 


du 

dp 


du  , du  cos  8 

— sm6  -I — ; 

dr  d rJ  /• 


on  aura  doue,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule (6)  et  eu  remplaçant  aussi  p par  / sin9, 

d II  •}.  du  I d' u I d'-  u ClisO  du 

^ dr 1 r dr  /!sin:9  d\ J>*  r‘  d(i 2 r’sinB  c/6 

Les  deux  premiers  termes  de  celte  expression  multipliés 
par  r donnent  la  dérivée  — les  deux  derniers  termes 
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dO 


Ju\ 
sin8  — ] 
dOl 


multipliés  par  r'  siri  0 donnent  la  dérivée 
a donc 

d* (ru)  1 d7  u 1 (*' 

r dr 3 sin3  6 </Ji3  sin9  d 8 

Il  est  souvent  avantageux  de  prendre 
cos8  = p 

pour  variable  au  lieu  de  0;  alors  pn  a 

du  du  d 11  . du  . du  , 

— sinO  — , d où  sinfl-— =— (1  — u1)— -, 
d 6 d y.  d 8 </  p f/8  ' d fi 


du 


puis 

f/(sin°S)  _ 4‘nei) 

d,i 


di 


sin6  - :sin8  ■ 


du 

rff*. 


et  l’on  obtient  finalement  l’expression  suivante  de  S en 
fonction  des  variables  indépendantes  r , p,  ■}, 


/•3S= 


</3  r«  ) 
tir2 


. , , r/w 


I — p3  dÿ’ 


dfi 


Du  changement  de  toutes  les  variables. 

92.  Lorsque  l’on  veut  changer  la  variable  principale  en 
même  temps  que  les  variables  indépendantes,  la  marche  à 
suivre  est  la  même.  Supposons  que  l'on  ait  introduit  dans 
un  calcul  une  variable  u fonction  de  m variables  indépen- 
dantes x,  y,  z,...,  et  qu’on  veuille  adopter  une  autre 
fonction  u de  m nouvelles  variables  indépendantes  £,  n, 
*•  9 
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£, — Il  s’agit  d’exprimer  les  dérivées  partielles 

du  du  d7  u d7u 

dr 7 dy 7 7 dx7  7 dx  dy 7 

en  fonction  des  dérivées  partielles 

r/o  d\j  d2\j  d7v 

Tl'  T'’"’  dî’’  dJT' 

Dans  cette  question,  les  m -+- 1 variables  de  l’un  des 
systèmes  que  l’on  considère  sont  données  en  fonction  des 
nt-h  i variables  de  l'autre  système.  Ainsi  u, 
sont  des  fonctions  données  de  u,  x,jr,  z, . . . , et  leurs  dif- 
férentielles totales  seront  de  la  forme 


du  = U,  du  -I-  U,  dr  -+-  U,  dy  -+- . . . , 
dl  = X,  du  ■+■  X,  d.r  -+-  X.  dy  ■+■ . . . , 
rf»  — Y,  du  -t-  Y,  dx  -t-  Y,  dy  -+- . . . , 


U0,  U,. . . . , X0,  X,, . . . , étant  des  fonctions  connues  des 
variables  u,  x ,y,  z, . . . . Mais  u étant  une  fonction  de  .r, 
y,  t,....ona 


du  , du  j 

du  — — rfr  -I dr  , 

dx  dy 


et,  par  conséquent, 

Idu  = ^U,  -t-  dx  -4-  ^U,  -+-  U,  dy  4- . ., 

<*ï  = (x,  + X.^)<ic-t-  (x,+  X,|j<ir+. 

rf>1  = (T’+Y*S)‘£r+(Y*  + Y‘ÿ)^+  ” 


Si  maintenant  on  porte  ces  valeurs  dans  la  formule 

dv  du  du 

(a)  rfv  = — + — d*-*-  — rfÇ-H..., 

d\  di i rfÇ 
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on  obtiendra  une  équation  qui  devra  subsister,  quelles 
que  soient  dx,  dj\  dt, . . . , et  qui  se  décomposera  en 
m autres,  savoir  : 


(3) 


+ Uï, 


„ du  /„  „ du\  d'j 

V'+V’di-[X'+X,Tr)Ti 

du  / dit\  d 'j  ( 

ü*+u.ÿ  = (x.+x.ÿ)3|  + (Y, 


dtl  \ du 
d.rj  dr, 

du\  d'j 


dyf  dr, 


Ou 'peut  exprimer  U0,  U,,.  . . , X»,. . . en  fonction  des 
variables  u,  j-,  «,  £, et  les  formules  (3)  donneront 

alors  les  valeurs  demandées  de  » 

dx  d y 

Pour  passer  aux  dérivées  du  deuxième  ordre,  il  suffira 
de  difTérenlier  les  équations  (3).  Considérons,  par  exem- 
ple, la  première  équation  du  système  (3),  difl’érentions-1» 

totalement,  remplaçons  ensuite  d~  par 


puis 


d' u , d*u  , d'uÈ 

lü^  + d7T/r+dïT*dl 


, ;rfu  , rfu 

dd\'  dd*' 


par  leurs  valeurs  respectives 


dv 

d\ 

d'v 


dû 


dv  d 

— du  -4-  . . . , 

dn 


d*  v 

dvd*+dû.d' 


d%dn 


dl 


d’v 

dn 


- dr,  H , 


mettons  enfin  pour  d\,  dit, ...,  les  valeurs  tirées  des 

9- 
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formules  (i).  L'équation  ainsi  obtenue  aura  lieu  quelles 
que  soient  les  différentielles  restantes  dx,  dy,  de,.  .., 
par  conséquent  elle  se  décomposera  en  ni  autres  qui  feront 
connaître  les  expressions  des  m dérivées  partielles 

il’ n d'u  il*  u 
dx*  ’ itxd)  ’ d.r  dz  ’ 

On  calculera  de  la  même  manière  les  valeurs  des  autres 
dérivées  du  deuxième  ordre 

d1  a d*u 
d ) ’ 1 dy  riz 

Les  dérivées  des  ordres  suivants  s’obtiendront  évidem- 
ment en  suivant  la  même  marche. 

Enfin  il  est  aisé  de  s’assurer  que  la  méthode  précé- 
dente est  encore  applicable  dans  le  cas  d’un  nombre  quel- 
conque de  variables  dépendantes,  quel  que  soit  le  nom- 
bre des  variables  indépendantes. 

Transformation  de  Legendre. 

93.  Legendre  a fait  usage  dans  certaines  questions 
d’une  transformation  qui  olfre  souvent  des  avantages  et 
que  nous  indiquerons  ici,  en  nous  bernant  au  cas  de  deux 
variables  indépendantes. 

Soit  z une  fonction  des  variables  indépendantes  x,j  ; 
désignons  par 

(l)  dz  — p dx  -t-  <7  dy 

la  différentielle  de  z , et  par 

dp  — rdx  -t-  sdy , 
di]  = / dx  -t-  t dy , 

les  différentielles  de  p et  q. 
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u = pj  y-qy  — i, 

on  aura 

du  (/.-  d.r  -H  q dy  — dz)  -t-  J dp  -4-  y dq  , 

ou,  à cause  de  la  formule  (i), 

(4)  du  — a- dp  -+-  y dq . 

En  outre,  si  l’on  résout  les  formules  (2)  par  rapport  à 
dx  et  dy,  il  viendra 


(5) 


j d.r 

(•b 


f — .v 

= — - — -d/i  H • du, 

rt  — s*  ' rt  — t1  ' 


rt 


- dp  -K dq. 

rt  — s' 


La  transformation  de  Legendre  consiste  à prendre  p, 
q,  u pour  variables,  au  lieu  de  x,  y,  z et  à choisir  p et  q 
pour  variables  indépendantes.  Alors  la  formule  (4)  montre 
que  x et  y sont  les  dérivées  partielles  de  u par  rapport  à p 
et  q respectivement;  ainsi  l’on  a 


(6) 


du  du 

- r r- 

dp  dq 


ensuite  les  formules  (5)  montrent  que -•  - • 

' ' 1 rt  — d rt  — 

— - — sont  les  valeurs  des  dérivéés  partielles 
rt  s'  1 


on  a donc 


dr  d.r  dy  dy 

dp  dq  ttp  dq 


d1  u _ t 
dp 1 rt  — l*’ 


d*u  —s  d*  u r 

dp  dq  rt  — J'  dq‘l  rt  — j3 


Digitized  by  Google 


■ 34  CALCUL  DIFFÉRENTIEL . 

d’où  l'on  conclut 


(8) 


d’  u d-  u f d*  n \ ’ i 
<l/i ‘ d//1  \dpdq  J rt  — s‘ 


Les  formules  (7)  et  (8)  font  connaître  les  dérivées  r,  s,  / 
en  fonction  des  dérivées  de  u relatives  à p et  q. 

94.  Si  l'on  veut  prendre  x et  p pour  les  variables  indé- 
pendantes, les  diflérenticllcs  totales  de  y et  de  q tirées 
des  formules  (a)  seront 


dy  ~ — du dr, 

s r .y 


dq  - dp 


dr\ 


les  formules  (i)  et  (4)  feront  connaître  ensuite  les  diflé- 
renliellcs  totales  dz  et  du.  La  dernière  des  formules 
précédentes  nous  donne 


dq 

dr 


rt  — s- 
s 


dans  l’hypothèse  de  ]>  cl  x variables  indépendantes;  donc, 
si  la  différence  rt — s*  est  identiquement  nulle,  ou  aura 


Cela  montre  que  q ne  dépend  pas  de  x et  qu’ainsi  cette 
quantité  est  une  fonction  de  la  seule  variable  p.  Dans  ce 
cas  les  quantités  p et  q ne  peuvent  pas  être  prises  pour 
variables  indépendantes;  aussi  les  formules  de  la  transfor- 
mation de  Legendre  devicunent-clles  illusoires. 
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CHAPITRE  V. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  EN  SÉRIES. 


Notions  préliminaires  sur  les  séries. 

9o.  On  nomme  série  une  suite  illimitée  de  quantités 
qui  se  succèdent  suivant  une  loi  quelconque.  Nous  ne 
nous  occuperons  ici  que  des  séries  dans  lesquelles  tous 
les  termes  sont  des  quantités  réelles. 

Une  série 

U,,  B,,  Bj,  . . . , . . , 

est  dite  convergente  lorsque  la  somme 

S.  = u.  -+-  a,  -+-  u,  -+- . . . -+-  u,_, 

des  n premiers  termes  tend  vers  une  limite  Gnie  et  déter- 
minée S,  à mesure  que  le  nombre  n augmente  indéGui- 
ment.  I.a  quantité  S est  dite  la  somme  de  la  série;  la  dif- 
férence S — S„  est  le  reste  de  la  même  série  bornée  aux 
n preifiieiB  termes;  en  désignant  par  R„  ce  reste,  on  a 

S = Sfl  -4-  R,. 

Une  série  est  divergente  lorsque  la  somme  des  n pre- 
miers termes  croit  au  delà  de  toute  limite,  à mesure  que  n 
augmente  indéGnimcnt,  ou  bien  lorsque  celte  somme  ne 
tend  vers  aucune  limite  déterminée. 

Ainsi  la  progression  géométrique 

a , ax , a.r ’ , ax' , , 

est  une  série  convergente,  toutes  les  fois  que  la  valeur 
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absolue  de  la  raison  x est  inferieure  à l’unité,  car  la 
somme  des  n premiers  termes  est 


i — x i — .r 

et  cette  somme  tend  vers  la  limite 
_ a 


■r". 


■ — x 


quand  n tend  vers  l’infini.  Mais  la  même  progression  est 
une  série  divergente,  lorsque  la  valeur  absolue  de  x est 
supérieure  à i ; car,  dans  ce  cas,  la  somme  S„  croît  au  delà 
de  toute  limite.  Elle  est  encore  divergente,  pour  la  même 
raison,  lorsque  x — -f-  i ; enfin,  dans  le  cas  de  x = — i , 
S„  ne  tend  pas  vers  une  limite  déterminée  et  la  série  ne 
doit  pas  être  regardée  comme  convergente. 

96.  Théorème  I.  — Si  la  série 

u„  II,,  . 

est  convergente,  la  somme 


tend  vers  zéro,  quel  que  soit  p,  quand  n augmente  in- 
définiment. a 

En  effet,  désignons  par  S la  somme  de  la  série  ou  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme 

S.  ~~  ttp  -4-  -f-  B„_, 

de  ses  n premiers  termes.  La  différence 

(«)  S-S„ 

tendra  vers  zéro  quand  n tendra  vers  l’infini,  et  la  même 
chose  aura  lieu  pour  chacune  des  p différences 

(a)  S-S.+„  S-S„+„...,  S - S„_. 
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Si  l’on  retranche  ces  différences  (2)  de  la  différence  (i), 
on  obtiendra  les  résultats 


Sfl  + I — Sa,  S„+,  — S*,  . • • , S„, 

qui  s’annuleront  aussi  pour  n = 00  . Or  on  a 


S/1+.1  S.  — uH, 

S.+,  S„  « Un  -4-  1 


S„  + p — S„  — «„  -4-  «,+t  ; 

donc  i°  les  termes  d'une  série  convergente  décroissent 
indéfiniment,  de  manière  à avoir  zéro  pour  limite  ; 
i°  la  somme  de  tant  de  termes  que  Von  voudra  pris  à 
partir  du  n“m'  tend  vers  zéro  quand  n augmente  indé- 
finiment. 

97.  Théorème  II.  — Réciproquement,  la  série 
u„  u„  u„.  . . . 
est  convergente  lorsque  la  somme 

««  + “n+l  -)"•••+  I 

tend  tiers  zéro,  quel  que  soit  p,  quand  n augmente  in- 
définiment. 

En  effet,  désignons  par  t une  quantité  positive  aussi 
petite  que  l’on  voudra,  et  par  S„  la  somme  des  n pre- 
miers termes  de  la  série.  Comme  la  différence 

Sn  — Un  4—  U 1,4.1  4“  • • « -4-  U n-*- p — i 

tend  vers  zéro,  quel  que  soit  p,  par  hypothèse,  quand  n 
tend  vers  l’infini,  on  peut  donner  à n une  valeur  déter- 
minée assez  grande  pour  que  la  différence  dont  il  s'agit 
soit  comprise,  quel  que  soit  p,  entre  — s et  -t-  e.  On  aura 
donc 

s„  — « < S„+,  <S„  4-  s. 
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Cela  posé,  le  nombre  n restant  invariable,  faisons  tendre  p 
vers  l'infini,  la  somme  S„+f>  restera  toujours  comprise 
entre  deux  quantités  déterminées  S„ — s,  S„4-e  dont  la 
différence  it  est  aussi  petite  que  l'on  veut;  d'où  il  suit 
évidemment  que  S„+/,  tend  vers  une  limite  déterminée 
quand  p ou  n p augmente  indéfiniment. 

Cette  démonstration  acquiert  plus  de  clarté  quand  on 
lui  donne  une  forme  géométrique.  Soit  O un  point  fixe 
d’un  axe  O.r.  Prenons  sur  Ox  à partir  de  O une  lon- 
gueur ON  = S„,  puis  faisons  AN  = NA'  = s;  prenons 
aussi  OP  = S„+p,  le  point  P tombera  entre  A et  A'.  Ainsi 

o a a r y z 


la  somme  S„+(J  des  n -f-  p premiers  termes  de  notre  série 
peut  être  représentée  par  une  abscisse  dont  l’extrémité 
tombe  constamment  entre  deux  points  donnés  A et  A'; 
elle  est  donc  finie;  mais  de  plus  elle  est  déterminée,  car 
la  distance  AA'  peut  devenir  moindre  que  toute  longueur 
donnée. 

Corollaire  I.  — Une  série  u0,  est  con- 

vergente lorsque  les  valeurs  absolues  de  ses  termes 
forment  une  séné  convergente  U„,  U,,  U,,. . . . 

En  effet,  la  série  U„,  U,,  U,, . . . étant  convergente,  la 
somme  U„  -f-  U„+,  -+- . . .H-  tend  vers  zéro,  quel 

que  soit  p,  quand  n tend  vers  l’infini;  donc  la  somme 
u„  un+i  -+- . . . -+-  u*+p-i  tend  aussi  vers  zéro,  car  sa 
valeur  numérique  ne  peut  être  supérieure  à la  somme 
précédente.  Il  s’ensuit  que  la  série  proposée  est  conver- 
gente. 

Corollaire  II.  — Lorsqu'à  partir  d'un  certain  rang 
les  termes  d'une  série  sont  alternativement  positifs  cl 
négatifs,  il  faut  et  il  suffit,  pour  la  convergence  de  fa 
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série,  que  les  valeurs  absolues  des  termes  décroissent 
indéfiniment. 

Le  décroissement  indéfini  des  termes  est,  comme  on 
l’a  vu,  une  condition  indispensable  pour  la  convergence 
d'une  série;  dans  le  cas  que  nous  examinons,  cette  con- 
dition est  suffisante. 

En  effet,  soit  la  série 

U9f  f/|}  Il  J)  . . • y • • y 

et  désignons  généralement  par  U„  la  valeur  absolue  de 
u„,  on  aura,  si  n est  suffisamment  grand, 

rt  {«»  + «iM-i  -+■  • • • ■+■  «„+/>- 1)  = U„  — U.*,  -+- . . . ±U,+,_, . 

Le  second  membre  de  celte  formule  peut  être  écrit  ctes 
deux  manières  suivantes  : 

(U.  - U„+1)  H-  (üw  - IU,)  -e  . . . , 

U.  - (U*H  - U.+.)  - (U.+J  - U^,  ) - ; 

on  voit  que  la  valeur  de 

i ( "n  ■+"  Un—  I +...-+  l'n+f—t  ) 

est  comprise  entre  zéro  et  U„;  donc  elle  tend  vers  zéro, 
quel  que  soit p,  quand  n augmente  indéfiniment,  puisque 
l’on  a,  par  hypothèse,  lim  U„  = o.  Doue  la  série  est 
convergente. 

98.  On  ne  possède  point  de  critérium  pour  décider 
en  général  si  une  série  donnée  est  convergente  ou  diver- 
gente. Il  faut,  dans  chaque  cas,  chercher  à comparer  la 
série  que  l’on  doit  considérer  à d’autres  séries  dont  la 
convergence  ou  la  divergence  est  établie,  et  à cet  égard 
nous  pouvons  démontrer  une  proposition  de  laquelle  nous 
tirerons  plusieurs  conséquences  importantes.  Celte  pro- 
position se  rapporte  aux  séries  dont  tous  les  termes  sont 
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positifs,  mais  les  règles  qui  en  découlent  sont  applicables 
à toutes  les  séries,  en  faisant  usage  du  corollaire  1 du 
n°  97. 

Théorème  III.  — Si  la  première  des  deux  séries 

v. , <■»-(»•  • - , 

®»J  • • • I • • • > 

dont  tous  les  termes  sont  positifs  à partir  d'un  certain 
rang,  est  convergente  et  que  l'on  ait  constamment 

h.  < *•„ 

pour  toutes  les  •valeurs  de  n qui  surpassent  un  nombre 
donné,  la  deuxième  série  sera  également  convergente. 

'Pareillement , si  la  première  série  est  divergente  et 
que  l’on  ait  constamment 

a . > 

pour  toutes  les  valeurs  de  n qui  surpassent  un  nombre 
donné,  la  deuxième  série  sera  également  divergente. 

Dans  le  premier  cas,  la  somme 

•'n  + <'„+,  i 

tend  vers  zéro,  quel  que  soit  p , quand  n tend  vers  l’infini  ; 
donc  la  somme 

u.  u, 4.,  t‘,.+e-,, 

qui  est  formée  de  parties  respectivement  moindres,  tend 
aussi  vers  zéro,  et  par  conséquent  la  deuxième  série  est 
convergente. 

Dans  le  deuxième  cas,  la  série  u0,  n,,  ne  saurait 

être  convergente,  car  autrement  la  série  v0,  e,,... 

serait  aussi  convergente,  d’après  ce  qu’on  vient  de  dire, 
ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse. 

Corollaire  I.  — La  série  «c.  u,,...,  dont  tous  les 
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termes  sont  positifs,  est  convergente  si  pour  toutes  les 
valeurs  de  n supérieures  à une  certaine  limite  on  a 

<^A,  A étant  une  quantité  inférieure  à /’ unité. 

En  effet  on  a,  par  hypothèse,  pour  les  valeurs  de  n 
suffisamment  grandes, 


d’où,  par  la  multiplication, 


< kr,  ou  »«+,  <1  kf  u , ; 

il  résulte  de  là  que  les  termes  de  la  série  proposée 

^o»  • •>  4-i>  utH-îr  • •* 

sont,  à partir  du  nitmt  rang,  inférieurs  aux  termes  corres- 
pondants de  la  série 

u„  u,,...,  u„  kun,  k'u, 

Or  cette  dernière  est  convergente  et  elle  a pour  somme 
S„  -h  ■ “"'fi  donc  la  série  proposée  est  elle-même  conver- 
gente. 

Corollaire  II.  — La  série  u0,  u,,  u,,. . dont  tous 
les  termes  sont  positifs,  est  convergente  si  le  rapport 

tend  vers  une  limite  déterminée  a inférieure  à i, 

quand  n tend  vers  l'infini. 

En  effet,  puisque  le  rapport  tend  vers  la  limite  a, 

la  différence  — a.  restera  inférieure  à tout  nombre 
donné  pour  les  valeurs  de  n supérieures  à une  certaine 
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limite,  donc  on  peut  assigner  une  quantité  k comprise 
entre  a et  i,  et  telle  que  l'on  ait  constamment 

«» 

on  est  alors  dans  les  conditions  du  corollaire  I,  et  par 
conséquent  la  série  proposée  est  convergente. 

Remarque.  — Lorsque  la  limite  du  rapport  est 

supérieure  à i,  la  série  est  toujours  divergente,  puisqu’a- 
lors  les  termes  ne  décroissent  pas  indéfiniment;  mais 

quand  on  a lim  = i , la  série  peut  être  convergente  : 
la  proposition  précédente  n’apprend  rien  à cet  égard. 

Corollaire  III.  — La  série  ut,  i/,.  nt,. . .,  dont  tous 
les  termes  sont  positifs , est  convergente  si  pour  les  va- 
leurs de  n supéneures  à une  certaine  limite  on  a i/„  < k , 
k étant  une  quantité  inférieure  à i . 

En  effet,  on  a 

«.  < k- 

pour  les  valeurs  de  n suffisamment  grandes;  donc  les 
termes  de  la  série  sont,  à partir  d’un  certain  rang,  infé- 
rieurs aux  termes  de  même  rang  de  la  progression 

i,  t, 

celle-ci  étant  une  série  convergente,  la  proposée  est  elle- 
même  convergente. 

Corollaire  IV.  — La  série  u,,  . . , dont  tous 

les  termes  sont  positifs,  est  convergente  si  J/u,,  tend  vers 
une  limite  déterminée  a inférieure  à i. 

Car  on  peut  assigner  une  quantité  k comprise  entre  a 
et  i,  et  telle  que  l’on  ait 

y u,  < * 
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pour  toutes  les  valeurs  de  n supérieures  à une  certaine 
limite. 

99.  Exemple  I.  — Considérons  la  série 


111  1 

-f-  ...  -f- 

il+f  3,~hl>  ' n,+P 

où  p est  un  nombre  donné.  Le  rapport 

«n  + l 

a pour  limite  l’unité,  et  le  corollaire  II  du  numéro  précé- 
dent est  insuffisant  pour  le  cas  actuel.  Le  corollaire  IV  ne 
donne  lui-même  aucune  lumière;  car  on  a 

1-4-0 

"yju.^zn  " , logî'«„=  — (i -I- p) 

n 

la  fraction  — tend  vers  zéro,  comme  on  le  constate 
n 

au  moyen  d’une  règle  qui  sera  donnée  plus  loin,  et  par 
conséquent  \/iin  tend  vers  l’unité.  Mais  le  théorème  III 
(n°98)  convenablement  appliqué  va  nous  permettre  de 
reconnaître  dans  quels  cas  la  série  proposée  est  conver- 
gente. 

Posons 


».  = 

Ut  — 

I 

1 

j'-t-p’ 

I 

1 1 

r 

4 

5 '+P  ' 

«»— 

1 

1 

1 

(a-4-i),  + P 

(2"+i  — Ij'-^P’ 
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on  aura  évidemment 


«,  < a X 

I 

2 ' + Ï 

ou  < — » 
2 P 

«i  < 4 x 

4 

ou  < —~r,' 

«»<  2"X 

1 

par  conséquent,  dans  la  série 

les  termes  sont  moindres  que  ceux  qui  occupent  respec- 
tivement les  mêmes  rangs  dans  la  série 


*’  i?'  (a*)’’  (a/*)-’" 

Or  cette  dernière  est  convergente  quand  p est  positif, 
donc  la  proposée  est  elle-même  convergente  dans  la 
même  hypothèse. 

Posons,  au  lieu  des  formules  (i), 

-w 


«i 


U,  = 


(») 


3'H-p  4'-+-/» 

I I I 


* 5 &-+-P  'j'+p  8 '-*-P 


. (a— 1 -Hi y+P  (a-- H- a) 


'+P 


(2") 


H -P 
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on  aura 


«1  > 2 X 


«>  > 4 X 


8'+.= 


OU  > - — Î-; 

a (*7 

. I I 

0,1  > “ 7 — T.  > 

2 1 


«->2”-'X 


1 - I I 

OU  > - - — 

')'-*•  P 2 (aP)’ 


donc,  dans  noire  série 


W»i  ^1  1 ft  s ? • • • y w««  » 


les  termes  sont  supérieurs  à ceux  rpii  occupent  respecti- 
vement les  mêmes  rangs  dans  la  série 

11  11  11 

‘ ’ H»’  2 (ÿÿ'  2 Jyÿ 

Or  celle-ci  est  divergente  quand  p est  nul  ou  négatif  ; 
donc  la  série  proposée  est  elle-même  divergente  dans 
cette  hypothèse. 

100.  Exemple  II.  — Les  séries 


I H I 

1 1.2 


.2.3  ’ 


I H 1 5—7  — ■ • • , 

I .2  I .2.3.4 


1.2.3  1.2. 3. 4-5  ’ 

sont  convergentes  quel  que  soit  jr;  elles  restent  même 
convergentes  quand  on  réduit  chaque  terme  à sa  valeur 
absolue.  Effectivement,  le  rapport  d’un  terme  au  précé- 
1.  10 
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dent  a pour  valeur,  dans  ces  séries, 

j ~+~  x} 

- ou  — , 

n n [n  4-  i) 

et  il  tend  vers  la  limite  zéro  quand  //  tend  vers  l’infini. 
101.  Exemple  11]  . — La  série 

x x-  x3  x' 


est  convergente  tant  que  x est  compris  entre  — i et  H-  i , 
car  le  rapport——  a ici  pour  valeur 

«.+,  X 


et  sa  limite,  pour  n = oo  , est  — x.  Il  csté\idenl  que  la 
série  est  divergente,  quand  la  valeur  absolue  de  x est 
supérieure  à i.  Pour  ,r  = -4-  i , la  série  est  convergente 
parce  que  les  termes  décroissent  indéfiniment  et  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs  (n°  97,  corollaire  II)  ; 
mais  elle  est  divergente  pour  x = — i (nu  99). 

102.  Parmi  les  séries  convergentes,  il  faut  distinguer 
celles  dont  la  convergence  est  duc  uniquement  au  décrois- 
sement des  termes,  et  celles  dont  la  convergence  ne  ré- 
sulte que  de  la  succession  des  signes ; les  séries  de  la 
première  espèce  restent  convergentes  quand  on  remplace 
chaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  tandis  que  les  autres 
deviennent  divergentes  quand  on  prend  tous  leurs  terme» 
avec  le  même  signe.  11  importe  de  remarquer  que  la 
somme  d’une  série  convergente  de  la  deuxième  espèce 
dépend  de  l’ordre  dans  lequel  les  termes  sont  écrits. 

Considérons  par  exemple  la  série 


(') 


Digitized  by  Google 


chapitre  V. 


«47 

qui  est  convergente  (n°  97)  et  qui  devient  divergente 
quand  on  prend  tous  les  termes  avec  le  signe  -+-  (n°  99). 
Formons  une  deuxième  série  avec  les  mêmes  termes  en 
reculant  les  termes  négatifs  de  telle  manière  ((lie  chacun 
d'eux  soit  précédé  et  suivi  de  deux  termes  positifs;  notre 
deuxième  série  sera 


(») 


î i i 

5+?  4 


* > 


je  dis  qu’elle  est  convergente  et  qu’elle  n’a  pas  la  même 
somme  que  la  première. 

D’abord  la  série  (2)  est  convergente,  caron  peut  réunir 
en  un  seul  les  trois  termes  consécutifs 


t 1 1 

4 n — 1 4"  — 3 2 n 

dont  la  somme 

8"  - 3 

3a//3  — 3a«*  -+-  6n 

est  inférieure  à dès  que  n est  plus  grand, que  1 ; notre 

série  étant  écrite  de  cette  manière,  ses  termes  finissent 
par  rester  inférieurs  à ceux  de  la  série 


qui  est  convergente  (n°  99)  : par  suite  elle  est  elle-même 
convergente. 

Maintenant  arrêtons  les  séries  (1)  et  (2)  au  terme — 

' ' 2/1 

et  désignons  par  S„,  S'„  les  sommes  des  termes  conservés, 
on  aura 


S.T= 


! 


IO. 


Digitized  by  Google 


1 48  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

le»  « — i termes  de  cette  formule  forment  une  suite  dé- 
croissante; on  a donc 


S'«  — s„ > -,  Si-S„< 

4 « — 1 2/1  H-  I 

Quand  n augmente  indéfiniment,  les  fractions  — < 
i ^ i 

— L ou  j tendent  vers  les  limites  respec- 

2/1  1 i 

4 2 h — 

n n 

tives  4 et  si  donc  on  désigiie  par  S et  S'  les  sommes 

4 2 

des  séries  (i)  et  (2),  on  aura 


S'-S>7  et  S'-S<1; 

4 2 


les  séries  (1)  et  (2)  n’ont  donc  pas  la  môme  limite. 

Il  peut  même  arriver  que  deux  séries  formées  des  mêmes 
termes  pris  avec  les  mêmes  signes  soient  l’une  conver- 
gente, l’autre  divergente.  Les  deux  séries 


,3)  + + ^ — - 

(4)  i-i--î=  — 4=  -t-  -p  -t-  -p  — ÿÿ  -t-. . • » 

V3  V2  V5  V^7  V4 

en  offrent  un  exemple  ; ici  les  valeurs  absolues  des  termes 
sont  les  racines  carrées  des  valeurs  absolues  des  termes 
correspondants  des  séries  (1)  et  (2)  ; les  signes  sont  respec- 
tivement les  mêmes  que  dans  ces  dernières.  La  série  (3) 
est  convergente  (n°  9 / ) a cause  de  1 alternance  des 
signes  -+-  et  — ; je  dis  que  la  série  (4)  est  divergente.  En 
effet,  soient  S„,  S'„  les  sommes  obtenues  en  arrêtant  les 
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deux  séries  au  terme 


on  aura 

ya/i 


Si- 


^2.n 


y h.n 


V^/i  — 


le  dernier  des  n — i termes  de  cette  formule  est  plus  petit 
que  les  autres.  On  a donc 


le  facteur 


v7^ 


a pour  limite  ^ et  le  facteur  — i 


devient  infini  pour  n = oo  ; donc  S^, — S„  croit  au  delà 
de  toute  limite,  et  il  en  est  de  même  de  S'„. 


103.  Les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d’entrer 
étaient  nécessaires  pour  bien  apprécier  l’importance  du 
théorème  suivant  qui  se  rapporte  aux  séries  de  la  première 
espèce. 

Théorème  IV.  — Lorsqu' une  série  est  convergente  et 
quelle  reste  convergente  quand  on  y remplace  chaque 
terme  par  sa  valeur  absolue,  on  peut  intervertir  d'une 
manière  quelconque  l'ordre,  des  termes  sans  altérer  la 
convergence  ni  la  somme  de  la  série. 

Soit  la  série  convergente 

(i)  u,,  u,,  . . , 

et  supposons  que  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  forment 
aussi  une  série  convergente 

(a)  U,.  U„  U U„_, , . . . , 
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je  dis  que  la  série 

(3)  «a,  «g,  «,,•••,  Uu,..., 

dans  laquelle  les  indices  «,  (5,  y,...,  se  succèdent  suivant 
une  loi  quelconque,  est  convergente  et  a la  même  somme 
que  la  série  (t). 

En  effet,  prenons  dans  la  série  (3)  un  nombre  de  ternies 
assez  grand  pour  que  les  n premiers  termes  de  la  série  (i) 
s’y  trouvent  compris,  on  aura 

(4)  ■+•  “g  ■+■  uy  ■+■  • • • •+■  Uu  — u,  -4-  a,  -4- . . . -H  ± R, 

en  représentant  par  ± R la  somme  de  ceux  des  termes 
ua,  us, . . . , i/w  dont  l’indice  est  supérieur  an  — i . Si  «p, 
u?,  «r, . . . , u,  désignent  ces  derniers  termes,  on  aura 

± R = -+-  «,  -t-  ur  4- . . . -+-  u, , 

et,  par  conséquent, 

R<U,  + U,+  ü,+...-l-  U,. 

Soit  R„  le  reste  de  la  série  convergente  (a)  arrêtée  au 
terme  U„_,,  c’est-à-dire  la  somme  de  la  série 

U*  + TU,  4-  Un+,  -t-  U„+, 

comme  les  indices  p , < y,  r, . . . , s sont  tous  supérieurs  à 
n — i , on  aura 

R<^R„  ou  R = 8R„, 

S étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i . Par  consé- 
quent, si  S„  désigne  la  somme  des  n premiers  termes  de 
la  série  (i),  la  formule  (4)  deviendra 

“«  •+•  "g  + uy  + • • • ■+■  = S.  ± 8 R.  ; 

quand  le  nombre  n tend  vers  l’infini,  R„  tend  vers  zéro, 
par  hypothèse,  puisque  la  série  (a)  est  convergente;  d’ail- 
leurs S„  a pour  limite  la  somme  S de  la  série  (■)  ; donc  la 
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somme 

“*  + "S  + “y  "» “M 

tend  aussi  vers  la  limite  S quand  le  nombre  des  ternies 
augmente  indéfiniment. 

104.  Ml’LTIPLICATIOri  des  séries.  — Théorème  V.  — 

Soient 

( i ) »•  | »,  , », , . . , i > • • • j 

(2)  V,,  P,, 

tleuv  séries  convergentes  ayant  respectivement  pour 
sommes  S et  S'  ef  qui  restent  convergentes  quand  on  y 
remplace  les  termes  par  leurs  valeurs  absolues,  la  série 

(3)  H»|,  «•,, ....  , . . . , 

dont  le  terme  général  \v,„  a pour  valeur 

= ",  <•„  -4-  »,  <■_,  4-  «1  e„_,  4- . . . -t-  um  , »,  4-  «„  e, , 

est  convergente  et  elle  a pour  somme  le  produit  SS7  des 
sommes  des  premières  séries. 

Désignons  par  S„,  S'„,  S'  les  sommes  obtenues  en  ajou- 
tant les  n piemiers  termes  dans  les  séries  (1),  (a),  (3)  ; 
ou  aura 

S,  — »,  -I-  «,  -t-  »,  4-  . . . -t-  , 

S'„  — e,  4-  *'1  4 *’i  4-  ...  4-  lV- 1 , 

et 

S'  = 4-  te,  4-  «>,  4-  ...  4-  te,,-, , 

OU 

==  U,  •>,  4-  ( »,  4-  »,  Vt)  4-  ( H,  !•»  4 »,  v,  4-  «,  «>,)  4-  . . . 

4-  ( »,  4-  »,  e_,  4-  ...  4-  e,). 

Nous  supposerons  d'aboi  d que  les  termes  des  séries  (1) 
et  (a)  soient  tous  positifs.  Alors  le  produit  S„  S'„  contien- 
dra tous  les  termes  de  S”  avec  d’autres  ternies  positifs; 
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on  a donc 

s.s;,>s;,i 

en  outre,  si  l’on  désigne  par  m le  plus  grand  entier  contenu 

dans  -»  savoir  - ou  -»  il  est  évident  que  tous  les 

222  * 

termes  du  produit  S,„S'„  feront  partie  de  ceux  qui  com- 
posent S"  ; on  aura  donc 

s„s;„<s;,. 

Maintenant,  si  l’on  fait  tendre  n vers  l’infini,  m tendra 
aussi  vers  l’infini.  Les  quantités  S„  et  S,„  tendront  vers  la 
limite  S,  S'„  et  S',„  vers  la  limite  S';  donc  S"  est  comprise 
entre  deux  quantités  qui  tendent  l'une  et  l'autre  vers  la 
limite  SS':  en  conséquence,  S”  tend  vers  une  limite  déter- 
minée S",  et  l’on  a 

S"  = SS'. 

Supposons  maintenant  que  les  séries  (i)  et  (2)  ren- 
ferment des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs,  mais 
qu’elles  restent  convergentes  quand  on  y remplace  chaque 
terme  négatif  par  sa  valeur  absolue. 

On  a 

s.  s;,  — s'  = -t- 

+ P,  4-  <■,  4-  . . . -+•  U,  4-  »,  p._,) , 

et  nous  venons  de  voir  que  cette  quantité  tend  vers  zéro 
quand  n augmente  indéfiniment,  dans  le  cas  où  les  quan- 
tités u et  v sont  positives.  Or,  d'après  notre  hypothèse,  les 
séries  (1)  et  (2)  restent  convergentes  quand  on  y change 
le  signe  des  termes  négatifs,  donc  la  somme  précédente 

tendra  vers  zéro  avec  ^ si  l’on  y remplace  chaque  quan- 
tité u ou  v par  sa  valeur  absolue.  Or  un  tel  changement 
ne  peut  que  diminuer  la  valeur  absolue  de  la  somme  que 
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nous  considérons,  el  par  conséquent  on  a 
lim  (S„  SJ,  — S”  ) = o, 

pour  n = oo  . Ainsi  S",  tend  encore  vers  une  limite  déter- 
minée S",  et  l’on  a 

S'  = SS'. 

Remarque.  — Il  est  très-important  de  remarquer  que 
le  précédent  théorème  ne  subsiste  pas  quand  les  valeurs 
absolues  des  termes  des  séries  (i)  et  (a)  ne  forment  pas 
des  séries  convergentes.  Il  suffit  pour  s’en  convaincre  de 
prendre  pour  chacune  des  séries  (i)  et  (a  ) la  suivante  : 

ii  i i 

v'a  f'î  ^4  ^ 5 

on  reconnaît  immédiatement  que,  dans  cet  exemple,  la 
série  (3)  est  divergente. 

Expression  de  la  valeur  que  prend,  pour  x — x»  h, 
une  fonction  qui  s'annule , avec  ses  n — i premières 
dérivées , pour  x = x0. 

105.  Soient  f(x)  et  F(x)  deux  fonctions  de  x qui 
restent  continues  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
x0  et  x„  -J-  h et  qui  aient,  pour  ces  mêmes  valeurs,  des 
dérivées  déterminées.  Si  la  dérivée  F'  (x)  ne  peut  devenir 
nulle  ou  infinie  que  pour  les  valeurs  extrêmes  x0,  x0  -+-  //, 
on  aura,  d’après  le  théorème  du  n°  17, 

/(x,  h ) — /(x.)  _ /'  (x,  -(-  h,) 

F(x,+  A)  — F(jt,)~  F' (*,-+- A,)’ 

h,  désignant  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  h.  Dans 
le  cas  où  l’on  a 

/(X,)  = o,  F (x,)  = o, 
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la  formule  précédente  se  réduit  à 

, 1 /( + h)  _ f ( r‘  -+-/'■  ) 

U F(*.  + A)  ~ F'V.-t-//,)' 

Supposons  que  les  fonctions  J'(x),  V'  (.r)  restent  con- 
tinues pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x»  et  x#-4 -h, 
qu’elles  aient  dans  cet  intervalle  des  dérivées  déterminées 
/"(x),  F"(x),  et  que  F"(x)  ne  puisse  devenir  nulle  ou 
infinie  qu’aux  limites  x0,  x#  -)-  /i.  Si  l’on  a 

/'(.r,)  = o,  F'(.r,)  = o, 

on  aura  aussi,  d’après  ce  qui  précède, 

/'(r.-t-A.)  /"f  r.  H-  A,1 

F'(x.-t-/i.)  F"  ( r,  -t-  A,)  ’ 

A,  étant  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  //,. 

Supposons  généralement  que  les  fonctions  J (r),  F (x) 
restent  continues  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre 
x0  et  x0  -+-  h,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  jusqu’à  celle 
de  l’ordre  n — i inclusivement,  que  les  dérivées  d’ordre  n 
aient  des  valeurs  déterminées  et  que  la  dérivée  F(n,(x) 
ne  puisse  être  nulle  ou  infinie  qu’aux  limites  x0.  x0  -4-  /». 
Si  l’on  a 

/(•*■,)  — o,  /'(*«)  = o,...,  /("-'•  (x,;  — o, 

F(x.)=o,  F'(.r.)  = o,...,  F<— )(x.)=:o, 

on  aura  évidemment,  par  l’application  de  la  formule  (i), 

A-r.±/‘)  /'(*.+ A,)  /V.-t-A,t  _ _ /C»(r,-t-A.) 

F(x,-+-A)  F'(x,-t-A,)  F"{x,-+-A,)  ’’’_  F»">(x,-t-  A,)’ 

A,,  /»,, . . . , //„  étant  des  quantités  de  même  signe  cl  dont 
les  valeurs  absolues  forment  une  suite  décroissante.  Si  0 
désigne  une  quantité  comprise  entre  o et  i,  on  pourra 
poser 

A„=-ÔA, 
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/(x.  + /i)  _ /(*)  (X.-+-9/0 

F(x,  -t-A)  — F<">  (x,  -t-  9/i)' 

Faisons  maintenant 

F(x)  = (x  — x,)-, 

d’où 

F<“>  (x)  = n [n  — — m -H  l)  (x  — x,)*-“ 

et 

. Fi*?(x)  = 1.2.3...  n; 

les  conditions  auxquelles  F (x)  a été  assujettie  seront 
toutes  remplies,  et  la  formule  (2)  donnera 

(3)  + + 

Cette  formule  (3)  est  celle  que  nous  voulions  établir. 
Elle  suppose  la  continuité  de  J (x)  et  des  n — 1 premières 
dérivées  de  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  x„  et  x^y-h-,  elle  exige  en  outre  que  la  dérivée 
d’ordre  n ait  une  valeur  déterminée  pour  chaque  valeur 
de  x comprise  entre  les  mêmes  limites,  et  que  l’on  ait 

(4)  /(*.)  = O,  /'(x.)  = o....,  /»-\x„)  = o. 

Si  tontes  ces  conditions  sont  remplies  et  que  h soit  pris 
pour  infiniment  petit  principal,  f (x0  -J-  h)  sera  un  infi- 
niment petit  de  l’ordre  n.  O11  dit  alors  que  l’éqaation 
J (x)  — o admet  la  racine  x0  avec  un  degré  de  multi- 
plicité égal  à n. 

Formule  de  Taylor. 

106.  Soit  F (x)  une  fonction  de  la  variable  x qui  reste 
continue  ainsi  que  ses  n — 1 premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  x comprises  entre  x„  et  .r0  -+-  h,  et  dont  la  dé-  * 
rivée  d’ordre  n ait  une  valeur  déterminée.  Désignons 


t' 
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par  f(x)  le  polynôme  de  degré  n — i, 

X X, 


(■) 


T(*)  = F(x.) 


-r'{x.)-h  ,x  -x,),r 


(.r  — x,)* 


la  dérivée  d’ordre  m de  ce  polynôme  sera 

?<">  (x)  = F<">  (x.)  -f-  X~J’  FC+,>(x.)  • 


(X  — x„ 


F(—)(x.), 


1.2...  («  — m — i) 

et,  en  faisant  x = x0  dans  les  deux  formules  précédentes, 
il  viendra 

?(x.)  = F (x,),  ,<-'(*.)  =F<">(x.). 

Il  résulte  de  là  que  la  formule  (3)  du  numéro  précédent 
est  applicable  à la  fonction 

/(x)=F(x)-,(x), 

car  toutes  les  conditions  qu’exige  cette  formule  sont  rem- 
plies. On  a donc,  à cause  de  <f  (x)  = o, 

F (x,  -h  h)  — f(x,  -f-  h)  = F"(x-|-  6fi), 

0 étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i . La  valeur 
de  <f  (Xo  -t -h)  est  donnée  par  la  formule  (i),  et  l’on  a 

,P(xt*  A)  = F(x.)-t- 

•+■  :F(—)(x,)-F.—  — — FO(xa-t-  6/,). 

l . 2. ..  (n  — i)  ' i.i..  . n ' ' 

Nous  remplacerons  x0  par  x et  nous  écrirons 


.(3) 


F(x  + h)  = Ftx)  H-  r (x)  V F"(x)  . . . 


I 

A—1 


1.2...  (n  — i) 


.a 

F(—)(x)  + R„ 
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en  posant 

(4)  R„= — F<">(x  + 0A). 

La  formule  (3)  suppose,  nous  devons  le  répéter,  que  la 
fonction  F et  ses  n — i premières  dérivées  soient  con- 
tinues pour  les  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  x 
et  x -+-  A,  elle  exige  en  outre  que  la  déri\ée  d’ordre  n ait 
une  valeur  déterminée. 

Supposons  maintenant  que  toutes  les  dérivées  succes- 
sives de  la  fonction  F satisfassent  à la  condition  de  la 
continuité  et  qu’en  outre  la  quantité  Rn  tende  vers  zéro, 
quand  n tend  vers  l'infini,  on  aura,  par  la  formule  (3), 

(5)  F(x  + A)  = F(i)+jF'(r)  + ilF'W+T^3F»  + .... 

Cette  formule  (5)  est  celle  de  Taylor;  elle  donne  le  dé- 
veloppement de  F (x-4-A)  en  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  A,  quand 
les  conditions  que  nous  avons  mentionnées  sont  rem- 
plies. La  quantité  R,  déterminée  par  la  formule  (4)  est 
le  reste  de  la  série;  cette  formule  (4)  fait  connaître  ainsi 
des  limites  de  l’erreur  commise  quand  on  arrête  la  série 
au  n‘,m'  terme. 

107.  Autre  forme  du  reste.  — On  peut  donner  au 
reste  R„  une  forme  différente  de  celle  à laquelle  nous 
avons  été  conduit  et  qui  est-souvenl  utile.  Pour  l’obtenir, 
remplaçons  A par  z — x dans  la  formule  (3)  ; le  reste  R„ 
deviendra  une  fonction  de  x et  de  z , mais  nous  le  dési- 
gnerons simplement  par  f (x).  On  aura 

I F(»)  = F(x)  + F'  (x}  -t-  — F*(x)  -t-. .. 

(6)  î ' 

i (z  — x)*-* 

I H (x)  -h/ (4?)  , 

\ 1 .2. . . (/I  — I)  ' ' ' 
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et  si  l’on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  par  rap- 
port à x,  en  regardant  2 comme  une  constante,  il  vien- 
dra, toutes  réductions  faites, 


(?) 


/'(*)  = - 


(s  — -g',—  1 

I .2.  . . (/I  — I) 


F»(x). 


La  fonction  J'(x)  qui  est  définie  par  la  formule  (6)  est 
continue,  par  suite  de  nos  hypothèses,  pour  les  valeurs 
de  la  variable  comprises  entre  1 et  i + /i  = r;  on  a 
donc  (nu  14),  en  désignant  par  0 une  quantité  comprise 
entre  o et  1, 

/(z)  — f(x)  = [z  — *)/'[x-t-0(z  — *)], 

ce  qui  n’est  au  surplus  que  la  formule  de  Taylor  bornée 
au  premier  terme  et  complétée  par  le  reste.  Or,  d’après 
la  formule  (t>) , J (x)  s’annule  pour  x = z;  donc  on  a 

(8)  /(x)  — — (z—  x)/'[x  -+.  e {z  — x)]. 

Si  l’on  remplace  x par  x-4-0(z  — x),  la  formule  (7) 
deviendra 

/'  l*  -H  6 (z  - x}]  = _ (w-0  F;n,l- 


et  la  formule  (8)  donnera  ensuite 


(9) 


/(*)  = 


(1  — O)’-1  z — x)* 
1.2 . . . (n  — l) 


F<*'  [x  + 8j  — x)]. 


Remettant  enfin  x -4-  h au  lieu  de  2,  il  viendra 


(1  — fit»-'  /,* 

(10)  R„  = -i i F<"'(x  -t-  0 h). 

' 1 .2.  . . (n  — 1)  ' 

La  quantité  désignée  par  6 dans  celle  formule  11'est  pas  la 
même  que  celle  de  la  formule  (4);  mais  elle  est  comme 
celle-ci  comprise  entre  o et  1. 
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108.  Si  l’on  pose 

X = F(x) 

et 

\y  = F(.r  4-  h)  — F(x), 

les  quantités 

AF'(-r),  /i1  F"(x),  A1  F*»,... 
seront  précisément  les  différentielles  successives 
dy,  <l’y,  d'y,... 

de  la  fonction  y . Si  l’on  désigne  eu  outre  par 

d'"y 

la  quantité  A"  F"  (ar  + Oh),  qui  est  la  différentielle  n’imr 
de  y répondant  à line  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  x et  x -F-  h,  la  formule  (3)  du  n°  106  deviendra 

d'y  d'y  d*~' y d’"  y 

Ay  z=z  dy  4 4-  — r -4-  ...  4- — ; -+- 

1.2  1.2.3  1.2...  (rt — ij  1.2...  n 

Si  l’on  suppose  que  h ou  tlx  soit  un  infiniment  petit 
et  qu’on  le  choisisse  pour  infiniment  petit  principal,  rfy, 
d'y,.  • . , dn~' y seront  des  infiniment  petits  des  ordres 
respectifs  i,  a,...,  (/* — i)-,  pareillement  d'“y  sera  en 
général  un  infiniment  petit  de  l’ordre  ». 

Remarques  sur  la  formule  de  Taylor. 

109.  t°  La  formule  (3)  du  n°  106  peut  être  exacte 
jusqu'à  une  certaine  valeur  de  n,  puis  devenir  inexacte 
pour  des  valeurs  plus  grandes.  Soit,  par  exemple, 

F (x)  — [x  — X,y*  f (x)  4- 

(jl  étant  un  nombre  positif  fractionnaire,  et  les  fonctions 
tp(x),  vp  ( je)  étant  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  x0  et  xt  -+-  h.  Si  m est 
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le  plus  grand  entier  contenu  dans  p,  la  formule  (3)  sub- 
sistera pour  x — ar0,  pourvu  que  n ne  soit  pas  supérieur 
à m,  car  la  (ni  H-  i)'""*  dérivée  de  F (x)  devient  infinie 
pour  x = x0. 

a°  Il  ne  suffit  pas  que  le  second  membre  de  la  formule 
de  Taylor  soit  une  série  convergente  pour  qu’on  soit  en 
droit  d’affirmer  l’exactitude  de  cette  formule.  Par  exem- 
ple si  l'on  pose 

I 

F (x)=/(x) + 

f(x)  étant  une  fonction  à laquelle  la  formule  de  Taylor 
est  applicable  dans  l’hypothèse  de  x = x„.  on  aura,  quel 
que  soit  n, 

par  les  règles  qui  seront  établies  plus  loin.  Ainsi,  dans 
cet  exemple,  le  second  membre  de  la  formule  (5)  du 
n°  106  convergera  vers  la  limite  f(x0  4-  h)  et  non  pas 
vers  F (a-0  -+-  h).  Pour  pouvoir  faire  usage  de  la  formule, 
il  faut  donc  avoir  établi  que  le  reste  R„  tend  vers  la 
limite  zéro. 

3°  Si  l’on  arrête  la  série  de  Taylor  à un  terme  quel- 

f<— 0(x1  . . , 

conque  u„  = — — qui  ne  soit  pas  nul,  on  peut 

prendre  h assez  petit  pour  que  ce  terme  surpasse  en  va- 
leur absolue  le  reste  R„.  En  effet,  on  a R, i—i  — u„  ■+■  R.,) 
d’où 

R„  _ R '>fjr  -4- &A)  — F<— •>(*) 
ü,  ~ !Tm  F(— )(j)  _ ’ 

ce  rajiport  est  infiniment  petit  en  même  temps  que  /»;  il 
sera  donc  moindre  qu’une  quantité  quelconque  donnée,  si 
l’on  donne  à h une  valeur  suffisamment  petite. 

4°  Si  pour  chaque  valeur  de  la  variable  comprise 
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entre  i cii+J  la  dérivée  d’ordre  n de  F reste  unie 
quel  que  soit  n,  la  formule  de  Taylor  a lieu  nécessai- 
rement. 

En  effet,  l’expression  du  reste  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


h 

t 


h h 

2.  3 


• - X F(*J  (x-h  Oit  . 
n 


Quelle  que  soit  la  valeur  donnée  de  h,  le  nombre  i de 
celles  des  fractions 


qui  sont  inférieures  à une  quantité  donnée  or,  est  limité. 
Désignons  par  1*„  le  produit  de  ces  i fractions  multiplié 
par  F(n)  (x  Ô/i)*  qui  est  par  hypothèse  une  quantité 
linic,  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  R„  sera  infé- 
rieure à la  valeur  absolue  du  produit  P„a”~'.  On  peut 
prendre  pour  a une  quantité  quelconque  inférieure  à 
l’unité;  alors  a"~‘  tend  vers  zéro  quand  n tend  vers  l’in- 
fini, tandis  que  P„  conserve  uue  valeur  finie;  donc  R„ 
tend  vers  la  limite  zéro. 


Formule  de  Maclaurin. 


110.  Si  l’on  fait  x =.  o dans  la  formule  (3)  du  n"  100 
et  qu’ensuite  on  écrive  x au  lieu  de  A,  il  viendra 

( F(x)  = F (o)  -t-  y F' (o)  -t-  ~~  F"  (o)  -4-  . . . 

(,) 

en  même  temps,  les  formules  (4)  et  (to)  du  même  nu- 
méro donneront 

(2)  R"=  , a*". . n F"  (^J) 

I.  il 
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'3) 


R.  - 


( I — © — " .r* 

* _ 

1.2...  ( « — I ) 


F":9x), 


8 désignant  dans  la  formule  (a)  et  dans  la  formule  (3) 
une  quantité  comprise  entre  o et  i.  Rappelons  enfin  que 
la  formule  (i)  suppose  que  la  fonction  F reste  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  zéro  et  x. 

Si  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  F satisfont  à la 
condition  relative  à la  continuité  et  que  la  quantité  R„ 
tende  vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini,  la  formule  (i) 
donnera  la  valeur  de  F(.r)  développée  en  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  x , savoir  : • 


(4>  F [x)  F 'o)  4-  - F'  (o) 


■c1  'J 

F «ji  ■+-  F oi  -f- 

1.9  I .9.  J 


La  formule  (4)  est  celle  de  Maclaurin;  la  formule  (a) 
ou  (3)  fait  connaître  des  limites  de  l’erreur  commise 
quand  on  arrête  la  série  à un  terme  quelconque. 

Remarqijf..  — La  formule  de  Maclaurin  résulte  immé- 
diatement de  celle  de  Taylor,  mais  la  réciproque  a lieu 
aussi.  On  obtient  effecliv cment  la  formule  de  Taylor  en 
appliquant  celle  de  Maclaurin  à la  fonction 

f[x)  --  F(-r  -t-  A ), 

et  en  changeant  ensuite  h en  x. 

La  formule  de  Maclaurin  a lieu,  comme  celle  de 
Taylor,  lorsque  la  dérivée  d’ordre  n de  la  fonction  F 
reste  finie,  quel  que  soit  n,  pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  zéro  et  x. 

111.  Tout  développement  d'une  fonction  F (x)  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
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croissantes  de  x est  nécessairement  identique  avec  celui 
qui  est  fourni  par  In  formait-  de  Mnclaurin. 

Car  supposons  que  l’on  ait,  par  la  formule  de  Mac- 
latirin, 

F [ -r  ) V A , -t-  A , -r  -+-  A)  •»  ', .... 

et  que  l’on  ait  trouvé,  par  une  voie  quelconque, 

F(  je  ) — -t-  «,  x -t-  it,  .r*, .... 

les  deux  séries  étant  supposées  convergentes  pour  les  va- 
leurs de  x comprises  entre  zéro  et  une  certaine  limite  X. 
on  aura 

A,  -t-  A,  x -t-  A.. -t-  . . . .•  a,  -t-  a,  j-  -I-  a , x’  -t-  . . . . 


Cette  égalité  avant  lieu  pour  x = o,  on  en  conclut 

A,.  A.,  t 

et  1 on  a,  par  suite, 

A,  a-  -t-  A:  .r’  a,  ./■  -t-  «,  .r1  -t-  . . . , 

ou 


A I -t  - A;  x -!- 


n,  -+■  n,  .r  + . 


pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  zéro  et  X. 
L’hypothèse  x = o donne  ensuite 


puis 


A, 


A;  -+-  A,x  -t- 


Uj  -t-  a , ,r  -t-  . 


ce  qui  donne 
et  ainsi  de  suite. 


A - a„ 


Développement  de  la  Jonction  ex  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  de  x. 

112.  Les  dérivées  successives  de  la  fonction  c1  sont 
égales  à cette  fonction  et  ainsi  elles  restent  finies  quelle 

1 1 
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que  soit  la  valeur  attribuée  à x.  Il  résulte  de  là  (n°  110) 
que  la  fonction  cT  est  développable  en  série  convergente, 
d’après  la  formule  de  Maclaurin,  pour  toutes  les  valeurs 
de  x comprises  entre  — 00  et  + 00  . La  fonction  et  ses 
dérivées  se  réduisant  à l’unité  pour  x = o,  on  a 


0) 


x -r’  jt1 

r*  — I -f- 1 ! 

1 1.2  1 . 2 . 3 


et  le  reste  de  la  série  correspondant  au  n"mr  terme  est 


(*) 


I . 2 . . . // 


Si  a désigne  un  nombre  positif  quelconque  et  qu’on 
remplace  x par  xlogfl,  la  caractéristique  log  expri- 
mant un  logarithme  népérien,  il  viendra,  à cause  de 

exloi«  _ a. 


(3) 
et 

(4) 


t 


lqg]  <■/ 
1 . 2 


x*  log’ a 
1.2.3 


R„ 


x"  log"  ri  , 
„ 

1 . 2 . 3 ...  « 


113.  Remarque  sur  le  nombre  e.  — Il  est  facile  d'éta- 
blir que  non-seulement  le  nombre  e est  irrationnel,  mais 
aussi,  comme  l’a  remarqué  M.  Liouville,  qu’il  11’esl  pas 
racine  d’une  équation  du  deuxième  degré  à cocfliciciits 
entiers.  En  effet,  si  e est  racine  d'une  telle  équation,  on 
aura 


S 

e 


7» 


a,  6,  y étant  des  nombres  entiers  positifs;  or  on  a.  par 
les  formules  (1)  et  (2), 

11  1 r 9 

C — I -+- \ b • • • -f- : ; -b * 

i 1.1  1.2...  \n  — 1)  l.l...  n 


1 

- c~'  — 1 


1 


1’ — iïn-'  { — 1 Y e À 

i .1 ...  n 


I 


1 . 2 


• ••*+■ 


1 .2...(«  — |) 
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0 et  X étant  des  nombres  compris  entre  o et  1 . La  substi- 
tution de  ces  valeurs  donne  , 


al  i H h . . . - 


1.2...  (n  — i 


1.2 ...  n J 


— S f 1 — - -t-  ...  H î — — -+-  * — — — \ =±y, 

\ 1 i . 2. ..  [ n — l ) i.2 ...  n J 

puis,  en  multipliant  par  i . a. . . (n  — i),  on  a 

xe‘  ±( — i V'Gi"- ' 


u étant  un  entier.  Comme  on  peut  prendre  le  nombre  n 
pair  ou  impair  à volonté,  on  est  maître  du  signe  de 
± ( — i)",  et  en  adoptant  le  signe  -I-  on  aura 


u * 


(*• 


Cette  égalité  ne  peut  évidemment  avoir  lieu,  car  le  second 
membre  est  un  nombre  entier  et  le  premier  membre  est 
une  fraction  positive  qui  peut  être  aussi  petite  que  l’on 
veut;  donc  notre  proposition  se  trouve  établie. 


Développement  des  Jonctions  eos  x et  sin  x en  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  x. 

1 14.  Les  dérivées  d’ordre  n des  fonctions  cosx  et  sinx- 
sont  respectivement 

x n - j i sin 

z étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i.  Ces 
dérivées  restent  donc  finies  quelle  que  soit  la  valeur  que 
l’on  attribue  à .r,  et  il  en  résulte  (n°  HO)  que  les  fonc- 
tions cosx  et  sin  x sont  développables  en  séries  conver- 
gentes, quel  que  soit  x,  par  la  formule  de  Maclaurin. 


Digitized  by  Google 


CALCUL  DIFFERENTIEL. 


l66 

Pour  r — o,  les  valeurs  de  la  fonction  cosx  et  de  ses 
dérivées  forment  une  suite  périodique  dont  la  période  est 

i,  o,  — i,  o; 

pareillement  les  valeurs  de  la  fonction  sinx  et  de  ses  dé- 
rivées forment  une  suite  périodique  dont  la  période  est 


o,  i,  o,  — i. 

On  a donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre 
— oc  et  -4-  no  , 


( i ) cos  r - i 


x' 

i .2. 


a. 3. 4 O"-.’ 


X .r'  X 

sinx  = . -f- ...+  (—  i 

I 1.2.3  1.2 


i.a ...  mu 
( 2 rn  ■+-  i ) 


Pour  avoir  le  reste  de  la  série  (i)  arrêtée  au  terme  de 
degré  un,  on  peut  faire  n = aut-t-  a dans  la  première 
des  formes  générales  de  R„,  et  il  vient  alors 


(3) 


R 


ta  ^ î 

cos  [ 9x  -t-  ( m -t-  i ) irl; 

.a . . . (a rn  + 2) 


de  même  le  reste  de  la  série  (a)  arrêtée  au  terme  de 
degré  awi  -f- 1 sera 


(4>  ”,  , cosje.i 


[m  - f- 1 ; jr J. 


Si  l’arc  x est  compris  entre  zéro  et  - ? et  que  l’on  donne 

à m les  valeurs  successives  o,  t,  a,  3,...,  l’expression 
précédente  de  Rs„+.  ou  de  R,„,+a  sera  alternativement 
positive  et  négative;  il  s’ensuit  que  si  l’on  arrête  la 
série (i)  ou  (a)  au  premier  terme,  au  deuxième  terme,  etc., 
on  aura  une  suite  de  valeurs  alternativement  plus  grandes 
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et  plus  petites  que  cosx  ou  sinx.  Ainsi,  en  particulier, 


1,  cos.r  > 1 — — » 


cos.c  < r 


— -+- 

a 


.2.3.4 


sin  x > . 

1 1 . 2 . 3 


sin  .r  < 5 -4-  - , 

1 1 . a . 3 . 1 . 2 . 3 . 4 • S 


Développement  de  la  Jonction  log(t  4-x)  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x. 

115.  On  a,  en  désignant  par  la  caractéristique  log  un 
logarithme  népérien, 


d log  (1  -t-  x) 1 


tlz 


I -4-  x 


et  généralement 


dn  log  ( 1 -4*  x ) 

,U-  ~ ~ 


. 2 . 


("  — l)  (l  -4-  -r)-. 


Pour  x — o,  ces  expressions  se  réduisent  respectivement 
à 1 et  ( — i)'“rl  1.2...  («  — 1),  log  (1  -+-  x)  s'annule;  on 
a donc 


(1)  log  ( I -t-  -r  ) 
puis 

(2) 


R, 


(—  1 y-1  x- 

n [i  -t-  Ox 


OU 

(3) 


R.= 


( — f )•— * ( ■ — 9y-'.r" 

: I O r-  )- 


I 

-f- 

//  — I 


si  donc  le  reste  R„  tend  vers  zéro  quand  n tend  vers  l'in- 
fini, on  aura,  par  la  formule  de  Maclaurin,  • • 


!4) 


lug(l  -4-  x)  — - 


T2  J.' 


X* 
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La  série  contenue  dans  cette  formule  n'est  pas  conver- 
gente lorsque  la  valeur  absolue  de  x est  supérieure 
à i,  car  le  rapport  du  (n-t-i  )'*"•'  terme  au  précédent, 

savoir  — — — , tend  vers  la  limite  x quand  n tend  vers 

i H — 


• n 

l’infini.  Ainsi  la  formule  (4)  ne  peut  subsister  que  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  — t et  +•  1 . 

Pour  reconnaître  si  le  reste  R„  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  l'infini,  nous  distinguerons  deux  cas,  suivant 
que  x est  positif  ou  négatif. 

i"  Si  l’on  ar^o,  nous  emploierons  la  forme  (2)  du 
reste,  savoir 


R.  = (-!)-'  * V; 

v n \ 1 -t-  827 


I / x \ * 

lorsque  x est  <T  1 , les  deux  facteurs  - et  { — 1 tendent 

* n \i-i-6xj 

l’un  et  l'autre  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment; 
dans  le  cas  de  x — 1 , il  se  peut  que  le  deuxième  facteur 
ne  décroisse  pas  indéfiniment,  mais  il  reste  toujours  infé- 
rieur à 1 . Donc  le  reste  R„  tend  vers  zéro  et  la  formule  (4) 
a lieu. 

2°  Si  l’on  a x<^o,  nous  emploierons  la  forme  (3)  du 
reste,  et  en  posant  à'  = — z,  il  viendra 


Lorsque  z est  1,  la  valeur  absolue  du  premier  facteur 
est  toujours  une  quantité  finie  inférieure  à — - — ; quant 

au  deuxième  facteur,  il  est  inférieur  à z"~' , et  par  consé- 
quent il  tend  vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini.  Donc 
la  formule  (4)  a lieu  pour  les  valeurs  de  x comprises 
entre  o et  — 1 . Dans  le  cas  dex  = — 1 , les  deux  membres 
de  celte  formule  deviennent  infinis  (n°  99). 
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O11  voit  en  résumé  que  la  formule  (4)  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  — 1 et  + 1 . 

Remarque.  — Dans  le  cas  de  x jiositif,  le  reste  R„  a le 

• JJ** 

signe  de  ( — i)'1-'  et  sa  valeur  absolue  est  moindre  que  — > 

d’après  la  formule  (a);  ce  reste  peut  donc  se  représenter 
encore  par  la  formule 


0 étant  une  quantité  comprise  entre  o et  1 . 

Dans  le  cas  de  x négatif  et  égal  à — z , si  l’on  a *<i, 
— R„  est  le  produit  de  deux  facteurs  positifs  qui  sont  res- 
pectivement inférieurs  à — — et  z"-1,  on  peut  donc  écrire 


R„=  - 


Si" 

ni  — z ) ' 


B — I 


9.r» 

I — ; - 1 

n ( 1 -+-  x) 


0 étant  toujours  une  quantité  comprise  entre  o et  1. 

Ainsi,  l’on  a,  en  désignant  ici  par  x une  quantité  com- 
prise entre  o et  1,  et  par  0,  (/  deux  quantités  également 
comprises  entre  o et  1 , 

Ox» 

log  (1  x)  X , 


Iog(l— x}=  — X — 


9’.r> 

2(1  — X) 


Formules  relatives  au  calcul  fies  logarithmes. 

1 16.  Calcul  des  logarithmes  népériens.  — La  quan- 
tité x étant  comprise  entre  o et  1,  011  a les  deux  formules 


, , . . X X1  XJ  X1 

(.)  log(l  -t-x)=  - — _ + _ — _ -T- 

,r  ,r*  2J  .7:* 

(a)  .og(,-x)=-T-T---T 
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et,  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre,  il  vient 

i -t-  -T 


(3) 


lo" 


ix  ry  .r'  \ 

1.\T  + 3 5 


Posons,  dans  la  formule  (i),  x=  — 7 ce  qui  donne 
log  (i  -(-  .r)  = log  (N  -+•  /;)  — logN,  il  viendra 


(4)  log  f N -h  h)  — log  N - £ - ■ 

faisons  ensuite,  dans  la  formule  (3), 


2»  +A 

on  aura 

log  (N  -+-  A)  — log  N 


d’oi'i 


A3 

a N3 


N 4-  A 
N 


J 


(5) 


* h k'  A‘ 

f ‘ +3;îN  + «; 4 5 sN  + //  : "K  ' 


Les  formules  (4)  et  (5)  peuvent  être  employées  pour 
calculer  le  logarithme  népérien  d’un  nombre  N -+-  h, 
quand  le  logarithme  de  JS  est  connu.  I.es  séries  contenues 
dans  ces  formules  sont  très -convergentes,  dès  que  N est 
un  peu  considérable  relativement  à h.  On  a,  en  parlicu- 


lier, 

pour  h = 

= », 

(6) 

log  N -+ 

i ) — log  N 

— logN 

(7) 

j log  (N  -t- 

• 

2N  + 1 

i 

N 


aN3  4 3JV 


117.  Module  des  logarithmes  vulgaires.  — On  a 

,.!.•!  r — ; lO1  111  ,"1»' 

puisque  chacune  de  ces  expressions  est  la  valeur  de  x;  en 
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prenant  les  logarithmes  népériens  de  part  et  d'autre,  on  a 
iog.r  = log  vulg.r  X log  IO, 


et,  en  faisant 
(8) 

il  vient 


M ^ ; , 

log  10 

log  Volga-  — : logx  X M. 


Ainsi  l’on  obtiendra  les  logarithmes  vulgaires  en  multi- 
pliant les  logarithmes  népériens  par  le  nombre  constant  M 
qu'on  nomme  module  des  logarithmes. 

Les  formules  du  numéro  précédent  fournissent  le  moyen 
de  calculer  M ; d’abord  la  formule  (7)  donne,  pour  N = t, 


(9) 


1 1 


•)< 


la  formule  (5)  donne  ensuite,  en  faisant  N = 8,  h = 2, 

(10)  log  10  — 3log2  + 2 / - + ' - -t-  - ' 

\9  3-9  5 9 

et  l’on  a,  en  conséquence,  par  les  formules  (8),  (9),  (10), 


■ ,,  1 

M =b(  3 


3.3‘ 


! 1 \ 
3 t)’  + 5.(j‘  ^ J 


Les  séries  qui  ligurent  dans  cette  formule  sont  suffisam- 
ment convergentes  ; mais  on  peut  en  obtenir  une  infinité 
d’autres,  dans  lesquelles  les  termes  décroissent  plus  rapi- 
dement. Par  exemple,  si  l'on  fait,  dans  la  formule  (5), 
N = 4096'  = 2”,  h = 4,  d’où  N -4-/1  = 4100,  et,  dans 
la  formule  {7),  N = 4°  — >o,  il  viendra 


log  4 1 -4-  2 log  10 

log  4' 


. 2 'ob.  a -f-  a ( 20'4^  h-  à -S-  . . . ) , 
^.0+21082  + 2(^  + 3^+.. 
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en  éliminant  log4i  et  log 2 entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion (to),  il  vient 

70  + + ) 

\2049  jaoqi)1  / 
si  r on  calcule  chaque  terme  de  la  formule  (1 1)  ou  de 
la  formule  (12)  avec  vingt-huit  décimales,  de  manière  à 

pouvoir  en  conserver  vingt-cinq  dans  les  valeurs  de  i 
et  de  M,  on  trouvera 


( * 3)  — = 2,3o258  5og2y  ig{o45  (i84oi  -9914.  . • * 

( 1 4)  M — 0,43429  44819  o3a5i  8?.^G5  11289.... 

118.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  — Les  for- 
mules (4)  et  (5)  s’appliqueront  aux  logarithmes  vulgaires, 
si  l’on  multiplie  leurs  seconds  membres  par  le  module  M. 
On  a donc 


l log  (N  H-  h)  — log  N - . M 

h A3  A' 

N ~ 2N>  _t‘  3N3  _ 

(>5) 

1 log  (N  4-  h)  — log  N m 2 M 

h A3 

_?.N-t-A  4'  3(?.N  + /ij: 

et,  en  faisant  A = 1 , 

(r(i) 


| log(N-M)  — logN:=M 
f log(N-Hi,'  — logN  = aM 


["  I î r 

I S ~ âri1  + 3N3 

Il  I 

■ ■ -4-  1 * *4”  . . . 

_îN-f  1 3(2N-4-i)3 


Le  module  M étant  connu,  ou  pourra  faire  usage  des 
formules  ( 1 5 ) et  (16)  pour  le  calcul  des  logarithmes 
vulgaires. 
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119.  Remarque  sur  l’emploi  DES  TABLES  DE  LOGA- 
RITHMES. — Quand  on  l'ait  usage  des  tables  de  loga- 
rithmes, on  suppose  que  les  petits  accroissements  des 
nombres  sont  proportionnels  aux  accroissements  corres- 
pondants de  leurs  logarithmes.  Nous  allons  établir  que 
cette  proportionnalité  peut  être  admise  pour  l’approxi- 
mation qu’on  prétend  obtenir.  A cet  eflet,  reprenons  la 
formule 

6x2 

'og(i  + *)  = * 

obtenue  au  n°  llo,  et  dans  laquelle  x désigne  un  nombre 
donné  compris  entre  o et  i , 0 une  quantité  positive  infé- 
rieure à i . Multiplions  le  second  membre  par  le  module  M 
afin  de  passer  aux  logarithmes  vulgaires,  et  remplaçons  x 

par  s»  il  viendra 

(<:)  l«g(N  -+-  A;  — logN  = M ^ 

on  aura  aussi  en  faisant  h = i et  en  écrivant  6'  au  lieu 
de  0, 

(18)  log(N  -+-•)-  logN  - -M 

Posons  . 

log  (N  -t-  h)  — log  N — i.  log(K  -4-  i)  — logN  = D, 
puis 

A 

(19)  A = AD  + «,  /i— g-+-B, 

£ sera  l'erreur  commise  dans  le  calcul  du  logarithme  de 
N -+-  h,  au  moyen  des  tables,  et  en  admettant  la  propor- 
tion 
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pareillement  »!  sera  l’erreur  commise  dans  le  calcul  d’un 
nombre  dont  le  logaritlunc  est  donné,  quand  on  fait  usage 
de  la  même  proportion. 

Si  l’on  remplace,  dans  les  formules  (19)  A et  1)  par  les 
\ alcurs  tirées  des  formules  (17)  et  (18),  il  viendra 


1 


M [O'/i  — & A1) 
2.V 


ü 


S/|*—  S'A 
2 N — V ' 


or  h,  ô,  & sont  compris  entre  o et  1 et  M est  — » 

donc 


dit  < 


on  a 


±e  et  ±r.  étant  les  valeurs  absolues  de  £ et  r,.  On  voit 
que  si  N est  supérieur  à 10000,  l’erreur  ± t est  moindre 
que  le  quart  d’une  unité  du  huitième  ordre  décimal  ; pa- 
reillement l’erreur  relative-^/'  est  moindre  qu’une  demi- 

unité  du  huitième  ordre  décimal.  Donc  l’emploi  de  la 
proportion  (20)  est  légitime  quand  on  se  borne  à sept 
ligures,  soit  qu’il  s’agisse  de  calculer  le  logarithme  d’un 
nombre  donné,  soit  qu’on  veuille  au  contraire  calculer  le 
nombre  qui  répond  à un  logarithme  donné. 


* Formule  du  binôme. 

120.  L’expression  («  -t-  b)'"  est  susceptible  de  plusieurs 
valeurs,  excepté  dans  le  cas  où  m est  égal  à un  nombre 
entier  positif  ou  négatif.  Mais  si  a -+-  b est  positive,  l’une 
de  ces  valeurs  est  réelle  et  positive,  c’est  la  seule  que  nous 

considérons.  Si  l’on  pose  - = x,  notre  expression  sera  le 

produit  de  a”  par  (1 -t cette  dernière  fonction  est 
celle  dont  nous  avons  à nous  occuper  et  que  nous  nous 
proposons  de  développer  en  série  ordonnée  suivant  les 
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puissances  entières  de  x.  On  a 
rf"(r+.r" 

- - — -:/«(/«  — i ) ...  (m  — n -+-  l)  (l  -t-  x 

celte  dérivée  sc  réduit  à 


m (m  — 1 ) . . .(ni  — n -t-  i ) 

pour  x = o;  par  conséquent  on  a 


( {l-t-x)"  = 

m 

H Z -4- 

i 

m(m  — i 1 m ( m 

r1  -+- 

t .2 

— i l Un  — 2' 

..  r!  4- 

1.23 

1 

m ( m - 

■4-  - 

l 

- i ) . (ni  — n + 2) 

. 2 . . ; Il  — 1 ) 

x*-1  -+-  R., 

Cl 

(2) 

R„  -- 

m Km  — i } . 

. .[ni  — n H-  i ; 

-r *"(» 

S. . .n 

-t-  ®xy-, 

i . 1 

OU 

(*)• 

R 

m [m  — i ) . , 

. Am  — n -t- 1 ) 

0)—(i-t-8x)— , 

12.3. 

..(«  — !)  ^ ‘ 

i. 4 


©désignant,  comme  à l’ordinaire,  une  quantité  comprise 
entre  o et  i . Knfin,  si  R„  tend  vers  zéro  quand  n tend  vers 
l’infini,  on  aura 


tu  m i tu  — i 

(H-  x ™-  !+-x  + 

i 1.2 


m ( m 

.r-  H ' — 


— l)(<n  — 
l .2.3 


a) 


r» 


ce  qui  est  la  formule  du  binôme  pour  un  exposant  quel- 
conque. 11  esl  presque  superflu  d’ajouter  que  cette  formule 
sc  termine  d’ellc-mème,  quand  m est  un  entier  positif; 
nous  faisons  abstraction  de  ce  cas. 

Le  rapport  du  (n  + 1)’*"*  terme  au  n'rmr  terme  de  la 

.....  m — n -I- 1 ( w 4-  i \ 

sene  (4)  est  — x ou  — I i — j x,  quantité 

qui  tend  vers  la  limite  — x,  quand  u tend  vers  l’infini; 
il  résulte  de  là  que  la  formule  (4)  ne  peut  subsister  que 
si  x est  comprise  entre  — i et  -+- 1 , puisque,  dans  le  cas 


Digitized  by  Google 


CALCt  L DIFFÉRENTIEL. 


I76 

contraire,  les  valeurs  absolues  des  termes  de  la  série 
croissent  constamment  à partir  d’une  certaine  limite. 

Nous  supposerons  d’abord  x comprise  entre  o et  1 ; 
alors 011  a,  en  employant  la  forme  (2)  du  reste, 

[mx  {m  — 1 ) x ( m — 2'x  1 m — * + i)rj  1 

1 2 3 n J (n-  tix)"-  “ 


La  quantité  entre  crochets  tend  vers  zéro  quand  n tend 
vers  l'infini  ; en  effet,  quand  n augmente  de  1 , elle  acquiert 

le  facteur  — x j qui  tend  vers  la  limite  — x, 

lorsque  n augmente  indéfiniment.  11  s’ensuit  que  la  quan- 
tité dont  nous  parlons  est  un  produit  dans  lequel  les  fac- 
teurs plus  grands  que  i,en  valeur  absolue, sont  en  nombre 
limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  dont  la  valeur  abso- 
lue est  inférieure  à 1 et  même  inférieure  à une  quantité 
quelconque  comprise  entre  x et  1,  peut  devenir  plus  grand 

que  tout  nombre  donné.  Quant  au  facteur  , ■ ■ * il 

t x (i-4-Gx)»-" 

peut  avoir  l unité  pour  limite,  si  la  limite  de  0 est  nulle, 
mais  en  aucun  cas  il  11e  surpassera  l’unité.  11  résulte  de  là 
que  R„  tend  vers  zéro,  si  x est  positive  et  inférieure  à 1, 
et,  dans  ce  cas,  la  formule  (4)  a lieu. 

Supposons  maintenant  que  x soit  comprise  entre  o 
et  — 1;  nous  poserons  x = — z et  nous  emploierons  ici 
la  forme  (3)  du  reste.  On  a 


( m — «4-1 
« — 1 


ni  z 


Lorsque  n tend  vers  l’infini,  le  facteur  entre  crochets  tend 
vers  zéro,  ainsi  qu’on  l’a  vu  dans  le  cas  précédent.  Quant 

(1 0 \ « — • 

J ■>  il  tendra  aussi 

vers  zéro,  à moins  que  la  limite  de  Q 11c  soit  zéro:  mais 
alors  sa  valeur  sera  finie  et  égale  au  plus  à m s.  Il  résulte 
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de  là  que  R„  tend  vers  zéro;  et  en  conséquence  la  for- 
mule (4)  subsiste  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  o 
et  — i . 

121.  L’analyse  précédente  montre  que  la  formule  (4) 
a lieu  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  — i et  4-  î ; 
mais  bile  n’apprend  rien  à l’égard  des  valeurs  limites 

— î et  —J—  i . Je  dis  que  si  la  série  (4)  reste  convergente 
pour  x = ±i,  la  somme  de  cette  série  sera  égale  à 
(irti)";  en  ell'et,  les  deuV  membres  de  la  formule  (4) 
étant  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre 

— i et  -4-i,  et  chacun  de  ses  membres  tendant  vers  une 
limite  déterminée,  quand  x tend  vers  la  limite  dti,  ces 
limites  sont  nécessairement  égales  entre  elles.  La  for- 
mule (4)  subsiste  donc,  pour  les  valeurs  limites  — i et 
-f-i,  pourvu  que  la  série  du  second  membre  reste  con- 
vergente; il  est  facile  de  déterminer  dans  quels  cas  cette 
convergence  persiste.  Lorsque  r = ±t,  le  rapport 
du  (/i -+- terme  de  la  série  (4)  au  n‘i"‘  terme  est 

qp  | i — j ; donc  si  m -I-  i est  un  nombre  négatif, 

les  valeurs  absolues  des  termes  seront  constamment  crois- 
santes et  la  série  sera  divergente;  ainsi  nous  devons  sup- 
poser rn  -4-  i positif. 

Désignons  par  u„  la  valeur  absolue  du  n'eme  terme  de 
la  série  (4)  dans  l’hypothèse  de  x — ± i , et  par  vm  le 
n‘ime  terme  de  la  série 

iiii 
jin-n’  3*+'  4»+' 

on  aura 

«„4- 1 m -4-  I «•„+!  _ 

U.  ~ n <•„ 

La  formule  du  binôme  est  applicable  à la  fonctiou 
I.  12 
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Ij8 


|l  + - 

V " 


1 ^ -(•»+!) 


: en  se  bornant  à deux  ternies  on  a 


•Vm  _ , m ^l1  ■+  1 ) ( m -4-  1 ) 


et  comme  (m  4-  1)  esl  positif,  on  aura 


kp 


- > — on  — < - 


Soit,  pour  une  certaine  valeur  de  n\ 

»n  . . 

— = A,  OU  ttm~  Avm9 

on  aura 

, «.-H  < » I tfB+J  W«+3  < ^«+J»  • • • î 

or  la  série 

(5)  /•<',,  iv,t  Xi-,,..., 

esl  convergente  quand  m esl  positif  (n°  99)  ; donc  la  série 


Itf  y //,  y H y y . • . , 


est  aussi  convergente.  Ainsi,  dans  le  cas  de  r/i^>o,  la 
formule  (4)  subsiste  pour  jr  = ±i,  et  l’on  a 

„ ni  m ! ni  — 1 ) m [m  — 1 ] ( m — 2 ) 

(6)  »■=!+-  -i -H -4-..., 

' I 1.2  I .2.3 


(7)  O = » — 7 + —TT 


m (ni  — 1)  m ( m — 1 )(m  — 2) 

1.2  1 .2.3 


Lorsque  rn  est  négatif,  le  premier  membre  de  la  for- 
mule (4)  est  infini  pour  x = — 1,  et  la  série  du  second 
membre  esl  toujours  divergente.  Mais  cette  série  est  con- 
vergente pour  x = + 1 si  m est  compris  entre  o et  — 1, 
et  en  conséquence  la  formule  (6)  subsiste  pour  ces  va- 
leurs de  m.  En  elfel,  les  termes  de  la  série  (6)  sont  altcr- 
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nativement  positifs  et  négatifs  dans  notre  hypothèse,  et 
leurs  valeurs  absolues  décroissent  indéfiniment,  puisque 
ces  valeurs  sont  respectivement  moindres,  à partir  d’un 
certain  rang,  que  les  termes  correspondants  de  la  série  (5). 


Développement  de  la  fonction  f(x-y  h)  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  h , dans  les  cas  où 
la  formule  de  Taylor  n a pas  lieu. 


122.  Si  la  fonction  f(x)  ou  quelqu’une  de  ses  dérivées 
devient  discontinue  quand  la  variable  x atteint  la  valeur 
particulière  Xo,  la  quantité  f(x0-hh)  ne  peut  plus  être 
développée,  par  la  formule  de  Taylor,  eu  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  A.  Mais,  ' 
si  l’on  admet  des  puissances  négatives  ou  fractionnaires 
de  A,  il  peut  arriver  que  f(xt  -+-  A)  soit  encore  dévelop- 
pable en  une  série  convergente*,  dans  ce  cas,  ou  calcule 
successivement,  comme  nous  allons  l’indiquer,  les  divers 
termes  de  la  série. 

Si  la  fonction  J (x)  a une  valeur  finie  A différente  de 
zéro,  pour  x = x0,  et  qu’elle  soit  continue  pour  les  va- 
leurs de  x comprises  entre  xc  et  x0  4-  A,  on  aura 

(i)  /(■*.-+-  /')  = A -I-  s, 


e désignant  une  quantité  qui  s’annule  avec  A. 

La  fonction  f(x)  étant  toujours  continue  de  x0  à 
x0  -+-  A,  supposons  qu’elle  s’annule  pour  x = x0  et  que, 
A étant  pris  pour  l’infinimeut  petit  principal,  on  puisse 
trouver  un  nombre  positif  n,  entier  ou  fractiounaire,  qui 
représente  l’ordre  infinitésimal  de  f(xt  + A).  On  aura, 
dans  cette  hypothèse, 


lin /J  *+.*1=  A, 

A' 


i?.. 
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A étant  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  et  par  con- 
séquent on  aura  aussi,  eu  désignant  par  e un  infiniment 
petit, 

(a)  /(x,-h  A)  = /i"(A  4- f). 

Enfin  si  la  fonction f (x)  devient  infinie  pour  x=.r0el 
que  l'on  puisse  trouver  un  nombre  positif  m qui  exprime 

l’ordre  infinitésimal  de  f(x0  -h  f>)  relativetacnt  à j-,  de 
manière  que  l’on  ait 

lim hmf{x,  -f-  h)  — A, 

A étant  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  on  aura 

• (3)  /(*.+  /.)  = £ (A + .), 

formule  où  e désigne  toujours  un  infiniment  petit. 

La  formule  (2)  comprend  la  formule  (3)  quand  on  at- 
tribue au  nombre  n la  valeur  négative  — m;  elle  com- 
prend aussi  la  formule  (1)  si  l’on  admet  pour  n la  valeur 
zéro.  Ainsi  dans  les  trois  cas  que  nous  avons  examinés, 
on  a en  écrivant  x au  lieu  de  ,r0  H-  h , 

(4)  /(*)  = (*  — *•)•/>(*)» 

n étant  un  nombre  positif  nul  ou  négatif  et  J\  (x)  une 
fonction  qui,  pour  x — x0l  prend  une  valeur  finie  A dif- 
férente de  zéro.  La  fonction 

■/>(•*)  — A 

s’annulant  pour  x = .r0,  si  l'on  peut  trouver  un  nombre 
positif  n,  — n qui  exprime  son  ordre  infinitésimal  relati- 
vement à li  = x — x0,  011  aura  de  même 

/(*)  — A = (*  — *,)••— /,(*), 
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/,  (x)  étant  une  fonction  qui,  pour  x = x0,  prend  une 
valeur  finie  A,  différente  de  zéro.  Alors  la  formule  (4) 
deviendra 

(5)  /(•#)  = A(x  — x,)*  -t-  (x  — x„)"i  /:(.r). 

La  fonction 

/i  (■'  ) — A, 

s'annule  encore  pour  x — x„  et  si  l’on  peut  trouver  tin 
nombre  positif  n , — n,  qui  exprime  l’ordre  infinitésimal 
de  celte  fonction,  on  aura 

/>  {*)  — A,  = (x  — (x), 

fi  (x)  ayant,  pour  x = x„,  une  valeur  finie  A,  différente 
de  zéro.  La  formule  (5)  deviendra  donc 

(6)  /(x)  = A(x  — .r,)"  -4-  A,  (x  — *,)"•  -f-  (x  — *,)«■/,  (x). 

En  continuant  ainsi,  on  aura  cette  expression  de  f(x), 

/(x)  = A(x  — x,)"  -t-  A,  (x r,)*'  -+-  A,(x  — .r, )••  + ... 

-t-  A,_,(x  — x,)*'-'  -t-  R,, 

où  l’on  fait 

(8)  R,=  (x-xt)V*.  (•'•)  = (*  - [A  (*)  - A,-.]- 

Mais  celle  formule  suppose  que  les  nombres  croissants 
n,  /»,,  n,, . . . , «, 

puissent  être  déterminés  de  telle  manière  que,  pour  toute 
valeur  de  À comprise  entre  i et  i,  le  rapport 

/»(x)  — At -I 

(x  - x, )**-*-• 
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tende  vers  la  limite  finie  A,  différente  de  zéro,  quand  x 
tend  vers  x0. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  quel  que  soit  t, 
et  que  la  quantité  R,  tend  vers  zéro,  à mesure  que  i aug- 
mente indéfiniment,  la  formule  (7)  donne 

(9)  /(*)  — A (x  — x,)"-4-A,(x  — x,  )'•-!- A,  {x  — x, 
ou,  en  remettant  x0  -t-  h au  lieu  de  x , 

(10)  /(x.  -+-//)  = A A"  -4-  A,  /<"■  -4-  A,  /i"’ 

ce  qui  est  le  développement  de  f (x„  -t-  A)  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  positives  ou  néga- 
tives de  h. 

123.  Considérons  par  exemple  la  fonction 
/(x)  = y/sinx  — sinx,, 

dont  la  dérivée  J' (x)  devient  infinie  pour  x — x„  et  à 
laquelle,  eu  conséquence,  la  formule  de  Taylor  n’est  pas 
applicable. 

La  fonction  sinx  — sinxc  est  développable  par  la  for- 
mule de  Taylor,  et  l’on  a 

j ( «i*  ~~  .rn 

/(•*)  = \J  (■*  — •**)  C0S:P«  — ~~î~ï — sin  r.~  • • ; 

il  en  résulte  que  la  fonction 

yjx  — x, 

a pour  limite  y/ cos.r0  quand  x tend  vers  x0.  Ainsi,  en 
conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  on  a 
d'abord 

1 . /— , , . fix  1 

« = -»  A = y cos  x, , f (x)  =r  — — -,.-.1 

2 yx  — x. 
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puis 


(x — -rt)  ‘ f<{x)  — \/ cosr, sinx, — ...  — \Jc osr, 

y 1.2 

(r  - .r.) 


si  n «r,,  — . . . 


y/ cos.r, — sin.r,  — ...  + ^c 


cette  expression  est  un  iniiniinent  petit  du  premier  ordre; 
on  a 

3 sin.r» 

«t  =-»  A,  =—  y - 

2 4 V cos.r. 


et 


/.(■*) 


i . .r  — .r, 

sin.r,  — cosr,  4- . . . 

i . 2 


1.2.3 


y/ cosr, ~ sinr,  4- ...  4-  ^ cos.r a 

Si  l’on  veut  borner  le  développement  à Jeux  termes,  on 
aura 

n • - r~  -,  sinr,  . î 

ysinx — sinr,  =-*  ycosr,  (r — r,) — x — r,)  4-  R;  ; 

4 vcosr, 

le  reste  R,  a pour  valeur 

R,  = (x  — x,)J  [/.(r)  4-  . 

L 't  VC'-sr.  ] 

3 

et  sou  ordre  infinitésimal  est  évidemment  supérieur  «à  -* 


Détermination  rie  lu  limite  vers  laquelle  tend  te  rapport 
de  deux  Jonctions  qui  tendent  l'une  et  l’autre  vers 
zéro  ou  vers  l’ infini. 


I2i.  Lorsqu’une  fonction  se  présente  sous  une  forme 

fractionnaire  ~-}i  il  peut  arriver  que  le  numérateur  et 
F(x) 
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le  dénominateur  s’annulent  simultanément  ou  deviennent 
infinis  pour  une  valeur  particulière  x0  de  x.  Il  s’agit  alors 
de  déterminer  la  véritable  valeur  de  la  fonction,  et  l’on 
peut  y parvenir  dans  des  cas  nombreux,  au  moyen  du 
théorème  suivant  : 

Théorème.  — Si  les  deux  fonctions  f(x)  et  F(x) 
tendent  l'une  et  l'autre  vers  zéro  ou  vers  l'infini, 
quand  x tend  vers  la  limite  x0 , et  que  les  dérivées  de  ces 
fonctions  soient  déterminées,  tes  rapports 

/(*)  t AJ*) 

*V)'  F'(x) 

tendront  vers  une  même  limite  déterminée,  quand  on 
fera  tendre  x vers  x0,  ou  ils  croîtront  l'un  et  l'autre  au 
delà  de  toute  limite. 

i°  Supposons  que  l’on  ait  f(xf)  — o,  F (x0)  = o.  On 
peut  toujours  trouver  une  quantité  h assez  petite  pour 
que  F'(x)  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie  quand  x varie 
entre  x8  etx04-  h si  ce  n’est  pour  ,r  = x0;  alors  on  aura 
(n°U) 

f[x,  -4-  h)  f'{x , -t-  /»,) 

F(.r, + /()■  F';*,  -t- h,) 


La  quantité  // , est  comprise  entre  o et  h , elle  s'annule 
donc  avec  h,  et  par  conséquent  on  a 

..  /(*)  ..  /'(*) 

,nn  F ( jr ) ~ ,m  F'(x)  POU,  J' 

il  peut  arriver  que  le  rapport  ^ croisse  au  delà  de 

...  , 1 /’ (x) 

toute  limite,  et,  dans  ce  cas,  le  rapport  - croîtra  aussi 

t {.r) 

au  delà  de  toute  limite. 

Ce  résultat  subsiste  quelque  grande  que  soit  la  quan- 
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tité  x„,  et  par  conséquent  il  a lieu  pour  x0  — go  . Mais, 
connue  la  formule  qui  a servi  de  point  de  départ  suppose 
que  x„  désigne  une  valeur  finie,  il  n’est  pas  hors  de 
propos  d’examiner  à part  le  cas  de  x0  = oo  . En  fai- 


sant x = -»  on  a 

z 


/{*) 

"fl  r ) 


Si  x tend  vers  l’infini,  z tendra  vers  zéro,  et  l’on  aura 


iim 


fjf) 


F(i)  -iF'(i) 


ou,  en  remettant  x au  lieu  do  -• 


f(.r) 


pour  x : x>  . 


a”  Supposons  que  l’on  ait  /’(x0)  = 4o  , F (x0)  = oo  , 
x0  étant  une  quantité  finie  ou  infinie.  On  peut  écrire 


/M 

F(.r, 


râ] 


La-*) 


et,  puisque  les  fonctions  — — , --- — s'annulent  pour 

1 A-A  J [r)  r 

x = x0,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 


Iim  ït— : = Iim 


r eil^i 

vi*\y 

i p(*i  i 

- Iim 

F(x)J 

r/vn 

LhaJ 
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Si  '.CI-1-  tend  vers  une  limite  finie  A différente  de  zéro, 

F(.rl 

la  formule  précédente  deviendra 
A = 


A’ 

T 

F'(.r) 


lim{'(C) 


et,  par  consécjuent,  on  a 


F»  F(x) 

La  même  conclusion  subsiste  quand  A = o.  En  effet, 
dans  ce  cas,  si  l’on  désigne  par  C une  constante  quel- 
conque, la  fonction 

ft.r' i f(.r\  J-CVI.r) 

Fw  + C “ '-FR- 

tendra  vers  la  limite  C quand  x tendra  vers  x0,etcommeC 
n’est  pas  nulle,  ou  aura 

rt  4-CFfrl  f>[X)  -t-CF'(x) 

um — = litn' — ; , 

F (x)  F (x) 

ou,  en  retranchant  C de  chaque  membre, 

. / r)  _ i:„/'(x) 


lim 


rw  - rw 

f(.  r 


Enfin  si  le  rapport  — - croit  au  delà  de  toute  limite 


F(x) 


quand  x tend  vers  x0,  le  rapport  inverse  - tendra  vers 
i.-  - i F'/.r)  a 

la  limite  zéro;  donc  -p  tendra  aussi  vers  zéro,  et,  en 

J \x) 

, f'(x)  . , ,,  , ... 

conséquence,  croîtra  au  delà  de  toute  limite. 


Corollaire.  — Si  les  fondions  f(x)  et  F (x)  sont 
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simultanément  nulles  ou  infinies  pour  x = x0,  ainsi  que 
leurs  dérivées  jusqu'à  ce^le  de  V ordre  n — 1 inclusive- 
ment, en  sorte  que  la  dérivée  d'ordre  n de  l'une  des 
fonctions  au  moins  ait  une  valeur  finie  différente  de 
zéro  ; on  aura  pour  x = x0 , 


fi  r ) _ f"'fr>) 

¥[X)  ~~  F'*)  xi" 


125.  Exemples.  - — i°  Les  deux  termes  de  chacune 
des  fractions 

sin.r  tangr 
x x 


s’annulent  pour  x = o.  En  appliquant  le  précédent 
théorème,  on  a 

sin.r  ros.r 

. lim  — - — ‘ hm = t, 

x I 

..  tanex  1 

hm = hm i_  1 . 

x cus'x 

a0  Soit  la  fraction 

r*  — e~‘  — 2x 
x — sinx 

Chaque  terme  s’annule  pour  x = o,  ainsi  que  ses  deux 
premières  dérivées.  Les  dérivées  du  troisième  ordre  sont 
respectivement 

r*  -t-  e~x,  cosx, 

et  elles  se  réduisent  à a et  1 pour  x = o.  I.a  fraction 
proposée  est  donc  égale  à a pour  cette  valeur  de  x. 

3°  Soit  la  fraction 

,r*  — .r 

X I logx 

où  la  caractéristique  log  exprime  un  logarithme  népé- 
rien. Les  deux  termes  s’annulent  pour  x = 1 , ainsi  que 
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leurs  dérivées  du  premier  ordre, 

•r*  ( i + log x ) — ^ , i — ^ ; 

les  dérivées  du  deuxième  ordre  sont 

x'fl-t-  log.r}’  -4-  y, 

elles  se  réduisent  à a et  t pour  x = i;  donc  la  fraction 
proposée  tend  vers  la  limite  a quand  x tend  vers  l'unité. 

• fl1  . . 

4°  Soit  la  fraction  —■>  a étant  une  constante  positive 

et  n un  nombre  entier  positif.  Les  deux  termes  de  cette 
fraction  sont  infinis  pour  x = oo  ; d’ailleurs  le  rapport 
des  dérivées  d’ordre  n des  fonctions  ax  et  x"  est 

loa"  a 

— «*; 

■ .a. . . .n 

et  il  devient  infini  en  même  temps  que  x;  par  conséquent 
la  fonction  — tend  elle-même  vers  l’infini,  quel  que  soit» 
quand  x tend  vers  l’infini. 

126.  Il  existe  des  fonctions  qui  deviennent  indétermi- 
nées pour  des  valeurs  particulières  de  la  variable.  Telles 
sont,  par  exemple,  les  fonctions  sin.r,  cos.r,  dont  les  va- 
leurs sont  indéterminées  pour  x — oo  . Il  peut  arriver 
aussi  qu’une  fonction  dont  la  valeur  est  déterminée 
pour  x — x„  ail  une  dérivée  indéterminée  ; ainsi  les  fonc- 
tions x-f-cosx,  x-Hsinx  deviennent  infinies  avec  x. 
mais  leurs  dérivées  i — sinx,  i -+•  cosx  sont  indétermi- 
nées. Si  donc  on  fait 

cos.r 

rt\  * 4“  ■ 

J y JC)  JC  -4-  cos.r  x 

F(x)  .r  4- sinx  sinx 

i -I 

JC 
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on  aura 


..  /(*) 

•un  ~ - = 1 , 

* x) 


pour  x — ce  , 


tandis  que 


ta  nmi 


est  indéterminée. 


Ce  résultat  n'est  point  en  contradiction  avec  le  théorème 
du  n°  124,  car  celui-ci  suppose  essentiellement  que  les 
fonctions  J'(x)etF(x)  aient  des  dérivées  déterminées. 


127.  Le  théorème  du  n°  124  ramène  la  recherche  de  la 


valeur  que  prend  pour  x = .i'0, 


à celle  de  la  valeur 


que  prend,  dans  les  mêmes  circonstances,  la  nouvelle 

fonction-- — - — Mais  il  peut  arriver  que  cette  réduction 
F (x)  v ^ 

n’ait  point  d’avantage  et  que  la  seconde  fonction  offre  les 
mêmes  difficultés  que  la  première. 

La  solution  de  la  question  qu’il  s’agit  de  résoudre 
s’obtiendra  sans  difficulté,  si  les  fonctions  J (x0  -hft), 
F(ar0H-A)  sont  développables  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  positives  ou  négatives, 
entières  ou  fractionnaires  de  h.  Dans  ce  cas,  il  suffira  de 
calculer  le  premier  terme  A h"  de  la  première  série,  ainsi 
que  le  premier  tenue  B/im  de  la  seconde,  car  on  aura 


/(X, -+-  /|)  = /r-(A  -+-  «}, 

F(x.-t-  A)  = /«"(B 

s et  r;  étant  inliuiment  petits  en  même  temps  que  /1,  puis 

f[  x»  -1-  h 1 ^ A -t-  « 

F ( x,  -t-  A J B -4-  r. 


Si  n est  égal  à rn,  on  aura 


lim 


/(x)  A 
F(x)  B’ 
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et  le  rapport'^1-  tendra  vers  zéro  ou  vers  l’infini,  si  l'on 

* *(•*) 


a n ni  ou  n 


128.  Exf.mple  I.  — Considérons  la  fonction  fraction- 
naire 

fU) V-c — v'-r.  -+■  I . 

*(•*)  ~ ^x1  — *] 


les  deux  fonctions  f(x),  F(x)  s’annulent  pour  x = x0, 
et  il  est  aisé  de  reconnaître  que  leurs  dérivées  de  tous  les 
ordres  sont  infinies  pour  x = x0.  Si  l’on  fait  x—  x0  4-  h, 
et  qu’on  prenne  h pour  infiniment  petit  principal, 

\jx  — xt  — ^ïi  sera  un  infiniment  petit  d’ordre  ~ au  con- 


traire \/x VXo  ou  w l + ~ — ij  est  un  infini- 

ment petit  du  premier  ordre,  ainsi  qu’on  s’en  assure  en 
faisant  usage  de  la  formule  du  binôme.  On  a donc 


f(x,  + h)  = (t  -4-  «), 


t étant  un  infiniment  petit.  Le  dénominateur  F(x)  est 
Vx  — x0  ^x-+-x0=  Jh  ^ax0-(-  h,  et  l’on  a 

F(x,-(-  A)  = <fh  (^ix,  + «)j 

r,  étant  un  infiniment  petit;  donc 

/(x.  H-  h)  _ i -+•»  |irn  /(*)  __  « _ 

* (•r»  ■+■  *)  \llx,  + n f (■*')  ^ix, 

129.  Exemple  II.  — Soit  la  fonction 


x — 


2 . I 

- srox  — - lang-r 


X* 


— > 


et  cherchons  sa  valeur  pour  x = o.  Si  l’on  multiplie  par 
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3 cos  A"  ses  deux  termes,  elle  deviendra 

,f(-r)  3-rcos.r  — sim* — sin^x 

F ■;  x ) 3 eus  jt 

en  remplaçant  cosx,  sinx  et  sinax  par  leurs  développe- 
ments en  séries,  on  trouve 


on  en  conclut 


lim 


A') 

F(.r) 


F(x)  =x*(3  -4-  vj)} 


130.  L’analyse  que  nous  venons  de  développer  embrasse 
le  cas  d’une  fonction  égale  à un  produit  J (x)  F(x)  de 
deux  facteurs,  dont  l'un  est  nul  et  l’autre  infini  pour 
x = x0.  On  a effectivement 


/(*)F(*) 


/(«) 

IFl*)^ 


ou 


/(*)F(*}  = 


F(xj 

[/(-)]-’ 


et  la  forme  de  la  fonction  est  ainsi  celle  d'une  fraction 
dont  les  termes  deviennent  nuis  ou  infinis  pour  x = .r0. 

Enfin  on  ramène  immédiatement  au  cas  précédent 
celui  d’une  fonction  y de  la  forme 


7 = "'. 

u et  v étant  des  fonctions  de  x qui,  pour  x=  x0,  se  rédui- 
sent à 

u — o,  » — o, 
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OU  à 

OU  à 


11  — 00  , — a, 

Il  — I , P — 00 


Eu  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  for- 
mule précédente,  on  a 

log  1 = <>X  log  11 . 

La  fonction  logj'  est  le  produit  de  deux  fonctions,  dont 
l’une  s'annule  pour  x — x0,  tandis  que  l’autre  devient 
infinie;  on  rentre  ainsi  dans  le  cas  que  nous  venons 
d'examiner. 


131 . Exemple.  — Cherchons  la  valeur  de  X''  pour  x=o. 
On  a 

log  r 


log./J  — ,r  log.r  : 


donc 


lim  log-r1  lim = — lim.r  — o. 


Le  logarithme  de  r*  tend  donc  vers  7.éro,  et  par  consé- 
quent x1  tend  vers  l’unité. 


Représentation  des  fonctions  e*  et  logx  par  des 
limites  de  fonctions  algébriques. 


132.  Soient  x une  quantité  déterminée  et  m une  va- 
riable. On  peut  obtenir,  par  les  règles  précédentes,  la 
valeur  que  prend  l’expression 


m 
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pour  m — =0  . On  a,  effectivement 


ni 


La  limite  de  celte  expression  pour  #1  = oc,  s’oblien- 
dra  en  prenant  le  quotient  des  dérivées  des  fonctions 

log^i-)-—  jj-  par  rapport  à m et  en  cherchant  la 

limite  de  ce  quotient.  On  a ainsi 


X 


et,  par  conséquent,  la  fonction  transcendante  c*  est  la 
limite  d'une  expression  qui  reste  algébrique  et  môme  en- 
tière, si  le  nombre  m tend  vers  l'inlini  en  ne  prenant  que 
des  valeurs  entières.  O11  peut  écrire  aussi 


en  désignant  par  « une  quantité  infiniment  petite  avec  ^ • 
On  tire  de  celle  formule  (1) 

r = m ( yV  — t — 1 ), 

or  on  a 

1 

7 e* — 1 = "v(i— *'•-*)'"  — • 7 e* 

d’où 

m,”  , 

m y le*  — t — tn  y e*  -f-  >5, 

I.  i3 
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/,  étant  un  infiniment  petit,  donc 

x — m ('^  t? — 1 ) -4-  r., 

et  si  l’on  écrit  x au  lieu  de  cx,  log.r  au  lieu  de  x,  il 
viendra 

(2)  log.r  = m ( "ÿ.r  — 1 ) -f-  r,, 

OU 

log.r  lim/n  {"1/ a"  — 1)  pou  r m = x>  ; 

par  conséquent  la  fonction  transcendante  logx  est  aussi 
la  limite  d’une  fonction  algébrique  de  la  variable  x. 

Extension  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

183.  Soit 

« = F(.r,  y,  z,.  ..) 

une  fonction  de  m variables  indépendantes  x, y,  z,. . . . 
Nous  nous  proposons  de  développer  la  fonction 

u -+-  A « = F (.r  -+-  h,  /+f,î  + /,...) 

en  série  ordonnée  par  rapport  aux  accroissements  h, 
A,  La  quantité  u 4-  Au  est  la  valeur  que  prend, 

pour  t = 1 , la  fonction  de  t suivante  : 

XJ  F (.r  -4-  ht,  y -4-  ht,  z -4-  //,  • . J, 

qu’on  obtient  en  remplaçant  h,  A,  /, . . . par  ht,  ht,  II,.  . . 
respectivement  dans  l’expression  de  u- 4-  Au;  donc,  pour 
résoudre  la  question  proposée,  il  suffira  de  développer  U 
en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  t, 
d’après  la  formule  de  Maclaurin,  et  de  faire  ensuite  t = t 
dans  le  résultat. 

Si  l’on  pose 

X — ht  Ç , y -4-  ht  “ 2 + /t  =:  Ç,. . . , 
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on  aura 
d’où 


...  f/U  f/U  , dV  , 

f/U  ==  — 7 f/ç  — dr.  -t-  — f/  Ç 

de  dr,  d Ç 


puis  comme  sont  des  fonctions  linéaires  de  la 

variable  indépendante  t,  on  aura  symboliquement  (n°  63). 
quel  que  soit  n , 

On  a (l\  = fi  dt,  dr,  = A f//,  ifÇ  = hlt,.  . . , donc 

/.f/u  f/u  ,f/u  v» 

(4^  + '*+'sr+:-)' 


f/-u  / , f/  U 

f//" 


et,  à cause  de 


f/U  f/U  , . 

——  = —7 — » • • • > on  peut  écrire 

f/  ; f/.C  1 


f/"U  /,  f/U  , f/U  f/U  \" 
Pour  ( = o,ona 

U = «, 

et  la  formule  précédente  sc  réduit  à 


£H  = (* 


dit  , du  du 

dx^l'ü;  + ‘di+--- 


Par  conséquent  la  formule  de  Maclaurin  appliquée  à la 
fonction  U donnera 


t / , du  , du  . du 
t — U -4-  — [Il  ” -t-  Æ — -4-  / — * -f*  . . . 

f/.C  f/t  f/l  I 


U = u -4-  - ^/j 


JL  (,/u 

I .2  \ 


f/tt  f/// 

r/.r  f/>*  dz 


-y 


/•“’  / , (/«  , f/(f  ,f/ff  \”_l 

H : ;(A— 1-  / — h / 1-...]  -4-  R,. 

1.2 . . .(n  — 1)  \ dx  dy  dz  ] 


I 3. 
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Le  reste  R„  est  égal  au  produit  de 
i/*U 


par  la  valeur 


1.2 . . .n 

que  prend  quand  on  y remplace  l par  Ol,  S dési- 
gnant une  quantité  comprise  entre  o et  1 ; on  a donc 


tn  t.  du  . du  . du  \ 

R,  = l/i- t-  Z-7 — t-  / — — h... ) 

1 . 2 ...  n \ dx  dy  ilz  J 


z-y-Ohi,  j-t -6kl,  H-Jli|.. 


les  indices  x -H  6/1/,  y -i-  6/if,  z ■+■  bit,...  indiquant  qu’il 

faut  remplacer t, y,  z,...parx  + 6lit,y-hÔhl,  z -1-5//, 

Si  maintenant  on  fait  t = 1 , on  aura 


« + 1 « = 11  + 


(>) 


/ du  . du  du  \ 

\hdï  + kTr+,d;+--) 

I 

/ , du  , (lu  , tl u \ * 


I .2 


/ (lu  du  du  \n-i 

, ['•Ts  + kd;  + ,dz+---) 
1.2. ..(«  — ij 


et 


I / f/u  </«  , l/«  \ " 

(2)  R„ — ^ j 1 t*...) 

* ' 1.2.../I  \.  i/r  d 1 i/i 


u-rOh,  j -y-Ok,  x-t-fl/,... 

Par  exemple,  dans  le  cas  d'une  fonction  F (x,  y)  de 
deux  variables,  on  aura 

i/F 
dy 
d>  F 


/ i/F 

F (x-t-h,  /+/)  = F (x,  y)  -+-  ^7  + * 

1 /,  d’ F i/’F  , d‘  F\ 

+ 7^  V dï  + a/,/  HT,  + " 

+ j t(/>— ' 

1 .2 . . .(«  1 ) \ 


dxdy 
i/"'1  F n — 1 


h*~H— +X" 


dx*~'  1// 


, F\ 

^-7 
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cl  l’expression  du  reste  sera 

i r,  rf"F  n , d"  F , r/*F1 

h"  - h - h—'  k — k"  — 

1.2. ..«L  dr"  1 djf-'dy  dym  }x-k-0h,y+0k 

Lorsque  le  reste  R„  teud  vers  zéro  quand  n augmente 
indéfiniment,  la  formule  (i)  donne  celle  de  Taylor  éten- 
due au  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  savoir  : 


. i lu 


I Ah  = 


du 

ïiï 


^ du 
dz 


31  1 J 

’ , du  , du 

h T * T 

n.r  dy 

I 

Or,  x, j,  z,.. 

, . étant  des 

, , du  . du  du 

du  = h — + k — -H  / — - - h. 
dx  dy  dz 

et,  symboliquement, 

/ du  du  du 

d*  U — ( //  — h k — h / — h . , 

\ dx  dy  dz 

donc  la  formule  (3)  peut  s’écrire 

du  d*u  d'n 


(4) 


Au  — 


1.2.3 


et  elle  a la  môme  forme  (nu  108)  que  dans  le  cas  d'une 
seule  variaLle. 

13i.  Si  l’on  se  reporte  aux  conditions  que  suppose  la 
formule  de  Maclaurin  dans  le  cas  d’une  seule  variable, 
on  reconnaîtra  que  notre  formule  (i)  exige  que  la  fonc- 
tion u et  ses  dérivées  partielles,  jusqu’à  celles  de  l’ordre 
n — i,  soient  continues  relativement  à chacune  des  va- 
riables, tant  que  celles-ci  restent  comprises  respective- 
ment entre  x et  x -f-  //,  y et  y k,  s et  s -4-  /, . . . ; elle 
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exige  en  outre  que  les  dérivées  partielles  de  l'ordre  n 
soient  déterminées. 

Lorsque  les  accroissements  h,  k,  /,...  sont  infiniment 
petits  et  que  leurs  rapports  demeurent  indéterminés,  le 
rapport  du  reste  au  terme  auquel  on  s’arrête  est  infini- 
ment petit,  pourvu  que  ce  dernier  terme  ne  soit  pas  iden- 
tiquement nul.  En  effet,  les  dérivées  partielles  de  u étant 
supposées  continues  jusqu’à  celles  de  l'ordre  n — 1 inclu- 
sivement, on  a 

. __ 

1 1.2 . . . (n  — 1 ) 

en  désignant  par  d'"~'  u , ce  que  devient  la  différentielle 
dl'~l  u quand  on  remplace  x , y , «,...  par  x 4-  6/1, 
y 4-  Ok , z 4-  81, ...  ; d’ailleurs  on  a aussi 


donc 


R,-,  = 


rf"-'  « 

.2. . . («  — 1) 


R.,, 


R„  — tln~'it 

— — 1 


I tl‘— 11  \ 

\ 1 . 2 ...ni 


t/"~‘  u 


et  le  second  membre  de  cette  formule  s’annule  avec  h, 
f . /....  tant  que  les  limites  des  rapports  de  ces  infini- 
ment petits  à l’un  d’eux  restent  indéterminées  et  que 
d"~' u 11e  se  réduit  pas  identiquement  à zéro. 

11  résulte  de  là  que  si  les  valeurs  absolues  des  accrois- 
sements h,  k,  l, . . . sont  suffisamment  petites,  la  valeur 
absolue  de  R„  sera  inférieure  à la  valeur  absolue  du  der- 

. f/*— 1 u 

111er  ternie • 

1 . 2 . . . n 

Idîi.  Maintenant,  pour  avoir  la  formule  de  Maclaurin 
étendue  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  supposons  x, 
y.  z,.  . milles  dans  les  formules  (1)  et  (2),  puis  écrivons 
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ensuite  X,y,  z,...  au  lieu  de  h,  A,  /, . . . . Exprimons  enfin 
par  le  moyen  de  l’indice  zéro  que  x,y,  s,...  doivent  être 
remplacés  par  zéro  dans  une  fonction  quelconque,  et  par 
l’indice  fl  que  les  mûmes  variables  doivent  être  remplacées 
par  Ox,  9y , flz, . . . ; on  aura 


-(îM 

<lu\ 

[-(£).« 

■(£).*-]■ 

1 .2 

[*(£).-'! 

...» 

(6) 


R.= 


1 . 2 ...  /1  L V&v  0 \<b  h V*2 


Théorème  relatif  aux  fondions  homogènes. 

13G.  Le  théorème  que  j’ai  en  vue  a été  déjà  démontré 
au  n°  80;  mais,  comme  il  a une  haute  importance,  il  ne 
sera  pas  inutile  d’en  présenter  ici  une  démonstration  nou- 
velle. 

Soit 

f[x,  x,  z,.  ..) 

une  fonction  homogène  du  degré  n des  vai  iablesx,^,  z,.... 
Si  l’on  multiplie  toutes  ces  variables  par  le  facteur  1 -+-  *, 
la  fonction  se  trouvera  multipliée  par  (i-f-st)"  et  l’on 
aura  (n°  85) 

/■(x-t-ax,  j-4-a.r,  z-t-aî,..  )=(l  + jj’/(r,)',i,...'. 
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Développons  les  deux  membres  de  celte  formule  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  a.  I.c  premier  membre 
donnera 


/(*>  y,  z,. 

j.'  r d'f  <i'f 

4 1 x'  — (-  ixy 

I . ?.  [ dx'  dx  il  y 

4- 


df 

dz 


+ î/l 


JÜL 

(Lcd  z 


Quant  au  second  membre,  il  deviendra 


/(■*•>  r. 


9 


cl  la  série  qu’il  renfer/nc  sera  convergente  si  l’on  prend 
pour  l’arbitraire  œ une  quantité  positive  inférieure  à i . 

En  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  memes 
puissances  de  a,  on  obtient 


df  dj  df 

, d'f  d'f  . , ,,  . 

X d?  + drdï  +•••  = "(«  -')/(*!  r,  *.•••). 


La  première  de  ces  formules  exprime  la  propriété  des 
fonctions  homogènes  que  nous  voulions  établir  ; elle 
entraine  toutes  celles  qui  suivent,  comme  il  est  facile  de 
s’en  assurer. 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  DES  MAXIMA  ET  MINIMA. 


Des  niaxinia  et  des  minima  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 

137.  Soient  J(x)  une  fonction  de  la  variable  x et  x„ 
une  valeur  particulière  de  x.  Si  l’on  peut  assigner  une 
quantité  positive  e,  aussi  petite  d’ailleurs  que  l’on  voudra, 
telle  que  l'on  ait 

/{*.  + /')</(*.) 

pour  toutes  les  valeurs  de  h comprises  entre  — £ et  -t-  £, 
on  dit  que  la  fonction  f(x)  passe  par  un  maximum 
quand  x atteint  la  valeur  x0,  et  J (x0)  est  dite  une  valeur 
maxima  de  J [x). 

Pareillement,  si  l’on  a 

f[x,  + h)  >/{*,) 

pour  toutes  les  valeurs  de  h comprises  entre — £ et  +£,on 
dit  que  la  fonction  J (x)  passe  par  un  minimum  quand  x 
atteint  la  valeur  x0.  et  f(xt)  est  une  valeur  minima 
de/(x). 

Lorsqu’on  fait  croître  x,  la  fonction  f[x)  croît  ou  dé- 
croît, selon  que  la  dérivée  J'(x)  est  positive  ou  néga- 
tive; il  en  résulte  que  la  fonction  f[x)  ne  peut  cesser  de 
décroître  pour  croître,  ou  de  croître  pour  décroîlrc,  que 
quand  J'  [x)  change  de  signe  ; alors  celte  dérivée  s’annule, 
à moins  qu’elle  ne  devienncdiscoutinuc.  Ainsi,  les  valeurs 
de  x qui  répondent  aux  maxima  et  aux  minima  de /(x) 
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sont  comprises  parmi  celles  qui  annulent  la  dérivée y7  (x) 
ou  qui  la  rendent  discontinue.  Ou  voit  aussi  qu’une  fonc- 
tion peut  avoir  plusieurs  inaxiina  et  plusieurs  minima 
qui  se  succèdent  alternativement,  du  moins  tant  que 
/(x)  reste  finie. 

138.  Exemples.  — i°  Considérons  en  premier  lieu  la 
fonction 

f(x)=x[a  — x), 

on  a ici 

/'{x)  = a—  w; 

la  dérivée  f (x)  s’annule  pour  ,r  = ^ et  elle  passe  du 

positif  au  négatif  quand  x croit  de”  — sà^-t-e;  donc 

la  fonction  y (x)  va  d’abord  en  croissant  et  elle  décroît  en- 
suite; par  conséquent,  elle  passe  par  un  maximum  quand 

x devient  égale  à la  valeur  maxima  de  la  fonction 

ti 1 

est  -y  • 

4 

2°  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 
f[x)={.r  — ny  + b\ 

on  a 

/'m= !(■*-«)■*• 

La  dérivée (x)  ne  s’annule  que  pour  x=  oc  ; mais  elle 
devient  discontinue  en  passant  par  l’infini,  pour  x — a , 
et  il  est  évident  que  cette  valeur  a répond  à un  minimum 
de  la  fonction  f(x). 

139.  La  formule  de  Taylor  conduit  au  résultat  qui 
précède,  et  elle  permet  en  outre  de  le  compléter.  Nous 
supposerons  ici  que  les  dérivées  que  nous  aurons  à con- 
sidérer, restent  continues  entre  des  limites  voisines  des 
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valeurs  qui  répondent  aux  maxima  et  aux  ininima;  les 
cas  de  discontinuité  doivent  être  examinés  à part,  dans 
chaque  question  particulière. 

Nous  désignons  par  R„,  comme  nous  l’avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent,  le  reste  de  la  série  de  Taylor  corres- 
pondant au  terme  de  rang  n,  et  nous  rappellerons  qu’on 
peut  toujours  supposer  l’accroissement  h de  la  variable  x 
assez  petit  en  valeur  absolue  pour  que  la  valeur  absolue 
du  reste  soit  moindre  que  celle  du  dernier  terme,  quand 
celui-ci  ne  se  réduit  pas  à zéro  (n°  109). 

Cela  posé,  soit  f[x)  la  fonction  donnée,  on  a 

(')  /(x.  + A)-/(x.)==A/'(x,)-l-R,; 

donc,  si /'(x0)  n’est  pas  nulle,  la  différence 

/(x,  fl)  — /(x.) 

changera  de  signe  avec  h,  et  la  valeur y(x0)  ne  sera  ni 
un  maximum  ni  un  minimum.  Supposons  donc 

/'(•r.)  = o; 

alors  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

(2)  /(*.+  A)-/(x.)  = 7^/"(x.)-+.R„ 

et  le  premier  membre  aura  le  signe  de f"  (x0)  pour  toutes 
les  valeurs  de  h comprises  entre  — e et  f,  e étant  suffi- 
samment petit  ; douc/(x0)  sera  une  valeur  maxima  ou 
une  valeur  minima,  suivant  que  l’on  aura 

/"(•r.)0  ou  /"(•*•)> O. 

Mais  si  l’on  a 

/"(x.)  = o. 

la  formule  (2)  ne  nous  apprend  plus  rien. 

Supposons  généralement  que  l’on  ait 

f (x.l  = o,  /*  (.r,)  = o f'.—'l:  r.\ 
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et  que  la  n'im‘  dérivée f(n>  (x)  ne  s’annule  pas  pour  x = x„. 
Alors,  la  formule  de  Taylor  donnera 

(3)  /(x,  4-  h)  -/(x.)  = -J /(’>(x.)  + R^,. 

Cette  formule  (3)  nous  montre  que  si  n est  impair,  la 
différence  f(x0  ■+■  h)  — J (x 0)  changera  de  signe  avec  h, 
et,  par  conséquent,  il  n’y  aura  ni  maximum  ni  minimum 
pour  x = x„.  Au  contraire,  si  n est  pair,  la  même  diffé- 
rence conservera  le  signe  def(")(x0)  quand  h passera  du 
négatif  au  positif,  et,  dans  ce  cas,  J (x0)  sera  maximum 
ou  minimum,  suivant  que  l’on  aura 

/("'('r»)<0»  ou  /(",('r»)>°- 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  la  fonction  f(x)  ait  une  valeur  maxinia  ou 
mininia  répondant  à la  valeur  x0  de  x,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  première  des  dérivées  de  J [x)  qui  ne  s'annu- 
lent pas  pour  x = x0  soit  d'ordre  pair.  Alors , il  y a 
maximum  ou  minimum , suivant  que  la  valeur  de  cette 
dérivée  pour  x — .r0  est  négative  ou  positive. 


Application  à quelques  exemples. 


140.  Exemple  1.  — Trouver  le  minimum  de  la  Jonc- 
tion xs.  > 

Posant 

y = x',  d’où  logy=xlogx, 

f ’ 

il  vient,  en  difl'érenliant, 

1 dr  _ i 
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puis,  en  dillérenliant  de  nouveau, 

» <l\r i / V_ 

y rfc!  y1  \r/x J j- 

l.a  condition  coinniuncdu  maxiinum  et  du  minimum 

f/y 

est  -?-  = o,  ou 
t/x 


log.r  -+-  I =c  O,  d’où  x : 
on  a ensuite,  pour  celte  valeur  de  x, 


1 tl\r 
y de1 


,/'Y 


et,  puisque  -j~,  est  positive,  la  valeur  - répond  à un  mi- 


nimum; il  est  évident  qu'il  n'y  a"  pas  ici  de  maximum. 


t/Y 


L’expression  précédente  de  montre  que  cette  dérivée 


s’annule  pour  x = en  passant  du  négatif  au  positif,  en 
sorte  qu’il  n’était  pas  nécessaire  de  former  l’expression 
de  ^ pour  conclure  l’existence  du  minimum. 


141.  Exemple' IL  — Trouver  les  valeurs  maxima  et 
minima  de  la  fonction  xm  ( a — x)",  dans  laquelle  a 
désigne  une  constante  positive  donnée,  et  où  m et  n sont 
des  entiers  positifs. 

Posant 

y = x”  (n  — x)", 

on  a 

— = •r*-'  ( a — xY~'\pta  — (m  11)  x]. 

On  voit  que,. x croissant,  la  dérivée  -J-  s’annule  pour 
x — ” ^ en  passant  du  positif  au  négatif;  donc  la  fouc- 
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lion  y devient  maxima  pour 

ma  na 

m -+-  //  ’ m — « 

ce  qui  donne  * 

x a — x 
m n 

La  dérivée  s'annule  aussi  pour  x — o si  m est  ]>  i , 

et  pour  x — a si  n cst^>i.  Mais  en  s’annulaut  elle  11e 
change  de  signe  que  si  l’exposant  m ou  n est  pair;  elle 
passe  alors  du  négatif  au  positif.  La  fonction  y est  donc 
minitna  pour  x — o,  quand  m est  pair,  et  pour  x = a , 
quand  n est  pair. 

142.  Exemple  III  (Pi\obléme  oe  Fehmat).  — Deux 
milieux  étant  séparés  par  un  plan  P,  on  demande  le 
chemin  que  doit  suivre  un  mobile  pour  aller,  dans  le 
temps  le  plus  court,  d’un  point  donné  A du  premier  mi- 
lieu à un  point  donné  B du  second.  Le  mobile  se  meut 
dans  le  premier  milieu  avec  la  vitesse  constante,  u,  et 
dans  le  second  milieu  avec  la  vitesse  constante  v. 


I 


Le  chemin  demandé  se  compose  de  deux  lignes  droites, 
puisque  l’espace  parcouru  par  le  mobile,  dans  l’un  ou 
l’autre  milieu,  est  proportionnel  au  temps  employé.  En 
outre,  ee  chemin  est  situé  dans  le  plan  ACDB  mené  per- 
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pcudiculai rcincnt  au  plan  P par  les  points  donnés  À et  B 
et  qui  coupe  celui-t1!  suivant  la  ligne  CD;  en  cflel,  con- 
sidérons la  ligne  brisée  AGB,  située  hors  du  plan  ACDB, 
et  du  point  G où  elle  rencontre  le  plan  P abaissons  GL 
perpendiculaire  sur  CD,  les  droites  AL  et  LB  seront 
respectivement  moindres  que  AG  et  GB;  par  conséquent, 
le  temps  pour  suivre  le  chemin  ALB  sera  moindre  que 
le  temps  nécessaire  pour  aller  de  A en  B par  le  chemin 
AGB. 

Cela  posé,  désignons  par  a et  b les  perpendicu- 
laires AC,  BD  abaissées  des  points  A et  B sur  le  plan  P, 
par  c la  distance  CD  et  par  x la  distance  du  point  C à un 
point  quelconque  H de  CD;  011  aura 

AH  — n7,  BU  = ^(c  — x)'  4-  b' ; 

donc,  le  temps  t que  le  mobile  emploiera  pour  aller 
de  A en  B,  par  le  chemin  AHB,  sera 

. , -+-  «’  ^lc  — x)’  + b2 

(1)  t = 1-  — ; 

u l> 

telle  est  la  fonction  de  x dont  on  demande  le  minimum. 
Il  est  évident  que  la  question  11c  comporte  pas  de  maxi- 
mum. 

En  égalant  à zéro  la  dérivée  de  la  fonction  f,  il  vient 


« y/x*  -I -a2  «’  V(  c — x)>  -t-  b 1 

ou,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

( t1’  — u’)  x1  (c  — x)1  H-  b,v2x2  — a1  u2  [c  — x)’  o; 

ainsi  l’inconnue  x dépend  d’une  équation  du  quatrième 
degré.  Mais,  sans  résoudre  celte  équation,  on  peut  obtenir 
comme  il  suit  la  propriété  géométrique  qui  caractérise 
la  ligne  demandée.  A cet  effet,  menons  la  ligne  Kl  per- 
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pendiculaire  en  II  au  plan  P;  désignons  pari  l'angle  AHK 
et  par  r l'angle  IHB,  on  aura 


sin/  — 


CH  _ _-r 

AH  fa'-i-ri1' 

DH  f — r 


Slnr=BH  = 


V(c  — x)’- 


et,  par  conséquent,  l’équation  ( 2),  qui  exprime  la  condi- 
tion du  minimum,  deviendra 

sin#  // 
si  nr  v 


Il  résulte  de  là  que  le  sinus  de  l’angle  d 'incidence  i est 
au  sinus  de  l’angle  de  réfraction  r,  dans  le  rapport  des 
vitesses  u et  r avec  lesquelles  le  mobile  peut  se  mouvoir 
dans  le  premier  et  dans  le  second  milieu,  respectivement. 

1 43 . Exemple  IV.  — Trouver  les  rnaxima  et  les  nii- 
nirna  de  la  distance  d'un  point  donné  à une  courbe 
donnée. 


Désignons  par  x0  etj'o  les  coordonnées  du  point  donné 
relatives  à deux  axes  rectangulaires;  par  x ely  les  coor- 
données de  la  courbe  donnée.  L’ordonnée  y est  une  fonc- 
tion donnée  de  x,  et  le  carré  de  la  distance  du  point 
(*„,  fo)  au  point  (x,  y)  est 

(0  v = 


il  s’agit  d’avoir  les  valeurs  maxima  et  miuima  de  la 
fonction  de  x représentée  par  V. 

On  a 


(a) 


1 d\  Ay 

) 1 rf’V  / <//»\  , d'r 

(2  = + 
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La  condition  — = o du  maximum  ou  du  minimum 

dx 


(J  — -r»)  (jr  — X»)  ^ = 0, 


y — y,  dr 

x — X,  dx 

— — — est  le  coefficient  d’inclinaison  de  la  droite  qui 

joint  le  poiut  donné  M„  au  point  demandé  M de  la  courbe 

donnée,  est  le  coefficient  d’inclinaison  de  la  tangente 

en  M à la  même  courbe.  Donc  l'équation  précédente 
exprime  que  la  droite  qui  joint  le  poiut  donné  au  point 
cherché  est  normale  à la  courbe. 

Soit  M l’un  des  points  ainsi  déterminés  par  l’équa- 
tion (3);  ce  point  répondra  à un  minimum  ou  à un 

d'V  . . , . 

maximum,  suivant  que  sera  positive  ou  négative. 

. d'V 

Mais  si  — — est  nulle,  il  faudra  recourir  aux  dérivées  des 
dx ’ 

ordres  supérieurs  pour  décider  s’il  y a maximum  ou  mi- 
nimum, ou  s’il  n’y  a ni  l’un  ni  l’autre.  Ce  dernier  cas  se 

présentera  eu  particulier,  si  - étant  nulle  pour  le 

3 y 

point  M,  la  valeur  de  — — est  différente  de  zéro. 

‘ dx1 

La  droite  M„M  ayaut  été  menée,  supposons  que  le 

point  donné  M0  prenne  toutes  les  positions  possibles  sur 

cette  normale,  il  y aura  une  position  M' du  point  M,  pour 

rf’V 

laquelle  la  dérivée  sera  nulle;  par  conséquent  si  l’on 
nomme  x1,  y'  les  coordonnées  de  M'  on  aura 


dy'  . d'y 

, + 7^  = 0. 
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et  la  deuxième  équation  (2)  pourra  alors  se  mettre  sous 
la  forme 


1 rf’V  _ / 

2 rie1  \ ' 


Cela  montre  que  la  valeur  M0M  sera  un  minimum  ou 
un  maximum,  suivant  que  j0 — y'  et  y — j'  seront  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires.  En  d’autres  termes, 
il  y aura  minimum  quand  le  point  donné  M„  sera  situé 
entre  M'elM,  maximum  dans  levas  contraire.  Le  point  M' 
est,  comme  on  le  verra  plus  loin,  ce  qu’on  nomme  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  donnée  au  point  M. 

L44.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  un  cercle 
ayant  pour  équation 

**  + .?*:=  R’; 


on  a,  en  différentiant  cette  équation, 


Alors,  l’équation  (3)  du  numéro  précédent  devient 


elle  représente  la  droite  qui  joint  le  point  donné  au 
centre  du  cercle,  et  elle  coupe  la  circonférence  en  deux 
points,  dont  l’un  répond  à un  minimum,  l’autre  à un 
maximum.  Effectivement  le  point  désigné  par  M'  est  ici 
le  centre  du  cercle  donné,  et  l’on  a 


t rf’V  _ R’,)  . 

2 rfx*  • _i 5 ’ 

rf’V 

d’où  il  suit  que  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  j-0 
et  y sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
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145.  Si  la  courbe  donnée  esl  gauche  oh  si,  celle  courbe 
étant  plane,  le  point  donné  M0  n’est  pas  situé  dans  son 
plan,  on  emploiera  trois  coordonnées  rectangulaires.  Le 
carré  de  la  distance  du  point  donné  M0  à un  point  de  la 
courbe  sera 

V =z(x—jr,y  -4-  (jr  —x.Y  + (î  — 

y cl  z étant  des  fonctions  données  de  x,  puis  on  aura 


1 rfy 

2 rfx 


= ( X — J-,)  -H  (y 


\ d} 


1 rf’V 

2 rfx1 


dr* 


-+-  (s  — i 


Les  points  x,  y , z qui  répondent  au  minimum  ou  au 


rfV 


maximum  sont  donnes  par  l’équation  — = o,  ou 


, > / , rfr  , , rfz 

(*  - *•)  + U SI  + (*  ~ *»)  ^ 


à laquelle  il  faut  joindre  les  deux  équations  de  la  courbe 
donnée.  Si  l’on  regarde  x0,  yt,  z0  comme  des  coordon- 
nées variables,  x,  y,  z comme  des  quantités  données, 
l’équation  précédente  sera  celle  d’un  plan,  et  l'on  verra 
plus  loin  que  ce  plan  est  normal  à la  courbe  donnée, 
c’cst-à-dire  qu’il  esl  perpendiculaire  à la  tangente  menée 
par  le  point  M (x,  y , z)  où  il  rencontre  la  courbe. 

Maintenant,  pour  distinguer  le  cas  du  minimum  de 
celui  du  maximum,  désignons  par  x',  y',  z'  les  coor- 
données d’un  point  variable,  remplaçons  y0  et  z0  par  y 
rf’V  , 

et  z'  dans  l’expression  de  et  égalons  le  résultat  à zéro, 
on  obtiendra  l'équation 


rfx' 


rfz1  , 
(ix2/ 


c>- 


” dx> 


,,  rf’a 

~l)dï  = 0’ 

>4- 
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qui  sera  celle  d’un  plan.  Soit  M' le  point  où  ce  plan  coupc 
la  droite  M0M,  et  supposons  que  x',  y',  t'  représentent 
les  coordonnées  du  point  M',  on  aura 


. , d *)■  dïz 

O +(»~ 

/ I \ ,/1}'  / I\  ' 

0 -^  >Zï +(•-»)  3? 


etc2 


et,  à cause  de  l’équation  précédente, 


(r-, 

1 

+ 

z \ — - 

'•>  dx>  - 

\ itx1  dx-J  x 

donc 

i rf’V 

/ ■ <■/.  * 

+ **\ 

2 dx‘ 

\ llx 1 

</./  ’/  x — x' 

Par  conséquent  ou  aura 

d'\ 

1? 

0 ou 

O 

V 

ïlî 

selon  que  Xo  — x'  et  x — x'  seront  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires.  11  résulte  de  là  que  le  minimum  aura 
lieu  si  le  point  donné  M0  est  situé  entre  M et  M';  il  y 
aura  maximum  dans  le  cas  contraire. 


Remarque  sur  les  maxirna  et  les  minima  relatifs. 

146.  On  peut  avoir  besoin  de  connaître  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  une  fonction/.(x) 
de  la  variable  x quand  x varie  entre  deux  limites  don- 
nées a et  b]  un  tel  maximum  ou  minimum  est  dit  un 
maximum  relatif  ou  un  minimum  relatif.  Pour  résoudre 
la  question  il  est  nécessaire  d’étudier  les  variations  de  la 
fonction  J (x)  en  faisant  usage  de  sa  dérivée.  Si  la  dérivée 
reste  finie  cl  conserve  son  signe,  quand  x varie  de  a à b, 
le  maximum  et  le  minimum  relatifs  seront  les  valeurs 
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extrêmes  f(a)  et  f [b).  Lorsque  la  fonction  f(x)  a plu- 
sieurs maxima  etminima  absolus,  entre  les  limites  consi- 
dérées, le  plus  grand  des  maxima  est  dit  le  maximum 
maximorum,  et  le  plus  petit  des  minima  le  minimum 
minimorum ; dans  ce  cas  le  maximum  maximorum  satis- 
fera à la  condition  du  maximum  relatif,  s'il  surpasse 
toutefois  les  valeurs  extrêmes  f (<*)i  f (b)  ; pareillement, 
le  minimum  minimorum  sera  le  minimum  relatif,  s’il  est 
inférieur  aux  valeurs  extrêmes. 

Lorsqu’un  problème  a pour  objet  la  détermination 
d’un  maximum  ou  d’un  minimum,  et  qu’on  a fait  un 
choix  de  variables  tel,  que  la  variable  indépendante  doive 
rester  comprise  entre  certaines  limites,  il  peut  arriver 
que,  pour  la  fonction  dont  on  doit  chercher  le  maximum 
ou  le  minimum,  il  n’y  ait  qu’un  maximum  relatif  ou  un 
minimum  relatif. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  que  nous  avons 
traité  au  n°  144  et  dans  lequel  on  demande  de  trouver 
la  plus  courte  distance  d’un  point  donné  à une  circonfé- 
rence donnée.  Faisons  passer  l’axe  des  abscisses  par  le 
point  donné,  il  s’agit  de  trouver  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  l’expression 

f # 

V = (x  — .r.)'-4-v*. 

Mais,  par  l’équation  du  cercle,  y*  est  égal  à R1  — .r’, 
oira  donc 

V = (x  — x.)»  -f-  R>  — x’, 

ou,  en  réduisant 

V ==  (R!  -f-xj)  — 2X,.r. 

Il  est  évident  que  celte  fonction  V qui  est  linéaire,  n’a 
ni  maximum  absolu  ni  minimum  absolu.  Mais  dans  notre 
question,  l’équation  du  cercle  j-  = y'R*  — x 1 exige  que  la 
variable  indépendante  x reste  comprise  entre  — R et-)- R. 
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En  supposant  x0  positif,  lu  minimum  relatif  elle  maximum 
relatif  de  V seront 

(.r,— R)>  et  (.r, + R)»; 

les  valeurs  x — — R et  x = 4-  R donnent  ainsi  la  solu- 
tion du  problème. 


Cas  îles  fonctions  implicites  d'une  seule  variable 
indépendante. 


147.  Considérons  d’abord  une  fonction^  liée  à sa  va- 
riable x par  une  équation  donnée 

(0  /(•*>/)  = o. 

En  différentiant  celle  équation,  il  vient 


(*) 


d.r  dy  d.  r 


la  condition  du  maximum  et  du  minimum  exige  d’abord 
que  *~y~  s0'1  nulle,  on  aura  donc 


df 


<h 


et  si  l’on  cherche  les  systèmes  de  solutions  communes 
(x„,jo),  (ri,Ji),-'i  aux  équations  (t)  et  (3),  les  valébrs 
de  x,  qui  répondent  aux  maxima  et  aux  minima  de  y 
seront  comprises  dans  la  suite  x0,  x,, ...  ; nous  faisons 
ici  abstraction  des  maxima  et  des  minima  qui  répondent 

dy 

aux  valeurs  de  x pour  lesquelles  -j-  cesse  d’èlrc  continue. 
Il  peut  arriver  que  les  deux  équations 


(4) 


dL 

dy 


O 
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admettent  des  solutions  communes  qui  satisfassent  en 
même  temps  à l’équation  (i).  Pour  les  valeurs  particu- 
lières de  x auxquelles  répond  une  valeur  de  j-  qui  satis- 

• • flfv 

fait  à la  fois  aux  équations  (i)  et  (4),  la  valeur  de  -j-  ne 

peut  plus  être  tirée  de  l'équation  ( 2)  ; nous  nous  borne- 
rons ici  à cette  remarque  qui  sera  développée  plus  loin  à 
l’occasion  des  points  singuliers  des  courbes. 

Pour  reconnaître  si  une  solution  des  équations  (i) 
et  (3)  répond  effectivement  à un  maximum  ou  à un  mi- 
nimum, il  faut  recourir  aux  dérivées  de  y d’ordres  supé- 
rieurs. La  différentiation  de  l’équation  (2)  donne 


<Jf  + a H'f  ,lT  , d'f  dy'  [ df  d'y 
dx1  dxdy  dx  dy'  dx'  dy  dx' 


et,  puisque  ~ est  nulle,  on  aura,  si 
finies 


d'f 

dxdy 


d'y  dx ' 

dx'-  ~ f ' 

dy 


et 


d'f 

— restent 

dy' 


le  signe  de  cette  expression  indiquera  s’il  y a maximum 

f{ly 

ou  minimum.  Si  — - se  réduit  à zéro,  il  faudra  opérer 

tl.tr 

conformément  à la  théorie  du  n°  139. 


148.  Exemple.  — Trouver  le  maximum  de  la  Jonc 
lion  y déjinie  par  T équation 

/(•*>  f)  = — $ajcr  ■+-x'  = o, 

où  a est  une  constante  donnée. 

On  a ici 


3 


<lf_ 

dx 


— — ay  -y  ■*’» 


L‘!L 

3 dy 


— y'  — ox. 
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L’élimination  de  y entre  les  équations 


donne 

d'où 


,,  v df 

X*  — 2«5x’  = O, 

l — 

x = o et  x = a y/  î , 


et  les  valeurs  correspondantes  de  y sont 


J — o et  y = a J 4 . 


Le  premier  système  (x  = o ,y  = o)  annule  et  il  ne 


répond  pas  à la  question  du  maximum  ou  du  minimum; 
le  deuxième  système  [x  — a l/a,  y =■  al/  4)  répond  à un 
maximum;  on  a effectivement 


d\f 

d2y  dar  — S.r  2 

du7  df  y1  — <lx  « 

dy 


149.  Considérons  le  cas  général  où  l’on  a ni  -f-  1 va- 
riables x,  f,  z,  u, . . . liées  entre  elles  par  m équations 


(>) 


I /(x,  y,  z,...)  = o, 
) f(x,  y,  = o, 

tfm-,(-r,y,  = o» 


et  supposons  qu’on  demande  les  valeurs  maxima  et  mi- 
nima  de  l’une  des  variables,  dey,  par  exemple. On  peut 
prendre  l’une  quelconque  des  variables  pour  variable  in- 
dépendante ; choisissons  x et  écartons  les  valeurs  de  celte 

variable  pour  lesquelles  la  dérivée  devient  diseonti- 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VI. 


ai  7 


nue  ; la  condition  du  maximum  et  du  minimum  sera 

dy  , 

——  — o.  ou  dy  = o. 
dxT  ’ J 

La  différentiation  des  équations  (i)  donne 

df  , df  , df  , 

■7"  <£r  -I-  — — d y 4*  — dz  -+-  . . . — o , 

dx  dy  dz  • 

df  , df  , df 

I — d.r  -h  — dy  + dz  -h  ...  = n, 

(a)  { dx  dy  dz 


dfm—\  t dfm—\  J dfm—\  J 

-dx  H ; — dy  H —dz  o; 


dx 


dy 


dz 


si  l’on  désigne  par  Y le  déterminant  formé  avec  les 
m*  quantités 


df 

df 

dy ’ 

dz'"' 

df 

df 

dy  ’ 

dz 

dfm. -, 

dfm-, 

dy  ' 

dz 

et  par  X ce  que  devient  Y quand  on  y remplace 
df  df  dfm  , 


pat 


, ■ > j—  » • • • » 

dx  dx 


<lf_  df 

dx  ' dx 


dy 

dfm—, 
dx  ’ 


le  résultat  de  l’élimination  des  différentielles  dz,... 
entre  les  équations  (a)  sera 

(3)  Xdx  -y  Ydy  — o, 

on  aura  donc,  pour  le  maximum  et  pour  le  minimum, 

(4) 
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Enjoignant  celle  équation  (4)  aux  m équations  (i), 
on  obtiendra  un  système  de  m ■+■  i équations  simultanées 
dont  il  faudra  chercher  les  solutions  communes. 

11  peut  arriver  que  les  équations  (i)  soient  satisfaites, 

' par  certaines  valeurs  des  variables,  en  même  temps  que 
les  équations 

X — o , Y = o, 

ce  cas  doit  être  dans  chaque  problème  l’objet  d’un  examen 
spéffial. 

Maintenant,  pour  faire  la  distinction  des  maxiina  et 

des  minima,  il  faudra  former  l’expression  de  -- } ou 

de  d*y,  et,  à cet  effet,  on  différentiera  les  équations  (2). 
L’élimination  des  différentielles  donnera  une 

équation  de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  d'y.  On 
voit  facilement  de  quelle  manière  on  devra  opérer  dans 
les  cas  où  il  deviendrait  nécessaire  de  considérer  les  diffé- 
rentielles d’ordre  supérieur  à 2. 

150.  L’analyse  qui  précède  est  générale  et  elle  em- 
brasse le  cas  où  l’on  demanderait  de  trouver  les  valeurs 
maxirna  et  minima  d’une  fonction  explicite 

F (■*.  7>  =>•  ■ •) 

de  m variables  liées  entre  elles  par  ni  — 1 équations 

— /,(•<", y,  jr,  = o; 

car  en  joignant  à ces  m — 1 équations  la  suivante 

« — F(*.  7»  • •)  = °> 

011  aura  un  système  de  m équations  entre  ni  -+- 1 variables 
et  il  s’agira  de  trouver  les  maxirna  et  les  minima  de  l’une 
de  ces  variables,  savoir  de  u,  ce  qui  est  la  question  réso- 
lue au  numéro  précédent. 
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Des  maxima  et  des  mirtima  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes. 

131.  Soit 

f[-r,  X, 

une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  x,y, 
z,. . . . On  dit  que  cette  fonction  a uuc  valeur  maxiina 
pour  x = x0,  y —yt,  z = z,,. . lorsque  la  différence 

f[x,  -4-  h,  y,  + k,  z,  -t-  . .)  :„...) 

est  négative  pour  toutes  les  valeurs  des  accroissements  h, 
k,  /, . . . comprises  entre  — eet-4-î,  la  quantité  posi- 
tive e étant  d’ailleurs  aussi  petite  que  l’on  voudra.  Si,  au 
contraire,  la  précédente  différence  est  constamment  po- 
sitive pour  les  mômes  valeurs  de  h,  k,  /,...,  la  fonc- 
tion J(x,  y,  z,...)  prend  une  valeur  minima  pour 
x = x0,  y z = z0, .... 

Supposons  que  les  valeurs  particulières  x = x0, y == 
z — z„,. . . répondent  A un  maximum  ou  à un  minimum 
de  f(x,y,  z,. . .),  et  donnons  à y,  z,.  . . les  valeurs 
z0,.  . .-,  notre  fonction  deviendra 

f[  *r*  J'tt  -•»•••  ) 1 

elle  ne  dépend  plus  que  de  x,  et  comme  elle  devient 
maximum  ou  minimum  pour  x = x0,  la  dérivée 

ilfi-r,  r«.  • • -J 

dx 

sera-  nulle  ou  discontinue  pour  x ==  x0.  Ainsi,  dans 
notre  hypothèse,  la  dérivée  de  la  fonction  proposée,  rela- 
tive à x,  savoir  : 

z,  ..) 

dx 
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doit  être  nulle  ou  devenir  discontinue  pour  x = x0, 
y =y%,  z = z0, . . . . 11  est  évident  que  le  même  raison- 
nement s'applique  aux  autres  dérivées  partielles 

df(x,y,  . .1  df(x,y,i,..  ■) 

dy  dz 

et,  par  conséquent,  les  valeurs  de  jr,  y,  z,. . . qui  ré- 
pondent à un  maximum  ou  à un  minimum  de  la  fonc- 
tion / (x,  y,  z,...),  sont  comprises  parmi  celles  qui 
annulent  la  différentielle  totale  df  de  cette  fonction  ou 
qui  la  rendent  discontinue. 

152.  On  arrive  au  même  résultat  par  l’emploi  de  la 
formule  de  Taylor.  Supposons  que  l’on  attribue  aux  va- 
riables x, y,  z,. . . des  valeurs  délerraiuées  quelconques, 
puisqu’on  leur  donne  ensuite  les  accroissements  arbi- 
traires //,  k,  /, . . . qui  ne  sont  autre  chose  que  les  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz,  ..,  ou  aura,  par  la  formule  de 
Taylor,  et  en  faisant  abstraction  des  valeurs  qui  rendent 
les  dérivées  partielles  de  J (x,  y,  z,.  . .)  discontinues, 

(i)  S/=d/+R,, 

R,  étant  le  reste  de  la  série  arrêtée  au  deuxième  terme. 
Or,  si  df  n’est  pas  nulle,  le  rapport  de  R,  à df  est  infini- 
rnenl petit  en  même  temps  que  h,  k,  /,...  (n°  134)  pourvu 
que  les  rapports  de  ces  accroissements  à l’un  d’entre  eux 
demeurent  indéterminés;  donc  on  pourra  donner  à //,  Z, 
/, . . . des  valeurs  absolues  assez  petites  pour  que  Af  ail 
le  signe  de  df,  et  par  conséquent  Af  changera  de  signe 
quand  on  changera  les  signes  de  h,  h,  /,....  Ainsi  les 
valeurs  que  nous  supposons  à x,  y,  z,.  . . ne  répondent 
à un  maximum  ou  à un  minimum  de  la  fonction  f que 
dans  le- cas  où  l.'on  a 

df  =o, 
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ce  qui  exige  que  l’on  ait  séparément 


<lf  <lf  ,lf 


puisque  ifr,  dy,  dz, . . . sont  arbitraires. 

Lorsque  tes  conditions  sont  remplies,  l’accroisse- 
ment Ckf  de  f a pour  valeur 

d'f 

(1)  + 

par  la  formule  de  Taylor  arrêtée  au  troisième  terme. 

Supposons  que  pour  toutes  les  valeurs  de  /;,  k,  l, . . . 

comprises  entre  — £ et  +£,  la  différentielle  d'f  ne  soit 

jamais  négative  et  qu’elle  ne  s'annule  pas,  sauf  pour 

h — k = / = . . . = o ; comme  on  peut  supposer  e assez 

i , „ . d ‘f  . . . 

peut  pour  que  le  rapport  de  n3  a — soit  aussi  petit  que 

l’on  voudra  en  valeur  absolue,  l'accroissement  A f aura 
le  signe  de  d'J\  et  par  suite,  ou  aura 

A/>o; 

les  valeurs  considérées  de  T,  y , z, . . . répondent  donc  à 
un  minimum  de  la  fonction  f.  Le  même  raisonnement 
montre  que  si  d'J'nesl  jamais  positive  et  qu’elle  ne  s’an- 
nule pas,  quand  h,  k,  l, . . . prennent  toutes  les  valeurs 
entre  — £ et  -+- 1,  si  ce  n’est  pour  /t  = À = /=...=  o , 
on  a 

A/<o, 

et  alors  les  valeurs  attribuées  à x,  y,  z,. . . répondent  à 
un  maximum.  On  voit  enfin  qu’il  n’y  a ni  maximum  ni 
minimum,  lorsque  pour  les  valeurs  de  h , k,  /, . . . com- 
prises entre  — £ et  -t-  c,  la  différentielle  d'J prend  des 
valeurs  positives  et  des  valeurs  négatives. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  différentielle  d'J  soit  iden- 
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tiqueraent  nulle  pour  les  valeurs  attribuées  aux  variables 
x,  y,  z,...,  ou  bien  que  celte  différentielle  soit  nulle, 
seulement  pour  certaines  valeurs  de  h,  A,  /, . . . comprises 
entre  — e et  -f-  t,  et  qu'elle  conserve  le  même  signe  pour 
tous  \es  autres  systèmes  de  valeurs  de  h,  A,  /,....  Quand 
ce  dernier  cas  a lieu,  il  faut,  pour  que  le  minimum  ou 
le  maximum  ait  lieu,  que  l’inégalité 

A/>o  ou  A/<  o, 

persiste  pour  les  valeurs  de  h,  A,  . qui  annulent  d*f. 
Or,  pour  de  telles  valeurs,  la  formule  de  Taylor  donne 

<3) 

et  l'on  en  conclut  immédiatement  que  les  valeurs  de  A, 
A,  /, . . . qui  annulent  d*f,  doivent  annuler  en  même 
temps  d3f\  alors  on  a,  par  la  formule  de  Taylor, 


(4) 


A/ 


d'f 

.2.3  4 


-f-  R,, 


d’où  il  résulte  que  le  maximum  ou  le  minimum  a lieu  si 
pour  les  valeurs  de  A,  k,  /, . . . qui  annulent  d'f  et  tl*J, 
dkJ'  a constamment  le  signe  — ou  constamment  le  signe  -f-. 

Lorsque  pour  les  valeurs  attribuées  à x,  y,  z,. . .,  la 
différentielle  d'J  e st  identiquement  nulle,  la  formule  (3) 
montre  que  d'f  doit  être  elle-même  identiquement  nulle  ; 
on  voit  ensuite,  par  la  formule  (4),  qu’il  y a maximum 
ou  minimum  suivant  que  d'J  e st  constamment  négative 
ou  constamment  positive. 

Si  dkf  est  identiquement  nulle  ou  si  elle  s’annule  sans 
changer  de  signe  pour  certaines  valeurs  de  h,  A,  /, . . . , il 
faudra  recourir  aux  différentielles  des  ordres  supérieurs. 
Mais  il  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  discussion  ; 
ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour  les  applications. 
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153.  Dans  les  cas  les  plus  ordinaires  du  minimum  et 
du  maximum,  on  a constamment 

</’/>o  ou  »/y<io, 

pour  les  valeurs  de  //,  h,  . comprises  entre  — e et 
-t-s.  Nous  allons  chercher  les  conditions  pour  que  l une 
ou  l’autre  de  ces  inégalités  ait  lieu  effectivement;,  nous 
considérerons  seulement  la  première,  savoir  : 

rf’/>o, 

laquelle  répond  au  minimum;  le  cas  du  maximum  se 
ramène  à celui  du  minimum  en  changeant  y en  — J 
On  a 


(-) 


d'f  ' d'f 
r—  aJL  A»  _i_  o JUL  U 

dxdjr 


i 


d'f  , 

2 - - /il  - 

dxdz 


dydz 


kl- 


d'f , 
dz1 


posons 


k — j.*,  / — £?»■••» 


E étant  une  quantité  positive  aussi  grande  que  l’on  vou- 
dra, on  aura 


l7rf,/= 


d'f. 


dx1 


<jf , 

à?' 


d'f  r 

" 7Â777T 

d'f 


d'f 

2 — — IX. 
dxdz  - 


dj  dz 


r£- 


d'f 
dz ' ' 


Or  quand  /i,  fl;,  varient  entre  les  limites  — e et  4-e, 
£,rî,£,...varientde — Eà  -4-E;  d’ailleurs  E est  une  quan- 
tité aussi  grande  que  l’on  veut;  donc  l'inégalité  o 

exige  que  le  second  membre  de  la  formule  (a)  reste  po- 
sitif pour  toutes  les  valeurs  de  J,  »!,  comprises  entre 
— oo  et  -+-  oo  . 

La  question  que  nous  avons  à résoudre  consiste  donc 
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à trouver  les  conditions  pour  qu’une  fonction  entière  et 
homogène  du  deuxième  degré  de  m variables 
reste  constamment  positive.  Désignons  par  V le  second 
membre  de  la  formule  (2);  posons  en  outre 


(3) 


= A, 


r/x’ 

d'f  , à'f  , , 

<lx  djr 11  dx  dz 

d'f  tJ_  d'f 
drr+*dïVz*- 


■ =p, 


rf*/v 
_ (-1 . 


• = Q. 


on  aura 

(4)  V^AS'+îPÇ  + Q. 

Comme  la  fonction  V se  réduit  à A £’,  quand  r,,  £, ...  s’an- 
nulent, on  voit  qu'on  doit  avoir  d’abord 

A>oj 

alors,  en  posant 

(5)  V,  = AQ  — PJ, 

il  vient 

(6)  AV  = ( A Ç H-  Pp  + V,. 

La  première  partie  de  cette  valeur  de  AV  s’annule  pour 
P 

Ç = — — » quelles  que  soient  donc  il  faut  que 

la  quantité  V,  soit  constamment  positive. 

Ainsi,  lei  conditions  demandées  pour  que  V soit  con- 
stamment positive,  sont  : i°  que  A soit  >0;  20  que  V, 
soit  constamment  positive.  Or  V,  est,  comme  V,  uue  fonc- 
tion entière  et  homogène  du  deuxième  degré,  mais  elle 
ne  contient  que  ni  — 1 variables  ; on  pourra  donc  raison- 
ner sur  V,  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  V,  on 
trouvera  ainsi  les  conditions  pour  que  V,  soit  constam- 
ment positive,  savoir  : i°  qu’une  certaine  quantité 
déterminée  A,  soit  >0;  2°  qu’une  certaine  fonction 
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homogène  du  second  degré  V,  de  ni  — 2 variables  soit 
constamment  positive.  Il  est  évident  qu’en  continuant  de 
cette  manière,  on  obtiendra  ni  conditions 

A"J>  o,  A,f>  o,  A,^>  o, . . . , A„_,  "J>  o, 


nécessaires  et  suflisantes  pour  que  l'on  ait  ronstammenl 

V > o. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  fouclion  f ne 
dépend  que  de  deux  variables  x, y.  Alors  on  a 


d'f 

Pyi  -4- 

d'f. 

2 i/x  dy 

Ç>3  "T" 

dy'  ’ 

A -ÙL,  P 

_ 

o 

= djf 

dx1 

ilxdj  ' 

» V 

dy 1 

d'f  / 

d'f  ' 

1 l dx' 

dj'  V 

Jx ./  ) 

les  conditions  pour  que  V soit  constamment  positive  sont 
donc 


dff 

dx' 


>0» 


dx'  dy‘  \dxdy)  ’ 


il  est  évident  que  ces  condilions-entralnent  la  suivante 


d'f 


<h 


7>°- 


Pour  passer  au  cas  du  minimum,  il  suffit  de  changer  le 
sens  de  la  première  des  deux  inégalités  qui  expriment  les 
conditions  du  maximum. 


Application  à quelques  exemples. 

154.  Exemple  I.  — Trouver  le  maximum  de  Injonc- 
tion 

f=x*yeï'.  . .u1  (a  — x—  jr—  z — . . .—  u)a, 

où  l'on  désigne  par  a une  constante  positive  donnée, 
par  a,  6,  y,. p des  exposants  entiers  positifs. 

I.  i5 
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On  a ici 


df  dx  . dy  .du  dx  -+-  dy  -+- . . . -+-  du 

■j  — a. 1-6-4+. ..  + •*—  — (*  - ZT—T. ~ 

?-(?)'= 

L’équation  df  = o peut  être  satisfaite  par  des  valeurs 
milles  des  variables  x, y,  z,...,  u,  et  il  est  facile  de  recon- 
naître dans  quels  cas  ces  valeurs  répondent  à un  maxi- 
mum ou  à un  minimum.  Nous  en  ferons  ici  abstraction  ; 
alors  la  condition  df  = o donnera 


d’où  l’on  tire 


/ dx\*  (dx  -+-  dy  +...+  def 

“U) 


x y z u a 

a <>  7 * ï a -t-  6 -f-  7 -f  . . . H- + 

et 


/ 


■=t 


(+6+..  -hi-hp 


a“6*...XV'1» 


enfin  on  a,  par  les  formules  écrites  plus  haut  et  à cause 
de  df  = o, 

d'f<  o, 


donc  la  précédente  valeur  dey  est  un  maximum. 

155.  Exemple  II.  — Trouver  les  maxima  et  les  mi- 
nimes de  la  distance  de  deux  points  appartenant  respec- 
tivement à deux  courbes  données. 


Soient  x,  j,  z les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  M de  la  première  courbe;  X y',  z'  celles  d’un 
point  M'  de  la  seconde,  et  V le  carré  de  la  distance  MM', 
on  aura 

(.)  v = (*-*7 -Hr-r')’-!- (*-*')’• 
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Il  y a ici  deux  variables  indépendantes;  on  peut  choisir 
x et  x'-,  alors  y et  z seront  des  fonctions  données  de  x\ 
y'  et  z'.des  fonctions  données  de  x1.  On  a 

( 1 dX  , ,,  . ,.dy  dz 

(*-*') +0--/) 


. rfV 

ô^=-(x 


, ,.rfr'  ,.dz' 


Il  d'X  / dy ’ </i>\  , ,d-y  . ,.d'z 

1 rf*v  / rfrM  dzr*\  , ,.rfV  . (1rf'ï' 

1 r/>  V _ / rfv  rft  ' rfz'  \ 

2 </x  <£r'  \ rfx  dx'  dx  dx'  ) 


' i r/> V 
, 2 dx  dx' 


Les  conditions  communes  au  maximum  et  au  minimum 
sont  donc 

I (x  — x')  + (y  — y’)  ‘h-  +(z—  z')  ^ =0, 

(4)  \ , , 

((*-*')+(r-r')J;+(=-^=o. 

Les  dérivées  ^ sont  données  par  les  équa- 

dx  dx  dx  dx  11 

tions  des  deux  courbes,  et  en  joignant  à ces  équations  les 
deux  précédentes,  on  aura  un  système  de  six  équations 
qui  détermineront  les  coordonnées  x,  y,  z,  x \y',  z'. 
Mais  pour  que  le  maximum  ou  le  minimum  ait  effective- 
ment lieu,  on  doit  avoir 


d'X  d'X 
dx7  dx' 2 


t d*v  y. 

\ de  dx'  J ' 


d*\  d7V 

S’il  en  est  ainsi,  il  y aura  minimum  quand  — — et 

* dx 1 dx 1 

seront  négatives,  maximum  dans  le  cas  contraire. 

i5. 
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Les  équations  (4)  expriment,  comme  ou  le  verra  plus 
loin,  que  la  droite  menée  par  les  points  (x,  y,  z), 
(x\  y' y z')  est  normale  aux  courbes  données.  Ce  fait 
résulte  d'ailleurs  évidemment  de  ce  qui  a été  dit  au  n° 145. 

156.  Supposons  que  les  courbes  données  se  réduisent 
à des  lignes  droites  ayant  pour  équations 

X — az  -+-  a,  y = bz  -f-  6, 

et 

x’  — a'z'- y’=b'z’- 4-6'. 

Comme  on  a ici 

dy  b dz  t dy'  b'  dz  t 
dx  a'  dx  il  fL r'  a'  dx'  a' 

fl 2 y ^3.  ffl  y t J 

et  que  les  dérivées  ■>  ——y  , - y — r sont  nulles,  on 

1 dx‘  dx-  dx 2 dx  ’ 

vérifie  immédiatement  que  les  conditions  du  minimum 
sont  remplies.  Alors  les  équations  (4)  du  n°  155  sout 

a (x  — x')  4-  b [y  — y')  -t-  (z  — z')  = o, 
a'  (x  — x'  ) -t-  b'  ( y — y'  ) -t-  (i  — i ) — o, 

et  on  peut  les  remplacer  par  deux  des  trois  suivantes  : 

[a'  — a)(x  — x')  -+-  ( b ' — b)  (y— y’)  — o, 

( bu'  — nb'  ) (x  — x')  — (b'  — b ) (i  — z')  — o, 

( bn ' — ab')[y  — y')  -t-  ( a ' — o)  (s  — s')  = o. 

Mais  des  équations  des  droites,  on  déduit 

[b1  — b)  (x  — x')  — (a'  — a)  (y  — y')  (ba'  — ab'  ) (s  — z'  ) 

= (*<  _ a)  (6'  _«)_  (b'  _*)(«'_«), 

et  si  l'on  ajoute  les  quatre  équations  précédentes,  après 
les  avoir  élevées  au  carré,  il  viendra 

b)-  + (ab'  - ba' )’]V 

= 6)  b)  (»'-«)]»; 
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on  déduit  de  là  l’expression  connue  de  la  plus  courte  dis- 
tance des  droites  données,  savoir  : 

_ - a)jr  - e)  - (b' -b)  K - «p  _ 

— /i)1  -t-  ( b'  — b }*  + ( ab ' — b a'  Y 

157.  Exemple  III.  — Trouver  les  tnaxima  et  les  rni- 
nima  rie  la  distance  d’un  point  donné  à une  surface 
donnée. 


Soient  y0 , r0  les  coordonnées  du  point  donné  M. 

relatives  à trois  axes  rectangulaires,  etx,^,  s les  coordon- 
nées d’un  point  de  la  surface.  Le  carré  de  la  distance  des 
deux  points  est 

(1)  (x-x.Y  4-  ( V- x.Y  -h(z-z.Yi 

z est  une  fonction  donnée  des  deux  variables  indépen- 
dantes x,  v,  et  nous  ferons 

riz  — p dx  4-  q dy, 
d/i  = r dx  -t-  s dy , 
di/  — s dx  -t-  t dy. 

D’après  cela  on  aura 


(2) 

puis 

(3J 
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enfin,  si  l’on  fait,  pour  abréger  l’écriture, 

IA  = rt  — 1:, 

B = (iH-ç’)r  — 2pç*-h(i 
C — I •+•  p’  -H  y3, 

on  aura,  par  les  formules  (3), 


i r^v  d'v 
4 L dx1  dy' 


= A(*  — i,)3  B (3  — ;,)  4-  C. 


La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  donne 


(5) 


X — X,  -\-p{z  — s,)  = O, 

y — y»  -+-  <7  (s  — z.)  = o ; 


ces  équalions,  jointes  à celle  de  la  surface,  détermineront 
les  coordonnées  x,y,  z ; on  verra  plus  loin  quelles  sont 
précisément  les  équations  d’une  normale  à la  surface, 
quand  on  y considère  xt,yt,  z0  comme  des  coordonnées 
variables,  x,y,  z comme  des  quantités  données. 

Mais  pour  qu’un  point  M(x,  y,  z)  déterminé  comme 
on  vient  de  le  dire  réponde  effectivement  à un  maximum 
ou  à un  minimum,  il  faut  que  l’on  ait 


(6)  A(s  — z,)3-<-B(z — z,)-HC>o. 


Désignons  par  Z une  indéterminée,  remplaçons  z0  par  Z 
dans  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  et  égalons  le 
résultat  à zéro;  ou  obtiendra  l'équation 

(7)  A(j-Z),  + B(!-Z)  + C = o, 


dont  les  racines  sont  toujours  réelles,  car  on  a 

B3-4AC=(,+/>’)(.+?W  TT?y 

■+-(«+/»’+»*) (1  +/»’)(' +?’)  (7—-^,)’- 
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Soient  z'  et  z"  les  racines  Z de  l’équation  (7),  le  premier 
membre  de  cette  équation  sera  identiquement  égal  à 

A (*'  — Z)  (s*  — Z), 

et,  par  suite,  en  remettant  au  lieu  de  A sa  valeur,  notre 
condition  (6)  deviendra 

(8)  (rt  — s>)  (z1  — za)  {z*  — z.)  > o. 

Soient  M',  M"  les  points  de  la  normale  M0M  pour 
lesquels  la  coordonnée  z a les  valeurs  z ',  z"\  la  condi- 
tion (8)  exprime  que  si  l’on  a 

rt  — > o , 

il  faut  et  il  suffit,  pour  le  maximum  ou  le  minimum,  que 
le  point  donné  M0  ne  soit  pas  situé  entre  le  point  M'  et 
le  point  Mff.  Au  contraire,  si  l’on  a 

rt  — s1  o , 


il  faut  et  il  suffit,  pour  le  maximum  ou  le  minimum,  que 
le  point  Mo  soit  situé  entre  M'  et  M". 

Il  reste  à faire  la  distinction  du  maximum  et  du  mini- 
mum. La  condition  (6)  étant  remplie,  la  quantité 


d’V 


d'V 


d’V 

+ />’77 F 


ne  peut  s'annuler,  et  par  conséquent  elle  a le  signe  des 
dérivées 

rf'V  </-V 

’ 7 lp  ’ 

donc  la  somme  de  ces  trois  quantités  aura  encore  le  même 
signe,  et  l’expression 


d'V 


('  -+-91)  ^-7  — *P<1 


d’V  . n d’V 

__  h_  (l  -h  *,  ) __ 
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sera  négative  dans  le  cas  du  maximum,  positive  dans  le 
cas  du  minimum.  On  reconnaît  ainsi,  au  moyen  des  for- 
mules (3)  et  (4)>  que  l'on  a 

ig)  B(i  — î.)  + aC  <o 

dans  le  cas  du  maximum,  et 

(10)  B(z — + îC>o 

dans  le  cas  du  minimum.  Mais  l’équation  (7),  qui  a 
pour  racines  z'  et  z",  nous  donne 


donc  la  quantité 


est  négative  dans  le  cas  du  maximum,  positive  dans  le 
cas  du  minimum. 

Supposons  d’abord  rl — s’>o;  alors  les  deux  va- 
lcuis  z — z',  z — z"  de  z — Z tirées  de  l’équation  (7) 
sont  de  même  signe;  donc  les  deux  points  M'  et  M"  de  la 
ligne  MM,  ou  t/csont  situés  d’un  même  côté  par  rapport 
au  point  M.  Les  ditlérences  z,  — z'  et  z,  — z"  sont  aussi 

u 9 M,  m*  m' » 

de  même  signe,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  et  les  points 
M',  M"  sont  d’un  même  côté  de  ut>  par  rapport  au 
point  M0.  O11  voit  donc  que  la  distance  M0M  sera  un  mi- 
nimum si  les  poiuls  M',  M"  ne  sont  pas  situés  entre  M 
cl  M,;  elle  Sera  un  maximum  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  en  second  lieu  rl  — s’<^o;  d’après  l’équa- 
tion (7),  les  dillérences  s — s',  z — s"  sont  de  signes 
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contraires,  et  le  point  M est  situé  sur  la  ligne  uv,  entre 
M'  et  M*}  mais  la  condition  (8)  exige  que  z0  — z'  et 

« M' M.  y M*  r 

z0  — z"  soient  également  de  signes  contraires,  c’est-à- 
dire  que  M0  soit  situé  comme  M entre  M' et  M".  Dans 
ce  cas  il  est  évident  que  la  distance  M0M  est  toujours 
un  minimum. 

Examinons  encore  le  cas  de  rt — ,\*  = o.  La  condi- 
tion (6)  se  réduit  à 

B (z  — s,)  -4-  C > o, 

et,  quand  elle  est  satisfaite,  l’inégalité  (io)  a lieu  à plus 
forte  raison;  il  en  résulte  que  le  minimum  a lieu.  Il 
n’existe  plus  dans  le  cas  actuel  qu’un  seul  point  M'  de  la 
ligne  M0  M dont  la  coordonnée  z'  satisfasse  à l’équation 

B (s  — s')  -4-  C = o. 

En  introduisant  cette  quantité  z',  l’inégalité  précédente 
devient 


donc,  pour  que  le  minimum  ait  effectivement  lieu,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  point  donné  M0  soit  situé  sur  celle  des 
deux  parties  M'tt,  MV  de  la  normale,  où  se  trouve  le 
point  M. 

u m M . y’ * 

Enfin,  si  l’on  a pour  les  coordonnées  de  M, 

A = o , B = o. 
la  condition  (tij  sc  réduit  à 

C >o. 
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et  elle  est  toujours  satisfaite.  Mais,  dans  notre  hypothèse, 
on  a 

r3  -+-  x 1 -f-  [qr  — ps )*  = O , 
et,  par  conséquent, 

r = o,  x = o,  f = oj 

les  formules  (3)  montrent  que  le  minimum  a lieu. 

Les  points  M'  et  Mff  jouent  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  surfaces,  ainsi  qu’on  le  verra  plus  loin. 

Cas  où  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables  cessent  d'étre  déterminées  quand  on 
donne  aux  variables  les  valeurs  qui  répondent  au 
maximum  ou  au  minimum. 

158.  Nous  avons  dit  que  les  valeurs  des  variables  qui 
répondent  au  maximum  ou  au  minimum  d’une  fonction 
doivent  annuler  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction, 
à moins  que  celles-ci  ne  cessent  d’étre  continues.  Nous 
devons  ajouter,  d’après  une  remarque  importante  due  à 
M.  Bertrand,  qu’il  peut  arriver  que  les  dérivées  partielles 
d’une  fonction  cessent  d’ètre  déterminées  pour  certaines 
valeurs  des  variables,  et  que  ces  valeurs  répondent  en 
même  temps  à un  maximum  ou  à un  minimum  de  la  fonc- 
tion. Nous  présenterons  ici  l’exemple  même  que  M.  Ber- 
trand a choisi  pour  justifier  son  assertion. 

Problème.  — Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle 
donné  le  point  dont  les  distances  aux  sommets  du 
triangle  ont  une  somme  minima. 

«| 

c 


kJ 

▲ B JT 

Prenons  le  côté  AB  du  triangle  donné  ABC  pour  axe 
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des  x,  et  la  perpendiculaire  Ay  à AB  pour  axe  des_y. 
Désignons  par  c la  longueur  du  côté  AB,  par  x0,  yt  les 
coordonnées  du  point  C et  par  x,y  les  coordonnées  du 
point  cherché  M.  La  fonction  dont  on  demande  ici  le 
minimum  est 

-+-.rJ  + vt*  — c)’  + v,(x  — -M"  +lr  — j»Yi 

il  est  évident  à priori  que  ce  minimum  existe  dans  tous 
les  cas,  et  que  la  question  ne  comporte  pas  de  maximum. 

En  égalant  à zéro  les  deux  dérivées  partielles  de  la 
somme  précédente,  on  a les  deux  équations 


(') 

X 

X — c 

l_  _ ...  ^ 

, 

X — X# 

— O, 

y x1  -h  y1 

fo—cy+y1 

(2) 

y 

■ ...•y 

y — y>  _n 

y/x1  H-  y7 

v/(x  — 

•*•)’+  (y—y>y 

qui  représentent  deux  courbes  dont  l'intersection  donnera 
le  point  demandé  M.  Mais  on  peut  à ces  deux  courbes  en 
substituer  d’autres  plus  simples.  A cet  effet,  désignons 
par  &>,  i (i,  a les  angles  formés  par  les  directions  AM,  BM, 
CM  avec  la  direction  Ax  de  l’axe  des  x;  chacun  de  ces 
angles  doit  être  regardé  comme  engendré  par  une  droite 
d’abord  parallèle  à Ax,  menée  par  le  point  A,  ou  B, 
ou  C,  et  qui  se  mouvrait  toujours  dans  le  même  sens, 


en  s’élevant  vers  la  partie  positive  de  l'axe  des^.  D’après 
cela  on  a 

X 

m — , 

y 

ci n m • — ( 

yx>  ■+■  y' 

yx*  4-  y3 

rnsJi  — *~C 

■ , y 

Sin  y rzr  — -■  — ? 

y(x  — c)J+j‘ 

\\x  — c)'  -+-y3 

X — X, 

COS  CT  « 

r-r» 

v/(x  — x,)*-t-(^  — y.)1 

y/(x  — x.)'  ■+■  (y  — y.)’ 
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et  les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

COS u -+-  COSiJl  -4-  COSO  = O, 
sin  « 4-  sin  1J1  + sin  a = o, 

d’où 


cosu  -4-  cosiji  = — coso,  sin  4»  4-  sin'}  = — sino. 

En  ajoutant  ces  deux  équations  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  obtient 


ou 


(cosw  4-  cos-j»)’  4-  (sin 41  4-  sin-i)1  = 1, 


I 4-  2C0S('j>  — 4i)  = o, 


et 


COS(i|/  — 41)  = 


1 

2 


Ainsi  l’angle  <ji  — co,  qui  n’est  autre  chose  que  AMB, 

a pour  cosinus  — -,  et  par  conséquent  cet  angle 

AMB  est  de  120  degrés.  On  conclut  de  là  que  le  point  M 
est  à l’intersection  de  trois  segments  capables  de  120  de- 
grés décrits  sur  les  trois  cotés  du  triangle  respectivement; 
les  cercles  auxquels  appartiennent  deux  de  ces  segments 
peuvent  donc  être  substitués  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  (1)  et  (2). 

Or,  pour  que  les  arcs,  bases  des  segments  dont  il  vient 
d’èlre  question,  se  coupent  réellement,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  angles  du  triangle  soient  tous  les  trois  inférieurs 
à 120  degrés.  Donc,  s’il  y a dans  le  triangle  un  angle 
supérieur  à 120  degrés,  les  équations  (1)  et  (2),  aux- 
quelles conduit  la  théorie,  ne  feront  point  connaître  le 
minimum,  quoique  celui-ci  ait  certainement  lieu.  Mais 
les  premiers  membres  de  ces  équations  cessent  d’avoir  des 
valeurs  déterminées  quand  011  remplace  x et  y par  les 
coordonnées  de  l’un  des  sommets  du  triangle  : donc  le 
point  demandé  ne  peut  être  que  l’un  de  ces  sommets. 
C’est  ce  qu’il  est  facile  de  démontrer  directement. 
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159.  Désignons  toujours  par  o>  l’angle  MAB;  nommons 
en  outre  o la  distance  AM,  b le  côté  AC  du  triangle,  et  A 
l’angle  CAB.  La  sommeS  des  distances  AM,  BM,  CM  sera 

S — p 4-  y/c’  — aep  cosu  -t-  p’  4-  y b1  — 2 Ap  cos(A  — w)  4-  p1; 

or  on  a,  par  la  formule  du  binôme,  lorsque  ? est  suffisam- 
ment petit, 

y c1  — aep  cosw  -t-  p- 

= c[i-2(?C0SW-£)] 

= c f,_(t  cos*  -JL\-  Lltcos»  - 4V-  . . .1, 

L \C  2 C' J 2 \C  2C1  j 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à p,  et  en  désignant  par  « 

une  quantité  qui  s’évanouit  avec  p, 

, sin’w 

yc*  — 2cp  cosw  4-  p3  = c — p cosm  4-  p’ 1-  ip\ 

Si  l’on  remplace  dans  cette  formule  c et  w par  A et  A — w, 
c par  r, , on  aura 


\b'— 2 b p cos  (A  — u ) 4-  p’ 

— - b — p COS  (A  — u } 4-  p'-  - 

Alors  l’expression  de  S deviendra 


sin’  [A  — w) 


S = (4+f)  + P [■  — cos«  — cos(  A — „,] 


p’ Tsin’w  sin’(A  — »)” 


+ (i4-n)p!, 


S = ( A 4-  c)  4-  p — 2 eos  ^ A cos  ^ A — uj  J 
p1  f sin’w  sinJ(  A — , 

+ ;[—  s — 'J+(-+»)p-. 
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Cette  expression  se  réduit  à 

S,  = b -i-  c, 

pour  p = o,  et  si  l’on  suppose  que  p soit  un  infiniment 
petit,  la  différence 

S — S, 

aura  le  signe  de 

i — 2 cos  - A cos  - ( A — «). 

Dans  le  cas  de  A<^iao  degrés,  acos-^  A est  supérieur 

à 1,  et  par  conséquent  S — S0  peut  changer  de  signe;  il 
s’ensuit  que  S0  ou  b -4-  c 11 'est  pas  une  valeur  minima  ou 
maxima  de  S.  Si  l’ou  a A ]>  120  degrés  ou  A =120  de- 
grés, le  coefficient  de  p dans  l’expression  de  S ne  pourra 

devenir  négatif  ; ce  coefficient  s’annulera  pour  w = ^ A, 

dans  le  cas  de  A = 120  degrés;  mais,  comme  le  coeffi- 
cient de  p * est  positif,  on  aura  toujours 

S S. , 

et  par  conséquent  S0  sera  une  valeur  minima. 

Donc,  lorsque  le  triangle  ABC  a un  angle  supérieur 
à iao  degrés  ou  égal  à tao  degrés,  le  sommet  de  cet 
angle  est  le  point  demandé. 


Cas  des fonctions  implicites  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. 

160.  Considérons  le  cas  général  où  l’on  a n équations 

* °, 

f[xi  y > *>•••»  o, 

/*-i (*,y .)  = o, 
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entre  m + n variables  .r,  y,  z,. . . , u,  v,w,....  Parmi 
ces  ni  -+-  n variables,  il  y en  a m,  x,  y,  z,...,  par 
exemple,  qui  sont  indépendantes,  et  les  n autres  variables 
sont  des  fonctions  de  celles-ci;  nous  nous  proposons  de 
déterminer  les  maxima  et  les  minima  de  l’une  des  fonc- 
tions u,  u,  iv 

La  différentiation  des  équations  (i)  donne 


'£dx  + £djr  + ., 


df 

(1)  I dx 


dx 


df, 

dy 


dy 


df  , df  , 

• — du  -4-  -A+..,=  o, 
du  dv 

df,  df, 

■ x-  du  4-  — dv-b . . . — o, 

du  dp 


df-, 

dx 


dx  • 


df- 


du 


df -, 

dv 


dp  ■ 


Si  u est  celle  des  variables  dont  il  faut  trouver  les 
maxima  cl  les  minima,  on  éliminera,  entre  les  n équa- 
tions (a),  les  n — i différentielles  tli>,  dw,...,  et  l’on 
obtiendra  un  résultat  de  la  forme 


(3)  Xdx  -b  Y dy  -b  Zdz  -t- . . . -t-  U </«  = ov 

La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  donne 
<i<i  = o,et  les  différentielles  qui  restent  dans  l’équation  (3) 
étant  arbitraires,  on  aura  les  ni  équations 


Les  systèmes  (i)  et  (4)  comprennent  m-\-n  équations 
qui  suffiront  pour  déterminer  les  m 4-  n variables.  Pour 
reconnaître  si  l’une  des  valeurs  de  u ainsi  obtenues  est 
effectivement  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faudra 
calculer  la  valeur  de  d*u  et  examiner  si  cette  différen- 
tielle conserve  le  môme  signe. 
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Remarque  sur  le  cas  d'une  Jonction  explicite  de  plu- 
sieurs variables  liées  par  des  équations  données. 


161 . Le  cas  précédent  comprend  celui  où  l’on  demande 
de  trouver  les  maxima  et  les  minima  d’une  fonction  expli- 
cite 

F (•*■«  r,  ■ •) 

de  m + n — 1 variables  liées  entre  elles  par  « — i équa- 
tions 

i /(•*.  r»  • • •)  = ». 

\ M*,r* z — )=  °> 

(,)  

\ r»  *.•■•)  = °> 

car,  en  désignant  par  ti  la  fonction  F (x,  y,  z,. • •)  et 
en  joignant  aux  équations  (i)  la  suivante  : 

ii  = F(*,  y,  *»•  ■ •)« 


on  rentre  dans  le  cas  de  n équations  entre  m + n va- 
riables. D'après  l’analyse  du  n°  160,  il  faudra  différentiel1 
l’équation  précédente  ainsi  que  les  équations  (i),  et,  puis- 
que du  est  nulle  dans  le  cas  du  maximum  ou  du  mini- 
mum, on  aura 


puis 


(3) 


rfF  . rfF  ,.d¥ 

— dx  + — dx  -i-  —p  d*  -t- . 
dx  dy  as 


#dx  + £dX+%*+  — = o, 

dx  dy  dz 

tlf,  . dj,  df, 

— dx  -y  — dy  -x  — dz  -h . . O, 
dx  dy  dz 


dfh~i  t . , , d/^,  

dx  H : — dy  H ; — dz- o. 


dx 


dy 


dz 
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Cela  posé,  il  nous  faut  éliminer,  entre  les  11  équations  (a) 
et  (3),  n — 1 des  différentielles  </jr,  dy,  dz,...  et  égaler 
ensuite  à zéro  les  coefficients  des  différentielles  qui 
restent  dans  l’équation  finale.  Pour  faite  l'élimination 
nous  ajouterons  l’équation  (2)  avec  les  équations  (3), 
après  avoir  multiplié  celles-ci  respectivement  par  des 
facteurs  indéterminés 

A,  A , , A, , . . . , - J j 

ces  facteurs  devront  être  choisis  de  manière  à faire  dispa- 
raître n — 1 différentielles;  mais  comme  il  faudra  ensuite 
égalera  zéro  les  coefficients  des  différentielles  restantes, 
on  voit  que  les  coeHuicnts  de  toutes  les  différentielles 
devront  être  égalés  à zéro.  Ainsi  l'on  formera  les  équa- 
tions suivantes  : 


(4) 


I ,iv  ,ir  ,/f, 

'IV  , <(f  , '// 


■ • • *+■  ^n-î  — — — O, 
il.C 

''Z-* 

dfn  , 

• * *f“  ‘ 7 — — O, 

dz 


Il  reste  à éliminer  les  n — 1 indéterminées  X,  X,,... 
entre  les  m -+-  n — 1 équations  (4),  et  l’on  obtiendra 
de  la  sorte  m équations  qui,  jointes  aux  équations  (1),  ser- 
viront à déterminer  les  in  -+-  n — 1 inconnues  x,  y,  ... 

162.  L’emploi  des  facteurs  X n’a  fait  jusqu’ici  que 
substituer  une  élimination  h une  autre,  ce  qui  n’a  pas  un 
grand  intérêt;  mais  la  considération  de  ces  facteurs  va 
nous  permettre  d’établir  une  proposition  importante. 

Si  les  variablcsx,  y,  *,...  étaient  toutes  indépendantes, 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonc- 
1.  16 
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lion  F donnerait  les  équations 


d F d F d F 

5F  “ °’  dÿ~°'  lil 


o,. 


mais  il  n’en  est  plus  ainsi  dans  notre  cas,  où  il  s’agit  d'un 
maximum  ou  d’un  minimum  relatif,  les  variables  x,  y, 
z,... étant  liées  par  les  équations  (i).  Or,  les  équations  (4) 
montrent  que  le  maximum  ou  le  minimum  relatif  de- 
mandé  s’obtiendra  par  la  règle  du  maximum  ou  du  mini- 
mum absolu,  appliquée  à la  fonction 

F -+- 1/+ 1,./!  -4-. . .-f- 

l,  X„_,  étant  des  facteurs  indéterminés. 

Ajoutons  en  terminant  que,  dans  bien  des  cas,  il  sera 
plus  avantageux  de  traiter  F(x,  jr,  z,...)  comme  une 
•fonction  explicite  de  m variables  seulement,  ce  qui  est 
permis  en  supposant  que  n — i des  m-+-  n — i variables 
soient  remplacées  parleurs  valeurs  fonctions  des  m autres. 
C’est  ainsi  que  nous  avons  procédé  dans  quelques-uns  des 
problèmes  précédemment  traités. 
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CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  DES  COURBES  PLANES. 


De  la  tangente  et  de  la  normale  aux  courbes  planes.  — 
Limite  des  tangentes. 


163.  Soient  x et  y les  coordonnées  rectilignes  d’une 
courbe  plane  donnée.  Quelle  que  soit  la  variable  qu’on 
regarde  comme  indépendante,  le  coefficient  d’inclinaison 
de  la  tangente  au  point  (x,  y)  de  la  courbe  sera,  comme 


on  l’a  vu,  la  limite  1 


différentielles  dj  et  dx.  En  outre,  si  X et  Y désignent  les 
coordonnées  de  la  tangente,  celle-ci  aura  pour  équation 


Y 


(X  — x). 


La  normale  à la  courbe,  ou  la  perpendiculaire  élevée 
sur  la  tangente,  par  le  point  de  contact,  aura,  dans  le  cas 
des  axes  rectangulaires,  l’équation 


Y -jr  = 


dans  le  cas  général  où  les  axes  font  entre  eux  un  angle 
quelconque  6,  1 équation  de  cette  normale  sera 


Y-J 


dx  -+•  «7v  cos  0 
dy  -4-  dx  cos  6 


(X-x). 


Lorsque  les  coordonnées  x et)  de  la  courbe  sont  don- 

16. 
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nées  en  fonction  d'une  variable  t de  manière  que  l’on  ait 


*=*(')• 

*r  = + 

on  conclut 

immédiatement 

tl.r  — -J  ( t ) lit. 

dy  --  •) 

puis 

tiy 

■y  <>) 

d e 

Lorsque  l’équation 

/(•<■,  j } = o 


de  la  courbe  est  donnée,  la  valeur  de-;-  est  déterminée, 

ax 

comme  on  l’a  vu,  par  l'équation 


df  df  ilr 

ilx  tiy  tLc 


• p , dy  Y 

et  si  1 on  y remplace  par 


X — *r 


: on  aura  l'équation 


de  la  tangente,  savoir  : 


(X-*)g  + îY-„£: 


Lorsque  la  courbe  donnée  passe  par  l’origine  des  coor- 
données, le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  évi- 
demment la  limite  - pourx  = b;  au  reste  on  a (n°  124) 
<Iy 


lim  — = lim  — , pour  jc  = o. 

X I 


16t.  Nous  avons  déjà  eu  l’occasion  (n°  28)  de  dire  ce 
que  l’on  entend  par  longueur  de  la  tangente  ou  de  la 
normale , et  nous  avons  mentionné  aussi  les  dénomi- 
nations de  sous-tangente  et  de  sous-normale.  Supposons 
les  axes  rectangulaires;  soient  M le  point  de  contact 
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cl  MP  son  ordonnée,  T ei  N les  points  où  l'axe  desar  est 
rencontré  par  la  tangente  MT  et  par  la  normale  MM.  Nous 


désignerons  par  T et  N les  longueurs  MT  et  MN  de  la 
tangente  et  de  la  normale;  parT'  et  N'  la  sons-tangente  TP 
et  la  sous-normale  PN.  Alors,  les  triangles  rectangles 

PMT,  PMN,  dans  lesquels  les  angles  MTP,  PMN  ont 

pour  tangente,  donneront 


les  mêmes  triangles  donneront  aussi 

T = v/y  + T'1,  K = \V  ■+-  PT-, 

et,  par  consé(|uent, 

V y'r/r*  -1-  rf)  •'  J'  \/<U  ‘ </» 1 

t/i  de 


Il  faut  remarquer  que  les  expressions  de  T'  et  de  N'  sont 
positives  ou  négatives  selon  que  les  directions  TP,  PN 
coïncident  avec  la  direction  O.r  ou  avec  la  direction 
opposée. 

165.  Asymptotes.  — Limite  des  tangentes.  — Lue 
ligne  dioite  est  dite,  comme  on  sait,  asymptote  d’une 
brandie  de  courbe,  si  la  distance  d’un  point  M de  la 
courbe  à la  droite  tend  vers  la  limite  zéro,  quand  ce 
point  M s'éloigne  indéfiniment  en  restant  toujours  sur  la 
courbe.  Il  est  facile  de  voir  que  l'asymptote  est  en  général 
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la  limite  vers  laquelle  tend  la  tangente  au  point  M,  quand 
ce  point  M s’éloigne  indéfiniment. 

En  efiet,  considérons  une  branche  de  courbe  qui  s’étend 
à l'infini  et  qui  a pour  asymptote  une  droite  non  paral- 
lèle à l'axe  des  y,  représentée  par  l'équation 

(I)  Y = ÿX-f-A. 

La  distance  du  point  (x,  y ) de  la  courbe  à cette  asymptote 
sera 

[v  — gx  — h sin  0 
^ 1 -+-  2#COS0  4-  g' 

9 étant  l’axe  des  axes;  cette  expression  doit  tendre  vers 

zéro  avec  on  aura  donc,  en  désignant  par  e une  quan- 

.....  • « 

tite  qui  s évanouit  avec  -» 

y — gx  — h — t ou  y = gx  4-  h -t-  t. 

On  tire  de  là 

r h 4-  « 

= g 4 > 

x x 

et,  pour  x = oo  , 

(a)  g = lim^. 

Ensuite  on  a 

h=z(y  — gx)  — «, 

et,  par  conséquent, 

(3)  A = lira  (y-  — gx). 

Les  équations  (2)  et  (3)  permettent  de  déterminer  les 
constantes  g,  h de  l’équation  de  l’asymptote.  ■ 

Maintenant,  reprenons  l’équation  de  la  tangente  à la 
courbe,  savoir  : 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VII. 


247 

-est  une  expression  fractionnaire  dont  les  deux  termes 
deviennent  infinis  simultanément;  on  a donc  (n°  121) 


dy 

lim  - = iim  pour  x 

x 1 


» , 


ày 

im  dx  ~ 1 


et  par  conséquent 
Ensuite  on  a 

lim  ( y — gx)  = Iim  * 


y 

x 


1 

x 


0 .r 

les  deux  termesde  la  fraction s’annulent  pour x = co 

x 

on  aura  donc  en  appliquant  la  règle  du  n°  124, 

(r- g) 

üm  {y  gx)  — lim -f— =lim(r 

(?) 

donc 


(?) 


-A. 


Ainsi  la  tangente  représentée  par  l’équation  (4)  a 
pour  limite  l'asymptote  (1)  quand  le  point  (x,  y)  s'éloigne 
à l’infini,  en  demeurant  toujours  sur  la  branche  de 
courbe  que  l’on  considère.  Ceci  suppose  toutefois  (n°126) 

que  et  y — x -^-conservent  des  valeurs  déterminées, 

1 dx  J dv 

quel  que  soit  x;  si  le  contraire  avait  lieu,  l’asymptote  ne 
serait  plus  la  limite  des  tangentes.  La  courbe  représentée 
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par  l'équation  y = offre  un  exemple  de  ce  cas  ; l’axe 

des  x est  ici  une  asymptote  de  la  courbe,  -j-  tend  vers 

*éro  quand  a:  tend  vers  l'infini,  mais  y — Xy  est  indé- 
terminée pour  x = oo  . 

Ordre  du  contact  d'une  courbe  avec  sa  tangente. — 
Points  d'inflexion.  — Concavité  et  convexité. 

166.  Soit  TQ  la  tangente  au  point  M de  la  courbe  MM'; 
prenons  sur  la  courbe  le  point  M' infiniment  voisin  du 
point  M et  abaissons  la  perpendiculaire  M'Q  sur  la  tan  - 


, M'Q  . , 

gentc.  Le  rapport  — — est  égal 


la  tangente  d< 


l’an- 


gle M'MQ,  lequel  est  infiniment  petit  ; si  doue  on  prend 
MQ  pour  infiniment  petit  principal,  M'Q  sera  un  infi- 
niment petit  d’un  certain  ordre  -h  i supérieur  à l’unité. 
Je  dirai  que  le  nombre  [t  exprime  l 'ordre  du  contact  de 
la  courbe  proposée  avec  la  tangente  au  point  M. 

Rapportons  la  courbe  à deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tilignes Ox,  Oy  faisant  entre  eux  un  angle  quelconque  6; 
menons  les  ordonnées  MP,  M'P',  et  soient  T,  ni  les 
points  de  rencontre  de  la  tangente  TQ  avec  l’axe  des  x 
et  avec  l’ordonnée  M'P'.  Si  l’on  désigne  par  a l’angle 
MTx,  on  aura,  par  le  triangle  rectangle  M'mQ, 


M ’m  = 


M'Q 

sin  (6  — x ) ’ 


M /;/  MQ  — M'Q  rotang  (0  — x). 
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et,  parle  triangle  mTP', 


ou 


, sin(8  — a) 

PP'  = M m — \ 

sm  6 


PP'  — : MQ  5ln(9--a)  - M'Qr-  for.l\ 
sinS  si 1 1 0 


!»4fJ 


On  voit  que,  si  l’axe  desj-  n’est  pas  parallèle  à la  tan- 
gente TQ,  les  rapports  des  infiniment  petits 

M 'm,  PP' 

aux  infiniment  petits  respectifs 

M'Q,  MQ 

tendront  vers  des  limites  finies.  Donc  si  l’on  prend  PP' 
pour  infiniment  petit  principal,  M'm  sera  un  infini- 
ment petit  de  l’ordre  p-t-  t. 

Désignons  par  x , y les  coordonnées  du  point  M, 
par  x-t-  Ax,  j -h  A)  celles  du  point  M',  et  par  Y l’or- 
donnée du  point  ni  de  la  tangente;  l’ordre  du  contact 
en  M sera  inférieur  d’une  unité,  d’après  ce  qui  précède, 
à l’ordre  infinitésimal  de  la  différence 


(i)  (y-bàj)-Y,  ou  \y  — (Y  — 

Ax  étant  l’infiniment  petit  principal.  Or  on  a,  par  l'équa- 
tion delà  tangente, 

Y-y  = -£sr; 

donc  l'expression  (i)  se  réduit  à 

(*) 


fl  Y 

ir A r. 

il  c 


Cela  posé,  la  formule  de  Taylor  arrêtée  au  troisième 
terme  donne 


(3) 


rtr  r/1  r il’ 

A r r Jj-=  — — h K,, 

v ilx  d.r 3 i . 2 
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en  supposant  remplies  les  conditions  de  continuité  exi- 
gées,  et  l’on  voit  que  si  y-  n’est  pas  nulle,  la  diffé- 
rence (a)  est  un  inGniment  petit  du  deuxième  ordre,  qui 
ne  change  pas  de  signe  quand  Ax  change  de  signe.  Donc 
le  contact  d’une  courbe  avec  sa  tangente  est,  en  général, 
du  premier  ordre,  et  la  courbe  est  alors  tout  entière 
située  d’un  même  côté  de  la  tangente,  dans  le  voisinage 
du  point  de  contact. 

Mais  si  l’on  a,  pour  le  point  M, 


d'y 

tlx‘ 


= 0, 


la  formule  de  Taylor  .arrêtée  au  quatrième  terme  don- 
nera 


(4) 


A.V  — 


dy  d’y  \x’ 

dx  elx’  i . a . 3 


-+-  R. , 


il’ y 

et  si  y—  n’est  pas  nulle,  la  diOérence  (i)  ou  (a)  sera  un 

infiniment  petit  du  troisième  ordre  dont  le  signe  changera 
avec  le  signe  de  Ax.  Dans  ce  cas,  le  contact  au  point  M 
est  du  deuxième  ordre;  en  outre,  puisque  la  diffé- 
rence fy-f-A^') — Y change  de  signe  en  même  temps 
que  Ax,  la  courbe  traverse  la  tangente  en  M.  On  dit 
qu’il  y a inflexion  en  M,  ou  que  M est  un  point  d' in- 
flexion. 

d' y 

Cela  exige  que  -y  ne  soit  pas  nulle.  Supposons  géné- 
ralement que  l’on  ait  au  point  M 


d'y 

lü' 


= o, 


d“~'y 

dx”~‘ 


= o. 


mais  que  la  dérivée  suivante 
aura,  par  la  formule  de  Tayl 


d"y 

dx* 

or, 


ne  soit  pas  nulle.  On 


(5) 


\y  — 


d"  y \xn 
dx  “ l . 2 . . . n 


-I-  R 


1 • 
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L’expression  (i)  ou  (2)  esl  un  infiniment  petit  de  l’or- 
dre »,  et  la  courbe  a,  au  point  jVI,  un  contact  d'ordre 
« — 1 avec  sa  tangente.  Si  » esl  pair,  la  différence  (1), 
( ) — Y ne  change  pas  de  signe  quand  Ax  change 
de  signe,  et,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  la 
courbe  est  entièrement  située  d’un  même  côté  de  la 
tangente.  Au  contraire,  si  » est  impair,  la  différence 
(j-  -+-  A y)  — Y change  de  signe  en  môme  temps  que  Ax, 
la  courbe  traverse  sa  tangente  et  le  point  M est  un  point 
d'inflexion. 

On  voit  en  résumé  que  les  points  d’inflexion  d’une 
courbe  sont  les  points  où  la  courbe  a un  contact  d’ordre 
pair  avec  sa  tangente.  Il  est  à peine  nécessaire  d’ajouter 
que  l’analyse  qui  précède  laisse  de  côté  les  cas  où  les  déri- 
vées de  l’ordonnée  de  la  courbe  ne  sont  pas  toutes  con- 
tinues dans  le  voisinage  des  points  que  l’on  considère. 

Nous  présenterons  encore  ici  une  remarque  impor- 
tante. Menons  par  le  point  M une  droite  quelconque,  et 
soit  Y,  l’ordonnée  de  cette  droite,  correspondante  à l’ab- 
scisse x -h  Ax;  on  aura  Y,  = a Ax,  a étant  le  coefficient 
d’inclinaison  de  la  droite;  par  conséquent 


et,  Ax  étant  infiniment  petit,  on  voit  que  les  différences 
Y — Y,,  (jr+ix)-Y, 

sont  de  même  signe.  On  conclut  de  là  qu’il  est  impossible 
de  mener,  par  un  point  d'une  courbe,  une  droite  qui  soit 
comprise  entre  cette  courbe  et  la  tangente,  dans  le  voisi- 
nage du  point  de  contact. 

167.  Remarque  sur  les  points  d’inflexion.  — Soit 
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TT'  la  tangente  en  un  point  (l’inflexion  M ; prenons  sur 
la  rourbe,  de  part  et  d’autre  du  point  M,  deux  points  M', 
M";  la  tangente  TT'  est  la  limite  vers  laquelle  tendent 
les  sécantes  R1M',  MM",  lorsque  les  points  M'  et  M"  se 
rapprochent  indéfiniment  de  M.  Or,  si  1 angle  M"MT'  est 
plus  grand  que  M'MT,  il  lui  deviendra  égal  quand  le 

- M*  M 

r 

point  M"se  sera  suffisamment  rapproché  de  M ; on  peut 
donc  supposer  ces  angles  variables  M"MT'  et  M'MT  égaux 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  si,  par  un  point  d’inflexion 
d’une  courbe,  on  mène  une  sécante  infiniment  voisine 
de  la  tangente,  cette  sécante  rencontrera  la  courbe  et» 
divers  autres  points,  parmi  lesquels  il  y en  aura  deux 
au  moins  qui,  à la  limite,  se  confondront  avec  le  point 
d'inflexion. 

108.  Concavité  et  convexité.  — On  dit  qu’une 
courbe  est  concave  vu  un  de  ses  points  M vers  une  droite 
donnée,  ou  qu'elle  tourne  sa  concavité  vers  la  droite, 
lorsque,  dans  le  voisinage  de  M,  elle  est  située  tout  en- 
tière dans  l’angle  aigu  que  forme  la  tangente  en  M avec  la 
droite  donnée.  Au  contraire,  elle  est  convexe  en  M , on  elle 
tout  ne  sa  convexité  vers  la  droite  donnée,  lorsque, dans  le 
voisinage  de  ce  point,  elle  est  située  tout  entière  dans 
l’angle  obtus  formé  par  la  tangente  en  M avec  la  droite. 

Les  résultats  obtenus  au  n°  166  donnent  le  moyen  de 
reconnaître  si  une  courbe  présente,  en  un  point  donné, 
sa  concavité  ou  sa  convexité  sers  l’axe  doser.  Supposons 
d’abord  que  les  axes  soient  rectangulaires;  on  voit  sur  la 
figure  du  n°  166  qu’il  y aura  concavité  ou  convexité  en  M 
suivant  que  l'ordonnée  M'P'=  > A)  sera  inférieure 
ou  supérieure  à l’ordonnée  tnV  =Y  de  la  tangente.  Or, 
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l’excès  de  la  première  ordonnée  sur  la  seconde  est  égale 
dy  . , y , 

à A )■ — Ar,  expression  qui,  d’après  la  formule  (3) 


r 


du  n°  ICO,  a lu  signe  de  — --  : donc  la  courbe  sera  concave 


ttjL 


<n  y 


ou  convexe  en  M,  vers  l’axe  des  x,  selon  que  sera 

* cIjc‘ 

négative  ou  positive.  Toutefois,  cela  suppose  que^y  soit 
positive,  et  il  est  évident  que  le  contraire  aura  lieu,  dans 
le  cas  de  j négative. 

On  voit,  d’api ès  cela,  qu’une  courbe  reste  convexe  vers 
l’axe  des  x,  tant  que  y et  ont  le  même  signe,  qu’elle 

1 k II.  C1  1 

• y j 

reste  concave  au  contraire  tant  que  » et  sont  de 

- </.t5 

• • y t # t 

signes  contraires.  Lorsque  — — s'annule,  la  concavité  ou 
1 ilx‘ 

la  convexité  persiste,  si  le  contact  de  la  courbe  avec  sa 
tangente  est  d’ordre  impair  ; mais  si  ce  contact  est  d’ordre 
pair,  il  y a inflexion  *,  la  concavilése  change  en  convexité, 
ou  inversement. 

169.  La  conclusion  précédente  ne  subsiste  pas  toujours 
quand  les  axes  font  un  angle  aigu  ou  obtus  G ; soit  alors  a 
l’angle  que  fait  la  tangente  avec  l'axe  des  jr,  en  sorte 
qu'on  ait 

i/y  sina 

ilx  sin  (9  — xj 


Lorsqu’on  a a<[6,  dans  le  cas  de  « <[  go°,  ou  *>S 
dans  le  cas  de  *>90°,  la  condition  de  la  concavité  ou  de 
la  convexité  est  la  même  que  si  les  axes  étaient  rectangu- 
laires. Mais,  si  l’hypothèse  contraire  a lieu,  la  condition 
de  la  concavité  ou  de  la  convexité  est  celle  qui  a lieu  pour 
la  convexité  ou  la  concavité  dans  le  cas  des  axes  rcctangu- 
lai  res.  On  vérifie  facilement  sur  une  figure  l’exactitude 
de  notre  assertion,  mais  on  y parvient  aussi  par  un  calcul 
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bien  simple.  Désignons  para,,;,  les  coordonnées  rela- 
tives à l'axe  actuel  des  x et  à un  axe  des^q  perpendicu- 
laire au  premier;  on  aura 


y,  ^rj'sinO,  x,  = x -4-  y cosO. 


On  tire  de  là 


d%' 


et  l'on  a 


I dx,  I d.r  ( dy  \— » 

— = — ( 1+  — cos6  , 

yt  dx,  > t/.ï  \ djr  / 


th  sin  6 cos  x 

i -4-  -;-cos9  = — — - -• 

tir  sin  — a) 


, "k 

Le  signe  de — ■ fait  connaître  s’il  v a concavité  ou 

J i dx, 

dd-L 

. , . , , , . I d.r 

convexité,  et  cette  quantité  a le  meme  signe  que  — — — 
quand  cos  oc  et  sin(6  — ac)  sont  de  môme  signe;  elle  est  de 

signe  contraire  à - —j—  quand  cosoc  et  sin  (0 — oc)  sont  de 
signes  contraires. 

170.  Exemples.  — i°  Considérons  la  courbe  dont 
l’équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

y — sin  x. 


On 


dy 

dx 


d'y 

d.r 


1 d‘y 

y rf? 


Il  en  résulte  que  la  courbe  est  constamment  concave  vers 
l’axe  des  x,  et  que  les  points  où  elle  rencontre  cet  axe 
sont  des  points  d’inflexion. 

3°  Soit  la  courbe  dont  l’équation,  en  coordonnées 
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rectangulaires,  est 

y — tang.r . 

On  a 

dy  i d'y  2 tangx  ■ d'y  __  2 

dx  cos3x  dx'  cos'x  5 j dx'  cos3  x 1 

la  courbe  tourne  donc  constamment  sa  convexité  vers 
l’axe  des  x,  et  les  points  où  elle  le  rencontre  sont  des 
points  d'inflexion. 

3°  Soit  la  courbe  ayant  pour  équation,  en  coordonnées 
rectangulaires, 

X! X 

y — — > 

3x3  4- 1 

on  a 

dy 3x‘  4-  6x3  — i d'y  _ a4  (x  — x3  ) 

dx  (3x’4-i)3  ' dx'  (3.r,4-l)1  ’ 

I d'y  — 24 

y dx'  (3x3  4-  l)! 

On  voit  que  la  courbe  tourne  constamment  sa  conca- 
vité vers  l’axe  des  x;  elle  a trois  points  d’inflexion  qui 
sont  situés  sur  cet  axe  et  qui  répondent  aux  abscisses 
x = — 1 , x = o,  x = -f- 1 . Les  valeurs  correspondantes 

. dr  1 1 

de  — sont  - » — 1 , 

d.r  2 2 

Emploi  des  coordonnées  homogènes. 

171.  M.  Otto  Hesse  a eu  le  premier  l’ingénieuse  idée 
de  représenter  les  deux  coordonnées  rectilignes  d’un 
point  par  les  rapports  de  deux  variables  x, y à une  indé- 
terminée z. Il  en  résulte  que  toutes  les  équations  devien- 
nent homogènes,  ce  qui  offre  souvent  de  précieux  avan- 
tages. Les  coordonnées  étant  ainsi  désignées  par -,  -, 
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1 ’ôcjna  lion  J une  combe  quelconque  aura  la  forme 
(')  /(•»•.  r,î)  = o, 

/'désignant  une  fonction  homogène  des  trois  variables  jr, 
y , z.  Quand  on  passe  d’un  point  de  la  courbe  à un  antre 
point,  on  peut  à volonté  supposer  z constante  ou  la  re- 
garder comme  variable. 

L'équation  (t)  étant  différentiée  sans  faire  d’hypothèse 

5,1 


sur  z , on  a 
(2 

Or  les  identités 


df  . df  , df  , 

— — d.r  -t — dy  4-  — dz  — o. 

dx  dy  riz 


. — ? . 


donnent 


. ,r  r . 
dy  — ztl 1 — dz, 


dx  - zd 1 — o 

* z 

et  par  conséquent  l’équation  (2)  devient 


df 

df^.df  ] 

L i lx  z dy  z J ; [ 

dx 

^ dy  dzj 

mais  si  n désigne  le  degré  d’homogénéité  de  la  fouctiou  J , 
on  a identiquement  (n0*  80  et  136) 
df 


Tdx  + 


(3) 

donc  il  vient 

(4) 


df  df 

* *&=*/(*• 


df  x 
(l  — 

tlx  z 


df  ,3 
~r  d - — o. 
dy  * 


D'après  les  notations  que  nous  adoptons  ici,  l'équation 
de  la  tangente  à la  courbe  sera 


dl 


y z /X  x\ 

~ U -*r 


d - 

S 
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ou,  à cause  de  l’équation  (4), 


357 


Ajoutons  au  premier  membre  la  quantité  identiquement 
nulle 


'// 

tlz 


réduisons  ensuite  par  le  moyen  de  la  formule  (3)  et  chas- 
sons le  dénominateur  Z;  l’équation  de  la  tangente  sera 
simplement 


(5) 


Y — -h  Z 

(tx  tijr 


O. 


172.  Exemple.  • — Considérons  le  cas  des  courbes  du 
deuxième  degré.  On  a ici 

f{x,j  , z)  = ax1  -4-  by ’ -+-  -+-  la' yz  -+-  2 b' xz  ■+■  2 c’xy. 


puis 


' <1/  ^ , , ,, 

- — tix  -\-c  y b z, 

2 ax 


1 df 

- -v-  = e x -4-  by  -y-  a z, 

2 (ly 


i_  df 
2 riz 


— b'x  -+-  a' y- 1-  cz, 


l’équation  delà  tangente  au  point  (x,  y,  z)  sera  donc 

( ax  -f-  c'y -+-  b'  z ) X -4-  ( c'  x 4- by  -I-  a ' z ) Y -+q  b'  x -+- a' y -4- es  Z = o . 

Si  l’on  veut  revenir  à la  notation  ordinaire  des  coordon- 
nées, on  fera  z = i , Z = i. 

173.  Le  résultat  obtenu  au  n°  171  nous  donne  immé- 
diatement le  théorème  suivant  : 

I.  1 7 
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Théorème  I.  — Les  points  de  contact  d'une  courbe 
algébrique  du  degré  n avec  les  tangentes  quon  peut  lui 
mener  par  un  point  donné  sont  situés  sur  une  seconde 
courbe  algébrique  de  degré  n — i . 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  donnée  du  . 
degré  n soit  représentée  par  l’équation  (i)  du  n°  471, 
les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à cette  courbe 
par  un  point  donné  (X,  Y,  Z)  satisferont  à l’équation  (5), 
et  il  est  évident  que  cette  équation  (5)  représente  une 
courbe  du  degré  n — i . 

Supposons  que  le  point  donné  occupe  successivement 
toutes  les  positions  sur  une  droite  donnée;  le  précédent 
théorème  subsistera  pour  chacune  de  ses  positions,  même 
quand  le  point  donné  sera  situé  à l’infini.  On  a donc  cet 
autre  théorème  : 

Théorème  II.  — Les  points  de  contact  d'une  courbe 
algébrique  du  degré  n avec  les  tangentes  quon  peut  lui 
mener  parallèlement  à une  direction  donnée  sont  situés 
sur  une  courbe  de  degré  n — 1 . 

Remarque.  — Ce  dernier  théorème  se  démontre  très- 
simplement  sans  recourir  à l'emploi  des  coordonnées 
homogènes;  mais  la  démonstration  du  théorème  I exige 
une  transformation  quand  on  fait  usage  des  coordonnées 
ordinaires. 


Recherche  des  points  d'inflexion  des  courbes. 


174.  Désignons  par  j les  coordonnées  rectilignes, 

par  u une  fonction  homogène  de  x,  y,  s,  et  considérons 
la  courbe  représentée  par  l’équation 

(i)  « = o. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VII. 


3D9 


puis 


ferons, 

pour 

abréger. 

• 

lia 

du 

du 

dx 

«1 . ~T~  — ui  » 

dy 

(lz 

"i. 

tl’u 

rlu, 

d'u 

duK 

du. 

dx1 

~dx  = 

- «1.1,  —7-  = 

dxdy 

dy  = 

dx  ~ 

tCu 

du. 

dzu 

d(l  y 

dtl-y 

W'~ 

dy  ~ 

’ dxdz 

dz 

lü=U,i' 

il1 11 

du,  _ 

d’u 

du « 

du. 

~dïr  ~~ 

!z~ 

’’  ’ dydz 

dz 

~r  = "1.1  • 
dy 

différentiant  l’équation  (1 

),  on 

a,  comme 

l’avons  déjà  trouvé, 


X Y 

il,  il 1-  u,  ri  — O. 


Soit  n le  degré  d’homogénéité  de  la  fonction  //;  u,  et  u , 
auront  le  degré  n — i , et  l’on  aura 


x 

«,  , </ h U,  ,</  - 

* 2 .1 

+ («- 

rfï 

t)  «1  — > 

</«,  — : a 

j 4-  u,_,d * j 

+ ("- 

1,1  7 : 

si  donc  on  différence  l’équation  (2)  en  regardant  la  dif- 
férentielle de  ~ comme  constante,  et  qu'on  réduise  le 
résultat  par  le  moyen  de  la  même  équation  (2),  on  aura 

: {''*)  ^ 2“‘'’  i'1^)  (f/*)  + (^ï)  J + “'d  z ~ °' 

/ 

Maintenant  la  condition  des  points  d'inflexion  est 


(4) 


il1  - = O , 
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et,  si  la  fonction  1/,  reste  finie,  elle  réduit  l’équation  (3)  à 

(5)  -+  (r/z) 

Mais  il  faut  remarquer  que  l’équation  (5)  n’entraine 
plus  l’équation  (4)  quand  on  a i/,  = o;  dans  ce  cas  on 
a aussi  u,  = o,  par  l'équation  (2),  et  u»  = o,  par  la  for- 
mule identique 

f/i  x -4-  u,r  -+-  «,  z = nu  — o. 

11  résulte  de  là  que  la  formule  (3)  convient  à la  fois  aux 
points  d'inflexion  et  aux  points  qui  satisfont  simultané- 
ment aux  trois  équations 

(6)  «,  — o,  h,  = 0,  u3  — o. 

11  reste  à éliminer  entre  les  équations  (a)  et  (5)  le  rap- 
port des  différentielles  il  * 5 il'~:  011  obtient  iininédia- 
tentent 

(7)  «1,1  U\  — SB,,,  U,  =0, 

mais  celte  é(|ualion  peut  être  simplifiée.  Effectivement, 
si,  entre  les  quatre  équations  identiques 


(8) 

nu 

= /£ , 

X ■ 

4-  ut  y 4- 

et 

l 

(« 

-«) 

W,  = 

■ «1 

,ii  + « 1 

,2  V 

".,5  =r 

(y) 

(" 

->) 

: <1, 

x -h  u, 

^ï,J  ~ y 

(« 

-•) 

“>  = 

^ «1 

,3  -r  -t-  u î 

,i  y *+* 

WJ.»  -t 

on  élimine  x, 

>X 

et  ut,  on 

trouvera 

(10)  (/i- 

- I 

.«i- 

*+* u j,i 

•ï] 

: n 

(n  — 

•)« 

("■ 

.1  «>,»  — 

- i‘  H ( 

Digitized  by  Google 


* CHAPITRE  VII. 


ati  I 

en  posant,  pour  abréger, 

H («)  — II,, J -t-  «>.>(«■,«  — «!,! 

OU 

(n)  h;«)  = u,., -t-  a«, «j, >«).,• 

Quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  homogène  h,  le 
cas  de  n = i peut  toujours  être  évité  en  multipliant  u 
par  une  puissance  de  z.  Alors,  au  moyen  de  la  formule 
identique  (io)  et  de  l’équation  it  = o,  l’équation  (7)  se 
réduit  à 

(1a)  H [u)  = o. 

175.  Supposons  que  la  courbe  proposée  soit  algébrique 
et  que  u soit  une  fonction  entière  et  homogène  d’un  degré 
entier  et  positif  « 5 l’équation  (7)  sera  du  degré  3«  — 4* 
tandis  que  l’équation  (12)  sera  seulement  du  degré 
3 (n  — a)  ou  3 « — 6.  Si  l’on  considère  les  solutions  ima- 
ginaires que  peuvent  admettre  deux  équations,  comme 
répondant  à un  point  imagiuaire  commun  aux  courbes 
représentées  par  ces  deux  équations,  on  pourra  énoncer 
le  théorème  suivant  dû  à M.  Hesse  : 

Théorème  I.  — Les  points  d'inflexion  d'une  courbe 
algébrique  du  degré  n sont  situés  sur  une  seconde  courbe 
algébrique  du  degré  3 ( n — a ) . 

Et  si  les  coefficients  de  la  courbe  demeurent  indéter- 
minés, de  manière  qu’il  n’existe  entre  eux  aucune  rela- 
tion, les  équations  (6)  du  numéro  précédent  n'admettront 
pas  de  solution  commune;  par  conséquent  les  points  d’in- 
tersection des  courbes  (i)  et  (12)  seront  pour  la  courbe  (1) 
des  points  d’inflexion.  D’ailleurs  on  sait,  par  le  théorème 
de  Ue/,out,  que  l’élimination  d’une  variable  entre  les 
équations  (1)  et  (12)  conduit  à une  équation  fiualc  dont 
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le  degré  est  égal  au  produit  des  degrés  des  deux  équations  ; 
on  a donc  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  — Une  courbe  algébrique  du  degré  n 
dont  les  coefficients  demeurent  indéterminés  a 3 n (n  — 2) 
points  d'inflexion. 

On  voit  en  particulier  que  les  courbes  du  deuxième 
degré  11'ont  pas  de  points  d’inflexion,  ce  qui  est  connu, 
et  qu’une  courbe  du  troisième  degré  a en  général  neuf 
points  d’inflexion  réels  ou  imaginaires. 

La  fonction  H(u),  définie  par  l'équation  (11),  est  le 
déterminant  formé  avec  les  neuf  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  de  la  fonction  u,  savoir  : 


H («)  = 


«1,1, 

K..J, 

"l 

“1.11 

«1,1 , 

U- 

*i,n  ui,j  > 


M.  Hesse  l’a  nommé  le  déterminant  de  la  fonction  11. 
Ce  déterminant  est  le  dénominateur  commun  des  expres- 
sions que  l’on  obtiendrait  en  résolvant  les  équations  (9) 
par  rapport  à x , y,  s;  il  en  résulte  que  l’équation  (12) 

est  toujours  satisfaite  par  les  valeurs  de  j»  suscep- 
tibles de  satisfaire  aux  trois  équations  (6),  proposition 
cpie  nous  avons  déjà  établie  plus  haut. 


Des  points  singuliers  des  courbes  planes. 

176.  Considérons  un  point  M d’une  courbe  plane; 
menons  la  tangente  TT'  au  point  M,  traçons  ensuite  un 
contour  ferme  et  convexe  infiniment  petit,  dans  l’inté- 
rieur duquel  se  trouve  le  point  M;  on  peut  prendre,  si 
l’on  veut,  pour  le  contour  dont  il  s’agit,  la  circonférence 
d’1111  cercle  décrit  du  poiut  M comme  centre,,  avec  un 
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rayon  infiniment  petit.  En  général,  le  contour  ainsi  formé 
ne  coupera  la  courbe  qu’en  deux  points  ni,  ni1,  et  les 


rayons  Mm,  Mm'  feront  des  angles  infiniment  petits 
avec  les  directions  respectives  MT,  MT' de  la  tangente; 
par  conséquent  l’angle  de  ces  rayons  différera  infiniment 
peu  de  deux  angles  droits. 

Lorsque  ces  deux  circonstances  ne  se  présentent  pas 
simultanément,  le  point  M est  dit  un  point  singulier. 
Nous  allons  énumérer  les  diverses  espèces  de  points 
singuliers  que  l’on  peut  rencontrer. 

i°  Points  multiples.  — On  nomme  points  multiples 
ceux  où  se  croisent  plusieurs  brauches  de  courbe  tan- 


gentes ou  non  les  unes  aux  autres.  Le  cercle  décrit  d’un 
point  multiple  comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment 
petit,  coupe  la  courbe  en  plus  de  deux  points. 

2°  Points  de  rebroussement.  — On  nomme  points 
de  rebroussement  ceux  où  deux  branches  de  courbe 
viennent  s’arrêter  et  où  elles  ont  une  tangente  commune. 
Le  cercle  décrit  d’un  point  de  rebroussement  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit,  ne  rencontre  la 
courbe  qu’en  deux  points;  mais  les  rayons  qui  passent 
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parées  lieux  points  font  entre  eux  un  angle  infiniment 
petit. 

On  distingue  les  points  de  rebroussement  en  deux 


genres.  Le  rebroussement  est  dit  du  premier  genre  lors- 
que les  deux  branches  de  courbe  sont  situées  de  part  et 
d’autre  de  la  tangente  commune;  au  contraire  il  est  du 
deuxième  genre  quand  les  deux  brandies  de  courbe  sont 
d’un  même  côté  de  la  tangente. 

3°  Points  isolés.  — On  nomme  points  isolés  les 
points  qui  ne  sont  voisins  d'aucun  autre  point  de  la 
courbe.  Le  cercle  décrit  d'un  point  isolé,  comme  centre, 
avec  un  rayon  infiniment  petit,  ne  rencontre  la  courbe 
en  aucun  point. 

4°  Points  d'arrêt.  — On  nomme  point  d'arrêt  un 
point  où  une  brandie  unique  d’une  courbe  vient  brus- 
quement s’arrêter.  Le  cercle  décrit  d’un  point  d’arrêt, 
comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit,  ne  ren- 
contre la  courbe  qu’en  un  seul  point. 


5°  Points  saillants  ou  anguleux.  — On  nomme 
point  saillant  ou  anguleux  un  point  où  viennent  se  ter- 
miner deux  branches  de  courbe  qui  ont  en  ce  point  des 
tangeutes  distinctes.  Le  cercle  décrit  d'uu  point  saillant, 
comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit,  coupe  la 
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courbe  en  deux  points;  mais  les  rayons  qui  passent  par 


ces  points  font  entre  eux  un  angle  qui  diffère  de  deux 
droits  ou  de  zéro  d’une  quantité  finie. 

Nous  allons  présenter  ici  un  exemple  pour  chacune 
des  cinq  espèces  de  points  singuliers  que  nous  venons  de 
mentionner. 

177.  Exemple  d’un  point  doudle  ou  d'un  point  isolé. 
— Considérons  la  courbe  représentée  en  coordonnées 
rectilignes  par  l'équalfbii 

« p 

— «)  ’ 

çp(.r)  désigne  une  fonction  de  x bien  déleiminée , qui 
reste  réelle  et  finie;  a,  b , c sont  des  lignes  positives 

données;  enfin  - est  une  fraction  irréductible  dont  le 
déuominateur  est  pair. 

P 

Le  facteur  ^ ayant  deux  valeurs  égales  et  de 

signes  contraires,  la  courbe  dont  nous  nous  occupons  est 
formée  de  deux  branches  auxquelles  appartiennent  res- 
pectivement les  équations 


n 
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calcul  différentiel. 


où  l’on  prend  posiliveinent  l’expression  j • Les 

valeurs  de  — relatives  à ces  deux  branches  de  courbe  sont 
dx 

données  par  la  formule 

p- 

-b\l 


dy 

dx 


et,  pour  x = a,  on  a 


p 


Supposons  a > b.  Dans  ce  cas,  les  deux  branches  de 
courbe  se  réunissent  eu  un  point  dont  l’abscisse  est  a, 
mais  elles  ne  s’y  arrêtent  pas  brusquement,  puisque  l’or- 
donnée de  chacune  d’elles  reste  réelle  quand  on  pose 
x = a ± h.  En  outre  ces  branches  de  courbe  ont  des 
tangentes  distinctes  au  point  où  elles  se  rencontrent-,  on 
voit  que  celui-ci  est  un  point  double. 

f dy 

Dans  le  cas  de  a<^_b,  la  valeur  précédente  de  — est 

imaginaire;  il  n’y  a donc  pas  de  tangente  au  point  dont 
l’abscisse  est  a.  La  valeur  de  relative  à chaque  branche 
de  courbe  devient  imaginaire  pour  x = n dz  h,  et  en 
conséquence  le  point  qui  a pour  coordonnées  x = a, 
y = o (ti)  est  un  point  isolé. 

178.  ExF.MPLE  d’on  POINT  DE  ItEBtIOliSSEMENT  du  pre- 
mier ou  du  deuxième  genre.  — Considérons  la  courbe 
représentée  par  l’équation 

p 

r = ?(*)  ± (*  — «)’+ (•*)> 

tt  (x)  et  tji  (,r)  étant  des  fonctions  bien  déterminées  qui 
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demeurent  réelles  et  finies;  a une  constante  donnée: 
~ une  fraction  irréductible  positive  et  supérieure  à 1, 

dont  le  dénominateur  est  pair.  Comme  dans  l’exemple 
précédent,  la  courbe  peut  être  regardée  comme  composée 
de  deux  branches  qui  répondent  respectivement  au 
signe  et  au  signe  — du  dernier  terme  de  l’équation. 

Les  deux  valeurs  de  j sont  réelles  et  inégales  pour 
x~^>a,  elles  deviennent  égales  pour  x—a,  et  imagi- 
naires pour  x<^a.  Ainsi  les  deux  branches  de  courbe 
s’arrêtent  l'une  et  l’autre  au  point  dont  l’abscisse  est  a. 

L’expression  de  ^ est 


dx 


— f'  (,r)  — (x  — «f -V  — a ? 


et,  pour  x = a,  elle  se  réduit,  à cause  de  - ]>  1 , à la  va- 
leur unique  y'  (a).  Les  deux  branches  de  courbe  ont  donc 
même  tangente  au  point  ovwelles  se  rencontrent;  par  con- 
séquent, celui-ci  est  un  point  de  rebroussement. 

11  est  évident  (n“  108)  que  le  rebroussement  sera  du 
premier  genre  ou  du  deuxième  genre,  selon  que  les 
d'y 

valeurs  de  qui  répondent  aux  deux  branches  de  courbe 

seront  de  signes  contraires  ou  de  même  signe  pour 
x — a 4-  h,  h étant  un  infiniment  petit  ; l’expression  de 

H'  1 


dx- 


est 


ë = *'(*}=»=  - af  r (*) ± 1 t,  (■*  • 


•Vt-r) 


Lorsque  - est  > 2,  les  deux  valeurs  de  ’-Vr  diffèrent 


tPjr 

dP 
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infiniment  peu  de  <p"(a),  pour  x = n-f-/i;  donc,  si  ç"(a) 
n’est  pas  nulle,  le  rebroussement  est  du  deuxième  genre. 
Cette  conclusion  subsiste  dans  le  cas  où  tp"(n)  est  nulle, 
pourvu  que  l’ordre  infinitésimal  de  <f"  (n  -4-  h)  soit  infé- 


• P 

rieur  a - • 


a. 


Lorsque  - est  <[  2.  les  deux  valeurs  de 


d' f . . 

— sont  munies 


pour  x = a,  et  il  est  évident  qu’elles  sont  de  signes  con- 
traires pour  x ~ u -f-  h j donc  le  rebroussement  est  du 
premier  genre. 

Les  courbes  représentées  par  les  équations 


y = x ■+■  \ jr J,  y — -r’  -+-  y/x1, 

font  partie  de  la  classe  de  celles  que  nous  venons  de  con- 
sidérer. L’origine  des  coordonnées  est  un  point  de  re- 
broussement du  premier  genre,  pour  la  première  courbe, 
et  un  point  de  rebroussement  du  deuxième  genre  pour  la 
seconde.  . 


179.  Exemple  d'un  point  d’arrêt. — La  courbe  repré- 
sentée par  l’équation 

I 

X 

J = e 

offre  l’exemple  d’un  point  d’arrêt,  à l’origine  des  coor- 
données. Si  l’on  fait  croître  a-  de  o à -f-  x , l’ordonnée  y 


y 

- A 

r 

o!  x. 

décroît  de  -+-  oc  j + i,  et  l’on  a une  première  branche 
de  courbe  située  dans  l’angle  des  coordonnées  positives; 
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cette  branche  de  courbe  a pour  asymptotes  l’axe  des  y et 
une  parallèle  à l’axe  des  x répondant  à une  ordonnée 
égale  à 1 . Si  l’on  fait  décroitrc  x de  o à — a>  , la  valeur 
de  y croît  de  o i + i,  et  l’on  a ainsi  une  deuxième 
branche  de  courbe  qui  s’arrête  brusquement  à l’origine. 

Il  faut  remarquer  que  la  fonction  )' devient  discontinue 
quand  x varie  de  — A à -|-  A,  A étant  infiniment  petit; 
elle  passe  brusquement  d’une  valeur  infiniment  petite  à 
une  valeur  infiniment  grande,  et,  pour  x = o,  elle  a les 
deux  valeurs  o et  00  . 

180.  Exemple  d’ijx  point  saillant. — La  courbe  re- 
présentée par  l'équation 

.r 

I -4-  cX 

offre  l’exemple  d’uu  point  saillant  à l’origine  des  coor- 
données. 


Pour  avoir  la  tangente  à l’origine,  il  suffit  (110  163)  de 
prendre  la  limite  du  rapport 

X __  ' 

x l 

I -hc* 

I 

pour  x — o.  Or,  quand  x tend  vers  zéro,  c1  tend  vers  o 
ou  vers  -+-  03  , suivant  que  x est  positive  ou  négative;  il 
y a donc,  à l’origine,  deux  tangentes  dont  les  coefficients 
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d’inclinaison  sont  respectivement  o et  i . La  courbe  est 
ainsi  composée  de*deux  branches  : l'une,  OG,  est  située 
dans  l’angle  des  coordonnées  positives  et  elle  est  tangente, 
à l’origine,  à l’axe  des  abscisses  ; l’autre  branche,  OH,  est 
située  dans  l'angle  des  coordonnées  négatives  et  a pour 
tangente,  à l’origine,  la  bissectrice  OT  de  cet  angle; 
donc  l'origine  est  un  point  saillant  de  la  courbe. 


Caractère  analytique  des  points  singuliers. 


181.  Nous  allons  établir  ici  un  théorème  général  qui 
embrasse  nne  classe  étendue  de  courbes  et  qui  fait  con- 
naître uuc  condition  commune  à laquelle  doivent  satis- 
faire tous  les  points  singuliers. 

Théorème.  — Soit  f(x,y)  une  fonction  des  variables 
x,j,  qui  reste  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  qui  prenne  une  valeur  bien  déter- 
minée quand  on  donne  à x et  à y des  valeurs  déter- 
minées. Si  x0,  j'n  désignent,  les  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  singulier  de  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

(')  /(•*'>  .r)  = o. 


les  équations 

(2) 


admettront  toujours  la  solution  x = x0,  ) —j  0. 

En  effet,  désignons  par  x0,  j0  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  M de  la  courbe,  et  par  6 l’angle  des 
axes  coordonnés;  décrivons  un  cercle  du  point  M comme 
centre,  avec  le  rayon  infiniment  petit  p,  cl  nommons 
x0  4-  h,  yt  -I-  A les  coordonnées  d’un  point  m de  la  cir- 
conférence. On  aura 

y,l  = o, 
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ét  la  condition  pour  que  le  point  m appartienne  à la 
courbe  sera 

/(x,  + /i,  j-.H-X  ) = o ou  f[x,  + h,y,  + k)  — f[xt.y,)=o. 

Au  moyen  de  la  formule  de  Taylor,  cette  équation 
devient 

(3)  (z)t*  + (jj/  + R'=°» 

en  posant 

■<> 

l’indice  o exprime  ici  qu’il  faut  remplacer  x et  y par  x0  et 
_)  0;  l’indice  t indique  que  x etj-  doivent  être  remplacées 
par  des  valeurs  comprises  respectivement  entre  x0  et 
Xo  -t-  h,  y0  ctjr  k. 

Soit  fj>  l’angle  que  le  rayon  Mm  = p fait  avec  l’axe  des  x, 
on  aura 

, sin  (G — w)  , sinw 

h — p . — - , n — p — — - , 

‘ sin  0 1 sin  0 

et  l’équation  (3)  divisée  par  p deviendra 


(5) 


f rlf^  sin  (S  — <a) 
1 il.r  1 


sin  9 


/ rf  \ sin  u R, 

\ rfy/,  sin  8 + p — °’ 


R, 


il  faut  remarquer  que  — s’annule  avec  p.  Cela  posé,  si 

y^j  cl  ne  sont  Pas  nu^es  simultanément,  on 

pourra  trouver  une  quantité  positive  M et  un  angle  tels 
que  l’on  ait 

(6)  (£).=  - MsiDa’  (f).=  + Msin(9~a)’ 

car  M et  a ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  po- 
laires du  point  qui  aurait  les  coordonnées  rectilignes 
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-A-  et — i (t^-\  • Au  moyen  des  formules  (6), 

sin  9 \dy/t  sin  0 \rf-r/,  J v 

l’équatiou  (5)  devient  : 

(r)  Msin(o> — *)-+-  — = o, 

P 

et,  comme  il  est  permis  de  négliger  dans  &>  les  multiples 
de  la  circonférence,  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite 
que  si  u diffère  infiniment  peu  de  a ou  de  s + a.  Donc, 
pour  connailre  le  nombre  des  racines  u>  de  notre  équa- 
tion, il  suflit  d’examiner  comment  varie  son  premier 
membre 

(8)  M sin  (u — a)  H 


quand  « varie  de  a — e à a -4-  e ou  de  (t:  -+-  a)  — e à 
(îî  4-  a)  -+-  e,  e étant  une  quantité  aussi  petite  que  l’on 
voudra,  mais  déterminée. 

Or,  d’après  notre  hypothèse,  la  quantité 


r»  — y('r«  è,  Xê 


*>-*(£)  -‘(1). 


R= 


est  une  fonction  continue  de  h et  de  h ; donc  — est  une 

fonction  continue  de  w;  en  outre  cette  fonction  s'annule 
pour  p = o,  quel  que  soit  w,  par  conséquent,  la  même 

chose  a lieu  (n°  58),  à l’égard  de  la  dérivée  -,  - • Cela 
étant,  la  dérivée  de  l'expression  (8)  par  rapport  à w est 


M cos(w  — a) 


<th 

P 

dvt  1 


et  elle  diffère  aussi  peu  que  l’on  veut  de  -t-  M ou  de 
— M,  lorsque  rô  — a diffère  suffisamment  peu  de  o ou 
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de  tt.  Fn  conséquence,  la  fonction  (8)  est  croissante 
quand  ro  croît  de  a — en  et.  - 4-  «,  et  elle  est  décroissante 
quand  w croît  de  ir-ha  — s à 7t  -4-  ot  ~t-  e ; en  outre,  cette 
fonction  change  de  signe,  dans  l’un  cl  l’autre  cas;  donc 
elle  s'annule  entre  les  deux  limites. 

Il  résulte  de  là  que  si  les  équations  (2)  n’admettent  pas 
la  solution  commune  x = t0 =y»,  l’équation  (7)  aura 
deux  racines  &>,  l’une  infiniment  peu  différente  de  a, 
l’autre  infiniment  peu  dilférente  de  tt -)-<*,  cl  qu’elle 
n’aura  aucune  autre  racine.  Ainsi  le  cercle  décrit  du  point 
M(r0,  j0)  comme  centre,  avec  le  rayon  p,  ne  coupera 
la  courbe  qu'en  deux  points  m , m\  et  les  rayons  Mm, 
M m'  feront  des  angles  infiniment  petits,  l’un  avec  l’une 
des  directions  de  la  tangente  en  M,  l’autre  avec  la  direc- 
tion opposée.  Il  s’ensuit  que  le  point  M ne  sera  pas  un 
point  singulier,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  — Si  l’on  adopte  le  système  des  coordonnées 
homogènes,  les  coordonnées  - > - des  points  singuliers  de 
la  courbe  représentée  par  l'équation  homogène 
«=/(•*.  X,  *)  — 

annuleront  les  trois  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
u,,  u„  u3,  car  les  équations  u — o,  //,  =.  o,  u , = o en- 
traînent «j  = o.  Il  en  résulte  que  le  déterminant  de  la 
fonction  u (ug  I7o)  s’annule  pour  tous  les  points  sin- 
guliers. 

Recherche  de  la  nature  des  points  singuliers. 

182.  D’après  ce  qui  précède,  les  coordonnées  des 
points  singuliers  de  la  courbe 

(0  /(*.  r)  = ° 

1.  18 
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doivent  satisfaire  aux  deux  équations 


(2) 


Nous  admettrons  dans  ce  qui  va  suivre  que  toutes  celles 
des  dérivées  partielles  de  la  fonction  f(x,y)  que  nous 
aurons  à considérer  restent  continues.  Soi t les  coot  - 

données  d'un  point  M de  la  courbe  (i),  qui  satisfassent 
en  môme  temps  aux  équations  (2),  mais  qui  ne  vérifient 
pas  à la  fois  les  trois  équations 


(3) 


i^=o,  f£=..  ^=0. 

(h-  fixa j a y 


Désignons,  connue  précédemment,  par  Xa+fi,  Jo-H* 
les  coordonnées  d'un  point  m de  la  circonférence  décrite 
du  point  M comme  centre,  avec  le  rayon  infiniment  petit  ç. 
La  condition,  pour  que  ce  point  ni  soit  sur  la  courbe 
donnée,  sera 


•/(x,  -t -i‘,  y,  -t-  } — o, 

ou,  en  développant  par  la  formule  de  Taylor,  et  en  sup- 
primant les  termes  qui  sont  nuis  en  vertu  de  nos  hypo- 
thèses, 


l<>  7^1  ''’(z0.+  (;S).+ '’(£?). .]  + R,“0i 

R,  désigne,  conformément  à notre  notation  habituelle, 
le  reste  de  la  série  arrêtée  au  troisième  terme. 

Si  l’on  a 


le  trinôme  entre  crochets,  dans  1 équation  (4)»  ne  sera 
jamais  nul,  et  comme  sa  valeur  absolue  est  supérieure  à 
celle  de  Rj,  lorsque  h et  Â sont  suffisamment  petits,  il 
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est  évident  que  l’équation  (4)  ne  pourra  pas  être  satis- 
faite. Il  s’ensuit  que  la  circonférence  de  rayon  p ne  ren- 
contre pas  la  courbe,  et,  par  conséquent,  le  point  M est 
un  point  isole. 

183.  Lorsque  l’inégalité  (5)  n’a  pas  lieu,  les  racines  t 
de  l'équation 


sont  réelles,  et  elles  peuvent  être  représentées  par 


sin  a sinS 

sin  (0  — a)’  sin  (6  — 6)  ’ 

0 étant  toujours  l’angle  des  axes,  « et  S des  angles  coin-  ‘ 
pris  entre  zéro  et  tt;  on  peut  alors  mettre  l'équation  (4) 
sous  la  forme 


fx-;,.™»  IL-a,  »ne  ] + R,=o. 

1 \ djr1  o|_  sin  (9  — a)  J L Slll(9  — C)J 

Nous  remplacerons  h et  /.  par  leurs  valeurs  ** — . 

1 1 sin  9 


p sin  u 
sin  9 


déjà  employées  au  numéro  précédent;  nous  ferons 


en  outre,  pour  abréger  l’écriture. 


-m-*  fflh 

— M X a sin’9, 


en  convenant  de  prendre  le  radical  avec  le  signe  du  pro- 
duit sin  (9 — a)  sin(0  — o).  L’équation  (4),  divisée  par  p ’. 
devient  alors 

R 

(7)  M sin(«  — a)  sin  (w  — 6;  -t-  —■  — o, 

— s'annulant  avec  c. 

fl* 
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Supposons  d’abord  que  les  racines  de  l’équation  (6) 
soient  inégales  ; dans  ce  cas,  on  a 


et  les  angles  a et  o ne  sont  ni  égaux  entre  eux  ni  sup- 
plémentaires. 11  est  évident  que  l’équation  (7)  ne  peut 
être  satisfaite  que  par  des  valeurs  de  co  infiniment  voisines 
«le  Lun  des  angles  a,  n -+-  or,  o,  tc  + o;  d’ailleurs,  si  l’on 
désigne  par  u)0  1 un  de  ces  quaire  angles,  et  par  1 une 
quantité  positive  déterminée  aussi  petite  que  l'on  voudra, 
le  premier  membre  de  l’équation  (7)  changera  de  signe 
quand  on  fera  croître  w de  ot)0 — e à tr',  + t;  donc  il 
y a au  moins  une  racine  dans  cet  intervalle.  Mais  je  dis 
qu’il  n’y  en  a qu’une  seule.  Eu  elfet,  la  détivée  du  pre- 
mier membre  de  l’équation  (7)  par  rapport  à o)  est 


éh 

M[cos(u  — «)  sin  (w  — S)-f-sin{w  — a)  cosfw  — 6)1  H — ~ , 

J f/w 


et  elle  différera  aussi  peu  que  l’on  voudra  de  ± M sin  (a — S) , 
si  £ e t suffisamment  petit.  Comme  11,  est  une  fonction 
continue  de  a>,  en  vertu  de  nos  hypothèses,  nous  pouvons 
conclure  que  le  premier  membre  de  l'équation  (7)  est  une 
fonction  constamment  croissante  ou  constamment  dé- 
croissante, dans  l’intervalle  de  w0  — £ à co0  — f—  e ; donc  celte 
équation  n’a  que  quatre  racines,  lesquelles  différent  infi- 
niment peu  des  angles  respectifs  or,  n- (-*,  S,  tr  + 6. 

Le  cercle  décrit  du  point  M comme  centre,  avec  le  rayon 
infiniment  petit  p, coupe  donc  la  courbe  en  quatre  points; 
et  parmi  les  quatre  rayons  qui  passent  par  ces  points, 
il  y en  a deux  qui  font  respectivement  des  angles  infini- 
ment petits  avec  les  deux  directions  de  la  droite  inclinée 
de  l'angle  oc  sur  l’axe  des  x,  taudis  que  les  deux  autres 
rayons  font  des  angles  infiniment  petits  avec  les  deux  di- 
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rections  de  la  droite  qui  répond  à l'angle  6.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons,  le  poinl  M est  un  point  double. 

184.  Supposons  maintenant  que  les  rarines  de  l’équa- 
tion (6)  soient  égales  entre  elles.  Dans  ce  cas,  on  a 


les  angles  «,  6 sont  égaux  entre  eux,  et  l'équation  (y) 
devient 

(io)  Msin’(w — a)  H = o. 


Mais  il  est  ici  nécessaire  de  prendre  un  terme  de  plus  dans 
le  développement  fourni  par  la  formule  de  Taylor.  On  a 


Si  la  partie  entre  crochets  de  cette  valeur  de  Rs  ne  s’an- 
nule pas  pour  &>=  « ou  pour  e>  = t.  a,  elle  conservera 
le  même  signe  -f-  ou  — quand  co  croîtra  de  a — s à a- 1-?, 
tandis  qu’elle  aura  constamment  le  signe  opposé  — ou  -+- 
quand  « croîtra  de  T.- |-a  — £ à r-f-a-l -e;  d'ailleurs  ce 
signe  sera  celui  de  Rs,  puisque  p est  supposé  infiniment 
petit.  Il  résulte  de  là  que  l’équation  (io)  n’a  que  des  ra- 
cines infiniment  voisines  de  l'angle  a,  ou  que  des  lacines 
infiniment  voisines  de  l’angle  n a.  Les  deux  premières 
dérivées  du  premier  membre  de  l’équation  (io)  sont 


M si n 2 — a)  -f- 


— 


2 M COS2 (w  — a)  H — ; 

iha1 


lorsque  « diffère  peu  de  a ou  de  ft  + a,  la  dérivée  du 
deuxième  ordre  dilfère  peu  de  -f-  a M ; donc  la  dérivée  du 
premier  ordre  est  constamment  croissante,  et  elle  nepeut 
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s’annuler  qu’une  seule  fois  ; il  s’ensuit  que  l'équation  (10) 
ne  peut  avoir  plusdedeux  racines;  enfin  ces  deux  racines 
existent  effectivement,  puisque  R»  est  nécessairement 
négatif  quand  on  donne  à <ù  l'une  des  deux  valeurs  a, 
7i  -+-  a. 

Dans  le  cas  que  nous  examinons,  le  cercle  décrit  du 
point  M comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit, 
coupe  la  courbe  en  deux  points,  et  les  rayons  qui  abou- 
tissent à ces  points,  situés  de  part  et  d’autre  de  la  droite 
inclinée  de  l’angle  « sur  l’axe  des  x,  forment- avec  l'une 
des  deux  directions  de  cette  droite  des  angles  infiniment 
petits.  Donc,  le  point  M est  un  point  de  rebroussement 
du  premier  genre. 

185.  11  nous  reste  à examiner  le  cas  où  la  partie  entre 
crochets  de  l’équation  (i  i)  s’annule  en  même  temps 'que 
sin  (w  — a).  Ici,  comme,  dans  le  cas  précédent,  l’équa- 
tion (10)  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  valeurs  de  co 
infiniment  voisines  deotou  deit-j-ct;  donc  il  ne  peut  y 
avoir,  au  point  M de  la  courbe,  qu’une  seule  tangente 
et  celle-ci  est  inclinée  sur  l’axe  des  x de  la  quantité  a. 
Pour  reconnaître  la  nature  du  point  M il  convient  d’aban- 
donner la  considération  du  cercle  de  rayon  p et  de  lui 
substituer  deux  parallèles  «à  l’axe  des  y,  infiniment  voi- 
sines et  situées  à des  distances  égales  de  M.  Nous  ferons 
k = th  et  nous  poserons 
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Si  l’on  arrête  au  cinquième  terme  le  développement 
de/(x0  4-  /i,  j 0 -t-  A),  le  reste  pourra  être  représente  par 

r,  désignant  une  quantité  infiniment  petite;  par  consé- 
quent l’équation  qui  exprime  que  le  point  ( jr0 4- // , Vo-f-A) 
appartient  à la  courbe  proposée  sera 

(.2)  /,(/)  + */>(«}-»- **/(')  + *'[/,{#)  + ,3  = o. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion f,  (f)  = o sont  égales  entre  elles,  et  en  désignant 
par  t,  leur  valeur,  ou  a J'3[l,)  = o;  d’après  nos  pre- 

• i . • , , sin  r>.  . 

mieres  notations,  /,  est  égal  au  rapport  — — — , et  les 

n 1 r sin  ( 9 — a ) 

racines  réelles  que  l’équation  (12)  peut  admettre  sont  infi- 
niment peu  différentes  de  Posons 

(i3)  r=r,4-X/i, 

X étant  une  nouvelle  inconnue  que  nous  substituerons 
à t , ou  aura 

/>(')  — — /*!  - , 

/î(0  — yi(ti)  h — p/, 


et  si  l’on  fait,  en  outre, 

F (À)  X’  \ +/,(/,}. 

f,  (*)  —■ClLl  i»  +-Li!il  1 + /jt,  ) , 


♦ 
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l'équation  (12)  deviendra 

(«4)  F(l)  + /i[F,(*)-r-n)  = o, 

T,  s'annulant  avec  h. 

Si  les  racines  de  l’équation 

(.5)  F(l)  = o 

sont  imaginaires,  il  est  évident  que  l’équation  (i4)  n’ad- 
mettra pas  de  racines  réelles;  il  n’y  aura  donc  pas  de 
tangente  au  point  M de  la  courbe,  et  celui-ci  sera  un 
point  isolé. 

Si  les  racines  de  l’équation  ( 1 5)  sont  réelles  cl  inégales, 
et  qu’on  les  désigne  par  I',  il  est  évident  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (14)  changera  de  signe,  quel 
que  soit  le  signe  de  h,  quand  on  fera  varier  / dans  le  voi- 
sinage de  X'  ou  de  X".  L’éqnation  (14)  a donc  deux  racines 
réelles  X',,  X',  et  elle  en  a également  deux  autres  X'3,  X3 
quand  on  écrit  — h au  lieu  de  /1;  il  résulte  de  là  qu’il 
existe  quatre  points  de  la  courbe  pour  lesquels  on  a, 
d’après  la  formule  (i3), 

X = /,  h //’,  i = I,  à + V,  h2, 

/=—/,//  + X"  h-,  / = — /.  A -+-  \\  h2. 

Deux  des  quatre  rayons  qui  joignent  ces  points  au  point  M 
font  des  angles  infiniment  petiis  avec  l’une  des  direc- 
tions de  la  droite  qui  a le  coefficient  d’inclinaison  t,, 
tandis  que  les  deux  autres  rayons  font  des  angles  infini- 
ment petits  avec  la  direction  opposée.  Il  s’ensuit  que  le 
point  M est  un  point  double  où  se  croisent  d<  iix  bran- 
ches de  courbe  qui  ont  en  ce  point  la  même  tangente. 

Enfin,  si  les  racines  de  l’équation  (i5)  sont  égales, 
désignons  par  X'ieur  valeur,  et  supposons  que  l’équation 

(«6)  F,(l)  = o, 
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pas  la  racine  X';  l’équation  ( i*4 ) 


(X 


À'  )*  + 1 h 


F,W+n 

(M 


= O. 


281 

prendra  la 


Cette  équation  a deux  racines  réelles  X'(,  )/,,  infini- 
ment peu  différentes  de  J.',  pourvu  que  h ail  un  signe 


contraire  à celui  de 


f,  a') 

/;  (m  ■ 


mais  si  l’on  donne  à h le  signe 


de  cette  quantité,  l’équation  n’admettra  pas  de  racines 
réelles.  Il  s’ensuit  qu’il  existe  deux  points  de  la  courbe, 
pour  lesquels  on  a 


X = /,  h -f-  X\  h1,  k — t,  h ■+-  V,  h’  ; . 


d’ailleurs,  si  À'  n’est  pas  nulle,  X',  et  X',  sont  de  même 
signe;  donc  les  rayons  qui  joignent  les  deux  points  au 
point  M sont  situés  d’un  même  côté  de  la  tangente  et 
font  avec  l’une  des  directions  de  celle-ci  des  angles  infi- 
niment petits.  I.e  point  M est  donc  un  point  de  rebrous  • 
sèment  du  deuxième  genre. 

Cette  conclusion  ne  subsiste  pas  dans  le  cas  de  X'=  o; 
le  rebroussement  est  alors  du  premier  genre  ; elle  peut 
aussi  être  en  défaut  dans  le  cas  où  V est  racine  de  l’équa- 
tion (16).  Mais  il  est  facile  de  voir  que  le  point  M est 
toujours  un  point  double  ou  un  point  isolé,  quand  il 
11’est  pas  un  point  de  rebroussement. 

18(1.  Il  resterait  à examiner  le  cas  où  les  trois  dérivées 
partielles  du  deuxième  ordre  de  la  fonction  f (x,  y)  s’an- 
nulent simultanément  pour  les  coordonnées  x„,  du 
point  M ; mais  à cet  égard  je  me  bornerai  à indiquer  suc- 
cinctement le  résultat  principal. 

En  général,  si  les  valeurs  x0,  j o annulent  toutes  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  J\  jusqu'à  celles  de 
l’ordre  n — 1 inclusivement,  la  condition  pour  que  x0-)-  />, 
j 0 -t- A soient  les  coordonnées  d’un  point  de  la  courbe 
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sera,  en  conservant  les  notations  du  n°  183, 


<t(u)sin  (w  — a,}sin(»  — a,).  . . sin  {« 


=0  + 


~Y 


— u; 


s'annule  avec  p,  et  aM  a,,...,  a,  désignent  des  angles 

reels  dont  le  nombre  i est  égal  à //  ou  égal  à n diminué 
d’un  nombre  pair  ; enfin  (o>)  se  réduit  à une  constante 
quand  i = n,  et  elle  est  dans  le  cas  contraire  une  fonction 
qui  ne  s’annulle  pour  aucune  valeur  de  co.  On  voit  Jésuite 
que  si  a,,  . . a,  sont  des  angles  inégaux,  le  point  M 

sera  pour  la  courbe  un  point  multiple  de  l’ordre  i,  c’est- 
à-dire  que  i branches  de  courbe  se  couperont  en  ce  point. 
Il  s'ensuit  que,  pour  un  point  multiple  de  l’ordre  /»,  il 
est  nécessaire,  niais  non  suffisant,  que  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  /"des  ordres  inférieurs  à n s’annulent 
toutes  pour  les  coordonnées  du  point  M. 

Dans  l’hypothèse  actuelle,  les  coefficients  d’inclinaison 
des  tangentes  aux  branches  de  courbe  qui  se  croisent 
en  M,  font  partie  des  racines  l de  l’équation 


tly 


Si  l’on  supprime  l’indice  zéro,  et  que  l’on  écrive  — au 


lieu  de  t , la  précédente  équation  coïncidera  avec  celle  que 
l’on  obtient  en  dillërcntiant  n fois  l’équation 


/ (•«•».?•)  =o. 


et  de  laquelle  disparaissent  eu  vertu  de  nos  hypothèses 

toutes  les  dérivées » -r-t  • • • des  ordres  supérieurs  à i . 

tW  Hx*  1 

C’est  celle  équation  qui  détermine  ici  chacune  des  va- 
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leurs  de  — ; pour  avoir  la  valeur  correspondante  de  — , 

il  faut  différenlier  une  fois  de  plus  1 équation  proposée, 
et  ainsi  de  suite.  Cette  observation  sert  de  complément 
à la  règle  générale  que  nous  avons  donnée  pour  la  diffé- 
rentiation des  fonctions  implicites. 

Différentielle  de  l'aire  d'une  courbe  plane. 

187.  Considérons  une  courbe  plane  rapportée  à deux 
axes  de  coordonnées  faisant  entre  eux  un  angle  0;  dési- 
gnons par  u Faire  CAPM  comprise  entre  un  arc  CM, 
Faxc  des  x et  les  coordonnées  CA,  MP  des  extrémités  CM. 
Si  l'on  regarde  l'ordonnée  CA  comme  fixe,  et  l’ordonnée 


*1 


MP  —y  qui  répond  à l'abscisse  OP  = x,  comme  variable, 
Faire  u sera  une  fonction  de  x;  nous  nous  proposons  de 
trouver  la  différentielle  de  cette  fonction. 

Soit  M'P'=j-  -I-  Ay  l’ordonnée  qui  répond  à l’ab- 
cisse  OP'=  x -t-  Ax;  on  peut  supposer  Ax  assez  petit, 
pour  que  l’ordonnée  de  la  courbe  aille  constamment  en 
croissant  ou  constamment  en  décroissant  quand  ou  passe 
du  point  M au  point  M'.  Alors  si  l’on  mène  MI  et  M'K. 
parallèles  à l’axe  des  x,  l’accroissement  Au  = MPP'M' 
de  l’aire  «,  sera  compris  entre  les  aires  y A.rsin0, 
(j  -+-  Ay)  Axsin9des  parallélogrammes  MPP'I,  KPP'M'. 
Or  la  différence  Ay  Axsiu0  de  ces  deux  parallélogrammes 
est  infiniment  petite,  par  rapport  à chacun  d’eux,  quand 
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A.r  devient  infiniment  petit  ; donc  on  a 

A « = _)'Axsin8  -t-  c‘û  x, 

c s’annulant  avec  At.  On  lire  de  là 

Au  . 

— = rsinv  +-  i, 

A.r  J 

et,  en  passant  à la  limite, 

— ^ = rsinO,  d’où  du  = rrfxsinS. 
dx  J ' 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  celte  formule  se 
réduit  à 

du  — yd.r. 

188.  Divisons  la  partie  AP  de  l’axe  des  abscisses  en 
il  parties  égales  ou  inégales,  mais  qui  deviennent  toutes 
infiniment  petites  quand  n devient  infiniment  grand,  el 
désignons  par  j"0,  T,,. . .,  x„  les  abscisses  des  points  de 
division,  par  y0,  y,,...,  y„  les  ordonnées  correspon- 
dantes; x„  et  r,  ne  sont  autre  chose  que  les  coordon- 
nées x,j,  du  point  RI.  Nous  avons  vu  (n°  10)  que  l'on  a 

u = sin  6lim  ^ (x,  — x,-_ , ) 

et  il  en  résulte,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  limite  de  la 
somme 

2 (*t  ~ri -i).»n 

somme  qu'on  peut  aussi  représenter  par 
2-ri'r’ 

est  une  fonction  de  x dont  la  différentielle  est  )'  dx.  Ainsi 
que  nous  l’avons  déjà  remarqué  au  n°  10,  ce  résultat 
subsiste  lors  même  que  )'  changerait  de  signe  dans  le  pas- 
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sage  du  point  C au  point  M,  pourvu  que  l’on  considère 
comme  négatives  les  parties  de  l’aire  considéiéc  qui  sont 
situées  du  côté  des  y négatives. 


Différentielle  de  la  longueur  d'an  arc  de  courbe  plane. 

189.  Soit  CD  i.n  arc  de  courbe  plane  que  nous  rap- 
porterons à deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O»'.  Inscrivons 
dans  l’arc  CD  une  ligne  polygonale  CF.FlMM'D  d'un 
noinbic  n de  côtés  ; désignons  par  1*  le  périmètre  de  cette 
ligne  polygonale,  par  x,y  les  coordonnées  d’un  sommet 


1/ 





c/ 
Gr 


'o  " a r v 


quelconque  M et  par  x -+-  Ax,  y -4-  Ay  les  coordonnées 
du  sounuet  suivant  M'.  On  aura 


Ml  -t-  M l’ 


y/Ax’  -+-  A/s  = Ax 


et  comme  ne  diffère  de  — que  d une  quantité  qui 


s'évanouit  avec  Ax,  on  peut  écrire 


t 


)' 


c désignant  une  quantité  qui  s’annule  avec  Ax.  Cette 
formule  se  rapportera  à chacun  des  côtés  de  la  ligne  po- 
lygonale, si  l'on  prend  resgeeli veinent  pour  x cl  y les 
coordonnées  des  sommets  successifs  ; ou  a donc,  en  faisant 
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la  sorume  de  tous  les  côtés  tels  que  MM', 


Supposons  maintenant  que  le  nombre  n des  côtés  de 
notre  ligne  polygonale  augmente  indéfiniment,  et  que 
chacun  des  côtes  de  cette  ligne  tende  vers  zéro.  Connue 

la  somme  ^ Ax  a une  valeur  finie  et  constante  qui  est 

la  différence  AB  des  abscisses  des  extrémités  de  l’arc  CD. 
on  aura  (n°  9) 

(2)  lim  lix  o. 

En  outre,  si  l’on  prend  .r  pour  variable  indépendante 
et  que  l’on  construise  la  courbe  dont  l’ordonnée  Y est 
déterminée  en  fonction  de  x,  par  l’équation 


que  GH  soit  la  partie  de  cette  courbe  comprise  entre  les 
ordonnées  CA,  DB,  et  que  l’on  désigne  par  S l’aire 
GABH,  on  aura  (n°  188) 


donc  la  formule  (1)  donnera,  à cause  des  égalités  (2) 
et  (3), 

(4)  lim  P = S. 

On  voit  ainsi  que  le  périmètre  d 'une  ligne  polygonale 
inscrite  dans  un  arc  donné  d' une  courbe  plane  tend  vers 
une  limite  déterminée  lorsque  tous  les  côtés  tendent  vers 
zéro ; en  outre , cette  limite  est  indépendante  de  la  loi 
suivant  laquelle  décroissent  les  côtés  du  polygone. 
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La  limite  S dont  nous  venons  de  démontrer  l’existence 
est  dite  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  CD. 

Maintenant  si  nous  désignons  par  s la  longueur  de 
l’arc  CM  dont  l’extrémité  C est  fixe,  taudis  que  l’ex- 
trémité M qui  répond  à l’abscisse  x est  variable,  s sera 
une  fonction  de  x;  il  est  aisé  d’avoir  la  différentielle  de 
cette  fonction.  Effectivement,  d’après  ce  qui  précède, 
l’arc  s est  égal  à l’aire  GAPN  comprise  entre  la  courbe  GH, 
l’axe  des  x et  les  ordonnées  des  points  C et  M;  celte 

• ^ ///)*» 
aire  a pour  différentielle  (n°  187)  Y dx  oui  / 1 -1-  -j—,  dx  ; 

on  a donc 

ds  = l / 1 -f  -j-i  dx,  ou  ds  — \jdxx  -t-  dj\ 


190.  La  formule  que  nous  venons  d’établir  permet  de 
démontrer  la  proposition  suivante  : Le  rapport  d' un  arc 
de  courbe  infiniment  petit  à sa  corde  a pour  limite 
l'unité. 

Considérons  l’arc  MM'  qui  est  l’accroissement  Ai  de 
l are  CM  = s,  et  désignons  par  c la  corde  de  MM'.  O11 
aura 

Ai 

Ai  Ai  Sx 

c ^Al’  + ij'1  j Sx' 

V l+  A-r-' 

et,  en  passant  à la  limite, 


lim  — = 
c 


ds 

dx 


ds 


V' 


dJL 

dx ’ 


\jdx*  -4-  dy- 


Cette  propriété  peut  être  employée  pour  trouver  la 
différentielle  d’un  arc  de  courbe,  quand  aux  coordonnées 
rectangulaires  on  substitue  d’autres  variables.  Supposons 
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par  exemple,  qu'on  demande  la  différentielle  de  l’arc 
d’une  couibe  rapportée  à des  axes  obliques  faisant  entre 
eux  l’angle  0.  Donnons  à x l’accroissement  Ax  et  soient 
î les  accroissements  correspondants  de  y et  de  j; 
la  corde  de  l'arc  As  a pour  expression 


c — y^ix'  -t-  2.1xiij'cos0  H-  4^-', 

et  puisque  le  rapport  de  c à Ara  pour  limite  l’unité, 
on  peut  substituer  c à As  (n°  8)  quand  on  se  propose  de 

déterminer  la  limite  du  rapport  On  a donc 


ou 


et 


Uni  — = lirn 
4x 


v/ 


1 + 2 — cos  0 4- 
Ax 


AY‘ 

17'' 


ds 

dx 


s/ 


ilr 

i ■+■  2 cos 
dx 


0 + 


dy 

dx' 


ds  — ^dx'  -t-  TdTdÿ  cos  b -t-  dy. 


191.  L'arc  s compté  à partir  d’une  origine  arbitraire 
mais  déterminée,  est  l’une  des  variables  qu’il  y a lieu 
d’introduire  dans  l’analyse  des  propriétés  des  courbes. 
La  formule 

ds  — y dx'  -h  i/y, 

qui  se  rapporte  au  cas  des  coordonnées  rectangulaires, 
laisse  indéterminé  le  signe  de  ds  ; ce  signe  doit  toujours 
être  -+  ou  — suivant  que  l’arc  s croit  ou  décroît  quand 
la  variable  indépendante  augmente. 

L’introduction  de  la  différentielle  ds  fournit  des  expres- 
sions simples  pour  le  cosinus  et  le  sinus  de  l’angle  a que 
fait  la  tangente  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x;  il  importe 
de  définir  avec  précision  l’angle  dont  il  s'agit.  Imaginons 
que,  par  le  point  M d’une  couibe,  on  mène  la  tangente  et 
qu’ou  y transporte  les  axes  des  x et  des  parallèlement  à 
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eux-mèmps,puis  considérons  une  droite  mobile  coïncidant 
à l’origine  du  mouvement  avec  la  partie  positive  de  l’axe 
des  x,  s’élevant  ensuite  vers  la  partie  positive  de  l’axe 
des^et  continuant  à se  mouvoir  dans  le  même  sens.  Si  l’on 
désigne  par  a l’angle  compris  entre  o et  36o  degrés  qui 
a été  ainsi  décrit,  lorsque  la  droite  mobile  coïncide 
avec  l’une  ou  l’autre  des  deux  directions  de  la  tangente, 
il  est  clair  que  cette  direction  sera  complètement  déter- 
minée quaud  l’angle  « sera  connu.  Cela  posé,  la  formule 


donne 

sina 
cos  a 


dr 

tangas-, 


_ 'O' 5 

y di'  -t-  dyl  ds 

dx  dr 

y/V/x3  4-  dy7  ds 


Mais  comme  rien  ne  détermine  ici  le  signe  du  radi- 
cal \Jdx7 -+-  rtjr ‘ ou  ds,  les  formules  précédentes  se  rap- 
porteront à l’une  ou  à l’autre  des  deux  directions  de 
la  tangente,  selon  qu’on  admettra  le  signe  -+-  ou  le 
signe  — . 


Du  rayon  de  courbure  et  du  centre  de  courbure 
en  un  point  d'une  courbe  plane. 

192.  On  nomme  courbure  d’un  arc  de  courbe  plane  AM, 
qui  n’oflrc  aucun  point  d’inflexion,  l’angle  SIX  que  font 
entrcclles  lesdireclions  AS,  MTdcs  tangentes  menées  par 
les  extrémités  de  l’arc.  Cet  angle  est  celui  qui  serait  en- 
gendré par  une  droite  mobile  passant  par  un  point  fixe, 
et  dont  les  directions  successives  seraient  parallèles  aux 
tangentes  menées  par  les  diflérents  points  de  l’arc  AM. 

1.  19 
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Si  l’extrémité  A de  l'arc  AM  = J est  fixe  et  que 
l’autre  extrémité  M varie,  la  courbure  a deviendra  va- 


riable, et  elle  croîtra  avec  s tant  que  cet  arc  n’aura  pas 
d’inflexion.  La  différentielle  do  de  la  courbure  a de 
l’arc  AM  est  dite  Y angle  de  contingence  au  point  M. 

On  nomme  courbure  moyenne  d’un  arc  de  courbe  AM 

le  rapport  - de  la  courbure  absolue  à la  longueur  de 
l’arc. 

Enfin  on  nomme  courbure  d'une  courbe  en  un  point  M 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  courbure  moyenne  d’uu 
arc  infiniment  petit  ayant  l’une  de  ses  extrémités  en  M. 
D’api  ■ès  cela,  si  l’on  désigne  par  s la  longueur  d’un  arc 
terminé  en  M et  compté  à partir  d’une  origine  A arbi- 
traire, par  (T  la  courbure  de  l’arc  AM,  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  rapport 

Aa 

As 

quand  A s tend  vers  zéro,  est  ce  que  nous  nommons  la 
courbure  de  la  courbe  au  point  M.  Quelle  que  soit  la  va- 
riable que  l’on  regarde  comme  indépendante,  la  limite 
dont  il  s'agit  est  égale  à 

lia 

ils 

et  par  conséquent  la  courbure  d'une  courbe  en  un  point 
est  le  rapport  de  l'angle  de  contingence  à la  différen- 
tielle de  l'arc. 

Dans  le  cercle,  la  courbure  d'un  arc  est  évidemment 
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égale  à l’angle  au  centre  qui  correspond  à l’are, et  la  cour- 
bure moyenne  ou  le  rapport  de  l’angle  au  rentre  à l'are 


%, 

1.  / 


est  égale  à l’inverse  du  rayon.  Ce  résultat  s'applique  à uu 
arc  quelconque  fini  ou  infiniment  petit;  donc  la  cour- 
bure aux  différents  points  de  la  circonférence  d’un  cercle 
est  constante  et  égale  à l’inverse  du  rayon. 


193.  De  rayon  de  cocrbcre.  — On  nomme  rayon  rie 
courbure  en  un  point  d’une  courbe  le  rayon  du  cercle  dont 
la  courbure  est  égale  a la  courbure  de  la  courbe  au  point 
donné;  ce  cercle  est  dit  lui-même  cercle  de  courbure.  O11 
a,  d’après  ce  qui  précède,  en  désignant  par  R le  rayon  de 
courbure, 


de 

ds 


1 

R’ 


d’où  R = 


ds 


11  est  aisé  d’avoir  les  expressions  de  l’angle  de  contin- 
gence et  du  rayon  de  courbure  en  fonction  des  coordonnées 
rectangulaires.  E11  effet,  sia,  a0  désignent  les  angles  formés 
par  la  direction  de  l’axe  des  abscisses  positives  avec  les 
directions  des  tangentes  AS,  MT,  ou  aura  évidemment 


nill  e rzz  a — x , , d’où  ^zde  — det. 
Or 

. ,ly 

tanga  — — , 

rlx 


et  l’on  en  tire  par  la  différentiation 

de  dxd’jr — dyd’x 

cos  ’a  dx1 


'9- 
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OU 

(>) 

d’ailleurs 

donc  on  a 

(*) 


i da  — da  = 


dxd'i dy  d’.r 

dx'  4-  dy' 


± ds  = \jd.r’  -4-  d)  % 

3 

ldr'-y-dy'? 
dxd 2 y — dyd'x 


R = 


Nous  nous  dispensons  d'écrire  le  signe  ± devant  le 
second  membre  de  celte  formule,  parce  que  le  signe  de 

3 

l’expression  ( dx'  4-  dy  * ) 3 est  lui-même  indéterminé.  Ce 
signe  doit  être  choisi  de  manière  à rendre  positive  la  va- 
leur du  rayon  R. 

Dans  les  formules  (1)01(2),  la  variable  indépendante 
n’est  pas  désignée;  si  l’on  prend  x pour  cette  variable, 
on  aura 


d'y 


dx » 


191.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  le  cercle  est  la  seule 
courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit  constant.  En  elTet , 
pour  une  telle  courbe  on  a 

ds  ndx , 

a étant  une  constante:  par  conséquent  les  équations 
tir  — ds  cos  a , dj  = ds  sin  a , 
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donnent 


ou 


dx  — a cos  a d a , dy  ■=.  n sin  a il  a 
ilx-xx — d{a  sina),  dy  — d(a  cosal ; 


donc  si  l’on  désigne  par  2"0  et ya  deux  constantes,  on  aura 
(n°  13,  coroll.  II), 


d’où 


x — x,  = — a sin  a , y — y,zzz  a ca&x , 


(x  — x.)>  — r.)’ 


ce  qui  est  l'équatiou  d’un  cercle. 


193.  De  centre  de  courbure.  — Une  courbe  étantdon- 
née,  menons  la  tangente  MT  au  point  M,  et  construisons 
le  cercle  de  courbure  de  manière  qu'il  passe  parle  point  M, 
qu’il  soit  tangent  à la  ligne  MT  et  qu’il  soit,  par  rapport 
à cette  tangente,  du  même  côté  que  les  points  de  la  courbe 
• infiniment  voisins  de  M.  Le  centre  C du  cercle  se  trou- 


»i  \c 


\ 


oj  X 


vera  alors  sur  la  normale  au  point  M;  il  est  dit  le  centre 
de  courbure  relatif  à ce  point. 

Théorème.  — Le  centre  de  courbure  d'une  courbe  en 
un  point  donné  est  la  limite  du  point  d'intersection  de 
la  normale  menée  par  ce  point,  avec  la  normale  infini - 
ment  voisine. 

Soient  .r,  jyles  coordonnées  d’un  point  M de  la  courbe 
donnée,  relatives  à deux  axes  rectangulaires;  l’équation 
de  la  normale  en  M sera 

(1)  (X-*)-e(Y-,)'-g=o. 
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Représentons-la,  pour  abréger,  par  V=o.  Pour  avoir 
l'équation  de  la  normale  menée  par  un  autre  point  M' 
(x-f-  Aj,  v+  Aj'),  ^ suffi*-®  de  remplacer  dans  l’équa- 
tion précédente  x,  y,  par  x-f-Ax,  y -+-  Aj>', 
dv  . tir  , 

-f- t i ; nous  représenterons  I équation  ainsi  obte- 
nue par  V -4-  AV  = o.  Le  point  d’intersection  des  deux 
normales  sera  donné  par  les  deux  équations 


ou 

ou  enfin 


Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  M ; le  point  d’intersection  des  deux 
normales  tendra  vers  une  limite  C dont  les  coordonnées 
seront  déterminées  par  les  deux  équations 

d\ 


= 0, 

V + iV  = 

= 0, 

iV  = o, 

AV_ 

= O» 

Âx-°- 

y = o, 


dx 


La  première  n’est  autre  chose  que  l’équation  (i),  et  la 
seconde  se  déduit  de  celle-ci,  par  la  diÜèrcntiation,  en 
regardant  X et  Y comme  des  constantes.  Cette  différen- 
tiation donne 


(3)  ->dx 

si  donc  on  désigne  par  x,,  ylt  les  coordonnées  du  point  C, 


dx1 

d'y 

dx1 


on  aura,  par  les  équations  ( 

1 ) 

dr 

dx 

( 3 ) xt X = 

v 1 d'y 

— » J-,  — 

~d7- 
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En  ajoutant  les  équations  (3),  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  obtient 


d’où  il  suit  que  la  longueur  MC  est  égale  au  rayon  de 
courbure  R.  En  outre,  la  première  des  formules  (3) 

• f/^  y , 

montre  que  y,  — y est  de  inéine  signe  que  —y  ; or  si 

l’on  désigne  par  Y l’ordonnée  de  la  tangente  MT,  qui  ré- 
pond à l’abscisse  x -t-  Ar,  la  différence  y -+-  Ay — Y 

aura  le  signe  de  (n°  166);  d’ailleurs  y,  — Y a évi- 
demment le  signe  de  y, — y;  donc  y', — Y ety-f-Ay — Y 
sont  aussi  de  même  signe.  Il  résulte  de  là  que  le  point  C 
est  du  même  côté  de  la  tangente  que  les  points  de  la  courbe 
infiniment  voisins  de  M : donc  ce  point  est  bien  le  centre 
de  courbure. 

196.  Nous  nommerons  diiection  de  la  normale  en  un 
point  M d’une  courbe  celle  du  rayon  de  courbure  en  ce 
point.  Cette  direction  est  celle  que  suivrait  un  point 
mobile  partant  de  M pour  se  diriger  vers  C;  elle  sera 
déterminée  si  l’on  donne  l’angle  £ qu’elle  forme  avec  la 
direction  de  la  partie  positive  de  l’axe  des  x.  L’angle  £ 
peut  varier  de  zéro  à 36o  degrés  ,et  nous  supposerons  qu’il 
soit  engendré  de  la  même  manière  que  l’angle  « (n°  191  ), 
c'est-à-dire  par  une  droite  mobile  d’abord  parallèle  à 
l’axe  des  x positives,  et  qui  se  mouvrait  toujours  dans 
le  même  sens  en  s’élevant  d’abord  vers  la  partie  positive 
de  l’axe  des  y.  Quant  à l'angle  a qui  figure  dans  les  for- 
mules du  n°  191,  il  n’est  déterminé  que  quand  on  a fixé 
le  signe  de  ds.  Profitant  de  l’indétermination  de  ce  signe, 
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nous  choisirons  x de  manière  que  l’on  ait 


l’angle  * répond  alors  à une  direction  déterminée  de  la 
tangente,  et  les  formules 

cl  je  = ils  cos  z , itjr  — ris  sin  a 

exigent  que  l’origine  de  1 arc  s soit  convenablement 
choisie. 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  du  rayon 
MC=  R avec  les  directions  positives  des  axes  étant  ainsi 
égaux  à — sina  et  4- cos*,  les  formules  (3)  du  n°  195 
deviennent 


x,  — x = — Rsina,  Ji  — = R cosat. 
Enfin,  la  différentielle  r/x  a pour  valeur  (n°  193) 


il'  Y 
tic' 


I 4-  • 


th 


- tir , 


d’où  il  suit  que  le  second  membre  de  la  deuxième  for- 
mule (3)  du  n°  195  est  aussi  égal  à — ou  à — cosar  ; on 

' ' lia.  il x 


a donc 


ou  ils  — RiIj  ; 


par  conséquent  il  résulte  de  nos  hypothèses  que  r/s  et  cia 
sont  de  même  signe,  et  que  da  est  égale  à l’angle  de  con- 
tingence da. 
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ües  développées  et  des  développantes 
des  courbes  planes. 

197.  Le  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  aux 
divers  points  d’une  courbe  donnée  est  une  seconde 
courbe  qui  est  dite  la  développée  de  la  première.  Celle-ci 
est  une  développante  relativement  au  lieu  des  centres  de 
courbure. 

Les  équations  (3)  du  n°  195  déterminent  le  centre  de 
courbure,  dans  l’hypothèse  des  coordonnées  rectangu- 
laires; l’abscisse  x y est  prise  pour  variable  indépendante, 

•'s 

mais  celle-ci  cessera  cTèlre  désignée  si  Ton  écrit  - - - 

au  lieu  de  • 11  vient  ainsi 
dx 

(dx‘  -h  </>  *)  dy 

dr  ■ ■ x ■ i — - — — — ' _ v 
i/x  U *y  — ily  d'x 

( dx 5 -4-  dy1)  rlx 

} ‘ ~ J ~ + dxd'y  — dyd'x' 

Les  coordonnées  x et  y étant  des  fonctions  données  d’une 
même  variable  iudépendante,  on  aura  l’équation  de  la 
développée  en  éliminant  cette  variable  indépendante 
entre  les  équations  précédentes. 

198.  Pour  étudier  les  propriétés  de  la  développée,  nous 

emploierons  les  expressions  des  coordonnées  du  centre  de 

courbure  obtenues  au  n°  196,  savoir  : 

( ,r,  — x — R sina, 

(t)  i 

• ( y,  =y  •+■  Rcosa  ; 

R et  a désignent  le  rayon  de  courbure  et  l’angle  qui 
fixe  la  direction  de  la  taugente.  Les  quantités  qui  figurent 
dans  les  équations  (i)  sont  fonctions  de  la  même  variable 
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indépendante,  el  la  différentiation  donne 

dx,  — dx  — Rcosa  dx  — rfR  sina, 

dy,  — dy  — Rsina  </a  -t-  rfRcosa. 
Mais  les  parties 

dx — Rcosada,  dy  — Rsinarfa 
sont  nulles  en  vertu  des  formules 

dx  — dscosx,  dy  — ds  sina,  rfj  = Rrfa, 
on  a donc  simplement 

dx,  =:  — rfR  sina, 

dy , = -+-  rfR  cosa, 

et  l’on  déduit  de  ces  équations 


dy, 

— = — cota, 

f/X, 

OU 

(3) 

dy,  y,  — y 

lAr,  x,  — x 

puis 

(4) 

dx)  -ydy\  =dK\ 

L’équation  (3)  exprime  que  les  normales  de  la  courbe 
donnée  sont  les  tangentes  de  la  développée,  el  l’équa- 


c.  !/ 

y 

/ 


lion  (4)  montre  que  la  différentielle  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  donnée  est  égale  à la  différentielle  ds, 
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de  l'arc  s,  de  la  développée,  terminé  au  centre  de  cour- 
bure et  compté  à partir  d'une  origine  arbitraire. 

Supposons  que  l'on  compte  l’arc  C0C  = s,  de  la  déve- 
loppée à partir  d’un  point  C0  centre  de  courbure  relatif 
au  point  M0  de  la  coijrbe  donnée,  et  désignons  parR0  le 
rayon  de  courbure  au  point  M„.  La  formule  (4)  don- 
nera 

ds,  — </R  ou  = «/(R — R®); 

les  variables  s,  et  R — R0  ayant  même  différentielle  et 
s’annulant  simultanément,  on  a 

s,  = R — R„. 

Cette  formule  exprime  la  propriété  suivante  : 

Un  arc  quelconque  de  la  développée  d’une  courbe 
plane  est  égal  à la  différence  des  rayons  de  courbure 
qui  aboutissent  aux  extrémités  de  l'arc  de  la  déve- 
loppée. 

199.  C’est  en  raison  de  celte  propriété  que  la  courbe 
lieu  des  centres  de  courbure  a reçu  le  nom  de  développée. 

Soient  M„  M,  un  arc  quelconque  de  la  courbe  donnée, 
et  C„  C,  l’arc  correspondant  de  la  développée.  Si  l’on 
lixe'en  C,  l’une  des  extrémités  d’un  fil  de  longueur 
M,  C,  = R,,  puis  que  l’on  enroule  ce  fil  sur  l’arc  C,C« 
et  qu’on  le  tende  à partir  de  C0  dans  la  direction  C0  M0, 
la  seconde  extrémité  du  fil  tombera  en  M„  à cause  de 
l’égalité ‘Co  C,  = R,  — R0.  Cela  posé,  si  l’on  déroule 
le  fil  en  le  tenant  toujours  tendu,  il  est  évident  que  son 
extrémité  décrira  l’arc  M0M,:  car  soit  C,CM  l’une  des 
positions  du  fil,  on  a 

CM  = C,  M,  C,  C — R®  -+-  J|J 

donc  CM  est  le  rayon  de  courbure  qui  aboutit  au  point  C, 
et  en  conséquence  le  point  M est  sur  l’arc  M0M,. 
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La  développée  d’une  courbe  algébrique  est  elle-même 
une  courbe  algébrique,  et  d’après  ce  qui  précède  tout  arc 
de  celte  développée  peut  être  exprimé  par  une  fonction 
algébrique  des  coordonnées;  on  dit  alors  que  cette  déve- 
loppée est  rectifiable. 

200.  Pour  reveuir  de  la  développée  à la  développante, 
on  emploiera  les  deux  équations 


.r,  — x <[r 

•r,  — x de 


Ici  .r,  et  sont  des  fonctions  données  d’une  variable 
indépendante;  en  éliminant  cette  variable  entre  les  équa- 
tions précédentes,  on  obtiendra  une  équation  entre  x, 

y , —■>  qui  sera  l'équation  différentiellcde  la  développante 

demandée.  II  est  facile  de  voir  que  celle  équation  diffé- 
rentielle appartient  à toutes  les  trajectoires  orthogonales 
des  tangentes  de  la  courbe  donnée,  c’est-à-dire  à toutes 
les  courbes  qui  ont  ces  tangentes  pour  normales;  il  en 
résulte  qu’une  courbe  donnée  a une  infinité  de  dévelop- 
pantes. Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  question. 


Formules  relatives  au  système  des  coordonnées  polaires. 

201.  Différentielle  de  l’aire  d’i  n secteur.  — Soit 
une  courbe  AM  dont  chaque  point  M est  déterminé  par 
le  rayon  vécteur  OM  = p issu  du  point  fixe  O,  et  par 
l’angle  w que  fait  la  direction  de  ce  rayon  avec  une  direc- 
tion fixe  Ox.  Si  le  point  A est  fixe  et  que  le  point  M soit 
variable,  l’aire  du  secteur  AOM,  comprise  entre  la  Gourbe 
et  les  rayons  OA,  OM,  sera  une  fonction  dont  nous  nous 
proposons  de  trouver  la  différentielle.  Si  l’on  donne  à w 
l’accroissement  M'OM=Aw,  le  rayon  vecteur  croîtra 
de  A p,  et  faire  AOM  = u du  secteur  prendra  l’accroisse- 
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nient 

à«  = MOM'. 

Décrivons  du  point  O comme  centre,  avec  les  rayons  OM, 
OM',  les  deux  arcs  de  cercle  Mm,  M'm'  terminés  aux 


VI  TU' 


-VL 

ii 


A 

z/J 


côtés  de  l’angle  MO.M'.  On  peut  choisir  Ace  assez  petit 
pour  que  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  varie  toujours 
dans  le  même  sens  quand  on  passe  de  M à M';  il  s’ensuit 
que  l’aire  A u sera  comprise  entre  les  aires  des  secteurs 
circulaires  OMm,  OMV,  lesquels  ont  pour  valeurs 


1 

a 


f’A-. 


— (a  -t-ip)3  ûu. 


La  limite  du  rapport  de  ccs  infiniment  petits  est  l’u- 
nité; on  peut  donc  substituer  l’un  d’eux  à Au,  tant 

qu’il  ne  s’agit  que  d’obtenir  la  limite  du  rapport  On 
a ainsi 


i 


ou 

du  i , I , , 

— — — tz  et  au  — — paoi. 
«o>  2 ' 2 ‘ 


Menons  par  l’origine  des  rayons  vecteurs  la  droite  O) 
perpendiculaire  à Ox,  et  désignons  par  x,  y,  les  coor- 
données rectangulaires  relatives  à Ox  et  ü)'.  On  aura 


tangu 


y 

X 


a cosu  — x\ 
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la  première  équation  donne  par  la  différentiation 


fl  M 
cos-’w 


xd  y — 

’ X‘ 


rd.r 


d’où  p’rfw  = xdy  — ydx. 


Ainsi  la  différentielle  de  l’aire  du  secteur  u peut  encore 
s’exprimer  par  la  formule 

du  — — [xdy  — ydx). 

202.  Expression  de  la  différentielle  d’un  arc  de 
courbe.  — Désignons  par  s l’arc  AM  dont  l’origine  A 
est  fixe,  tandis  que  l'extrémité  M est  variaLde  [voir  la 
figure  du  n°  201);  soit  aussi  As  l’accroissement  MM' 
qui  répond  à l’acroissemenl  A<i)  de  a>.  Abaissons  du 
point  M la  perpendiculaire  MP  sur  OM'  et  tirons  la 
corde  MM';  le  triangle  rectangle  MPM'  donnera 


MM' = MpV  M'P  et 


/MM'  \ 1 /MP\*  /M'PV 

l At.1  J \ A-.<  ■ y Au  J 


Les  limites  des  rapports  qui  figurent  dans  cette  formule 
ne  seront  pas  changées  si  l’on  remplace 


par 


MM',  MP,  M'P, 
A s t p Aw,  Ap 


respectivement.  En  clfct,  la  limite  du  rapport  de  As  à sa 
corde  MM' est  l’unité;  pour  la  même  raison,  la  limite  du 
rapport  de  pAw  à MP  est  l’unité,  car  pAo>  = Mm  est  la 
moitié  d’un  arc  de  cercle  infiniment  petit  et  MP  est  la 
moitié  de  la  corde  du  même  arc;  enfin  la  limite  du  rap- 
port de  Ap  k M'P  est  l’unité,  car  la  différence  Pm  de  ces 
infiniment  petits  est  égale  à 

i 

p — p cos  Au  = spsin-  — Au 
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et  son  rapport  à Aw  tend  vers  la  limite  zéro.  On  a d’après 
cela 


ou 


( ls 3 — dp2-+-  p2  du2. 


On  peut  déduire  cette  formule  de  celle  qui  se  rapporte 
aux  coordonnées  rectangulaires;  mais  nous  avons  fait 
ce  calcul  au  n°  71  et  nous  n'y  reviendrons  pas  ici. 

203.  Détermination  de  la  tangente.  — Dans  le 
système  des  coordonnées  polaires,  on  détermine  la  tan- 
gente au  moyen  de  l’angle  p quelle  forme  avec  le  rayon 
vecteur. 

L’angle  p relatif  au  point  M de  la  courbe  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  l’angle  PM'M  quand  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  de  M ( voir  la  figure  du  n°  201). 
Or,  le  triangle  rectangle  MM' P donne 


cos  PM' M 


M'P 

MM7’ 


sinPM'M  = 


MP 

MM7’ 


et  les  limites  des  seconds  membres  de  ces  formu^s  ne 
seront  pas  changées  si  l’on  remplace,  comme  au  numéro 
précédent  * . 

MM',  MP,  M'P, 


par 


As,  p A w,  Ap 
respectivement.  On  a donc 


Ap  ..  pàu 

cosu  =:  lim  — j sinu=lim 

r Aj  r ât 
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dp 

CO  S U = -L  — 
ds 


. pd  u 

sin  u = r— — = 
ds 


_ rfP_ ^ 

y^f/p’  : p2du' 

p du 

\Jdp*  4-  p^du' 


on  déduit  de  ces  formules 


tangfi 


fdu 

dp 


204.  On  peut  déterminer  les  points  d’une  courbe  par 
deux  rayons  vecteurs  p,  p issus  de  deux  origines  données. 
En  appelant  p,  p.'  les  angles  formés  par  la  tangente  avec 
ces  rayons  vecteurs,  on  a,  par  ce  qui  précède, 


d‘où 


dp 

cosp  = 7~, 

cos  y! 

do' 

ds 

cos  y.' 

"«J 

^3  1 

i 

% 

COS  JA 

tlù 

Par  exemple,  dans  ce  système  de  coordonnées,  l’équation 
de  l’ellipse  ou  de  l’hyperbole  est 


on  en  conclut 


p'  = ± p -+-  const.  ; 


et  notre  formule  donne 


cosjt'  ~ :t  ensp, 


ce  qui  exprime  la  propriété  connue  de  la  tangente  aux 
sections  coniques. 

Au  lieu  de  deux  rayons  vecteurs  issus  de  deux  origines 
fixes,  on  peut  employer  comme  coordonnées  les  angles  u, 
'</  que  ces  rayons  forment  avec  une  direction  iixe.  Un 
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aura  alors  les  formules 

• , _ P'1" 


SlOp 


ds 


s,nft  =~jT 


, p'  sinw 

ei,  a cause  de  — = — — 7 1 
s sinoi 

sinu'  sin  wr/w' 

siiiu  sinw'  tlu 


205.  SottS-TAHGEftTR  ET  SOUS  - NORMALE.  MfUOllS 

par  l’origine  des  coordonnées  polaires  une  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur;  les  parties  de  cette  perpendiculaire 
comprises  entre  l’origine  et  les  points  où  elle  rencontre 
la  tangente  et  la  normale,  sont  dites  sous-tangente  et 
sous-normale. 


H 


\ 


Soient  NT  la  perpendiculaire  menée  pur  l’origine  O au 
rayon  vecteur  OM  de  la  courbe  donnée,  MT  la  tangente 
en  M,  et  MNi  la  normale.  La  sous-tangente  sera  OT  = T', 
la  sous-normale  ON  = N',  et  l’on  aura 


ou 


T'  — p tanga,  N'  = pcotangu 


N'  = 


et  Ci 
et  ta 


Les  longueurs  T et  N de  la  tangente  et  de  la  normale  sont 


T =s/p>  -t-  T'J 

1. 


p et  s 

7Ü' 


N --  y'p-  M''  = 


et, 
d tù 


90 
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2CKL  Angle  de  contingence  et  rayon  de  courbure. 
— L'angle  de  contingence  da  est  égal,  comme  on  l’a  vu, à 
la  différentielle  de  I angle  formé  par  la  tangente  avec 
l’axe  O jr  ; d'ailleurs  ce  dernier  angle  est  évidemment  égal 
à u -|-  [i  -,  donc  on  a 

da  — du  - 4-  du. 

La  formule 

lang  ji  — -f- 


donne  par  la  différentiation,  en  prenant  •»  pour  variable 
indépendante, 


d p-‘  dy 

du  (tu7  ' du1 

co»‘{t  dp' 


da- 


d'c 


donc 


D’ailleurs 


fi  W* 


//w1  ' fit»1 

(lut.  rfun d oj  ; 

•v 

o‘  -4 — - — 
d w' 


f//>3  f/’ù 

, r dv>'  V dut 

iln  — •— — f/bi. 


p 


! da1  . 

d<  — i / p1  -4-  •---  rfw, 
y r du’ 


et  l’on  en  conclut  cette  valeur  de  R : 


Un  peut  déduire  cette  formule  de  celle  qui  se  rapporte 
aux  coordonnées  rectangulaires;  nous  avons  présenté  ce 
calcul,  comme  exemple,  au  n"  71  en  nous  occupant  de  la 
question  du  changement  de  variables. 
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Il  est  quelquefois  avantageux  d'introduire  dans  la 


formule  (i)  les  dérivées  de  - au  lieu  de  celles  de  p.  On  a 

P 


et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  (i)  donne 


Des  courbes  enveloppes. 

207.  Désignons  par  J (x,y,  a)  une  fonction  des  trois 
variables  x,y,  a dont  la  valeur  soit  bien  déterminée 
quand  on  a fixé  les  valeurs  de  x,  y,  a.  Si  l’on  suppose 
que  x et  y représentent  des  coordonnées  d’une  nature 
quelconque  et  que  a soit  un  paramètre  variable,  l’équation 

(l)  f(.r,r,ct)—0 

représentera  une  famille  de  courbes;  à chaque  valeur  de  a 
répondra  une  courbe  individuelle. 

Si,  après  avoir  donné  à a une  valeur  déterminée,  on 
attribue  à ce  paramètre  la  nouvelle  valeur  a -+-  A a,  on 
aura  une  seconde  courbe  qui  aura  pour  équation 

(a)  /{x,jr,a- l-A»)=rO, 

et  qui  coupera  la  première  en  certains  points  m,  ni',.... 
Les  coordonnées  de  ces  points  devront  satisfaire  aux  équa- 

20. 
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tions  des  deux  courbes,  et,  par  suite,  à l’équalion 

, /■*,>,  g + ûa  i —f(x,  y,  a)  __ 

Ait 


Maintenant  si  l'on  fait  tendre  Aa  vers  zéro,  les  points 
m,  ni',.  . . tendront  vers  certaines  limites  M,  M', . . . , et 
il  est  évident  que  les  coordonnées  des  points  M,  M', . . . 
satisferont  à l’équation  (i)  et  à l’équation 


(4) 


J.  .V,  a) 
f/a 


-O, 


à laquelle  se  réduit  l’équation  (3)  quand  Aa  s’évanouit. 

Il  y aura  donc  sur  chacune  des  courbes  représentées 
par  l’équation  (1)  un  certain  nombre  de  points  M,  M',... 
déterminés  comme  nous  venons  de  le  dire.  Le  lieu  géo- 
métrique de  tous  ces  points  est  une  ligne  dont  l’équation 
s’obtiendra  par  l’élimination  de  a entre  les  équations  (i) 
et  (4);  celte  ligne  est  dite  l 'enveloppe,  des  courbes  que 
représente  l’équation  (i),  et  celles-ci,  à leur  tour,  ont 
reçu  le  nom  à' enveloppées. 


208.  Il  faut  remarquer  que  l’enveloppe  pourrait 
n’ètre  plus  donnée  par  cette  règle,  si  le  premier  membre  de 
l’équation  (i)  cessait  d’entre  une  fonction  bien  déterminée. 
Ellectivcment,  un  point  commun  à deux  courbes  infi- 
niment voisines  satisfera  bien  encore  aux  équations 

/(*»  T-  «J=o,  /(x, /,  a-é  Aa)  =o; 

mais  la  fonction  pétant  susceptible  de  plusieurs  valeurs, 
on  n’est  plus  en  droit  de  dire  que  f(x,y,  a -f-  Aa)  ail 
pour  limite  f(x,jr,  «)  quand  A a tend  vers  zéro. 

J’éclaircirai  ceci  par  un  exemple.  Supposons  qu’on  de- 
mande l’enveloppe  des  circonférences  représentées,  dans 
le  système  des  coordonnées  rectangulaires,  par  l’équa- 
tion 

(x  — a)’  -t-y 1 — a'  ==.  o , 
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a étant  une  constante.  Le  premier  membre  de  celte  équa- 
tion étant  une  fonction  bien  déterminée,  notre  règle  est 
applicable;  la  dillérentiation  relative  à a donne 

. x — a = o, 

et,  par  l’élimination  de  a,  on  obtient  l'équation  de  l’en- 
veloppe 

y'  — a'  — o on  (_>  — ri)  [y  ■+■  a)  = o; 

enveloppe  qui  se  compose  de  deux  droites  parallèles  à 
l’axe  des  x. 

L'équation  des  enveloppées  que  nous  considérons  étant 
du  deuxième  degré  par  rapport  à a,  on  peut  lui  donner 
la  forme 

a — x + y a'  — y’  — o, 

et  si  l'on  voulait  appliquer  la  règle  du  n°  207  à cette 
équation,  on  serait  conduit  à l’égalité  absurde  1 — o.  Or, 
ainsi  que  je  l’ai  dit  plus  haut,  la  règle  en  question  n’est 
pas  ici  applicable;  si  l’on  considère  deux  courbes  infini- 
ment voisines  et  que  l’on  prenne  pour  l’une  d’elles 

a = xdty In'  — y’, 

il  faudra  prendre  pour  l’autre 

a -t-  iia  =:  xrpy ta1  — y', 

sans  quoi  il  11'y  aurait  pas  de  rencontre. 

209.  Les  enveloppes  ont  une  propriété  commune  qui 
est  exprimée  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  — L' enveloppe  d'un  système  de  lignes  est 
tangente  aux  enveloppées , en  chacun  des  points  où 
elle  les  rencontre. 

En  effet,  soit 

(0  /(X,  y,  a)  — o. 
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l'équation  des  enveloppées,  x et  y désignant  des  coordon- 
nées rectilignes.  Nous  supposons  que  la  fonction  f soit 
bien  déicrrninée,  et  alors  on  a,  pour  1 enveloppe,  les 
deux  équations 

(?.i  f{x,x,*)  = o.  ~r —o. 

(I  X 


Pour  avoir  le  coefficient  d’inclinaison  — de  la  tangente 

en  un  point  d’une  enveloppée  déterminée,  il  faut  di Ile- 
rentier  1 équation  (i).  ce  qui  donne 


Cl) 


tl  / df 

-f  dx  -t-  4 rfi  = o. 

n.r  ay 


Supposons  inaintenaiit  qu’on  veuille  connaître  le  coeffi- 
cient d inclinaison  de  la  tangente  en  un  point  donné  de 
l’enveloppe.  On  peut  encore  prendre  l'équation  (i)  pour 
celle  de  l'enveloppe,  pourvu  qu’on  regarde  a non  plus 
comme  une  constante,  mais  comme  une  fonction  de  x 
et  de  y déterminée  par  la  seconde  équation  (a)  ; il  faut  donc 
dilïerenticr  l’équation  (i)  dans  celte  hypothèse,  pour  obte- 
nir la  valeur  de  qui  convient  à l’enveloppe.  La  dif- 
férentiation donne 


(4) 


'/f.  ^ df  ^ df 

— dx  -b  --  ar  — d x --  o, 
ttx  d)  «a 


mais  la  seconde  équation  (a),  qui  a lieu  pour  l’enveloppe, 
réduit  l’équation  (4)  à l’équation  (3).  Ainsi  l'on  aura, 
pour  l’enveloppe  et  pour  les  enveloppées. 


(5) 


df 

dy  _ dr 
dc~  ~ df 
d) 


Quand  il  s’agit  d’un  point  d’une  enveloppée,  a a,  dans 
la  formule  (5),  la  valeur  qui  convient  à celte  enveloppée; 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VII.  3ll 

mais  quand  il  s’agit  d’un  point  de  l’enveloppe,  a a la  va- 
leur tirée  de  l’équation  — o.  Maintenant,  si  l’on  con- 
sidère un  point  M commun  à une  enveloppée  et  à l’enve- 
loppe, la  valeur  de  a qui  répond  à l’enveloppée  sera  égale 

à celle  qu’on  tirerait  de  l'équation  ~=o.  puisque  celle- 

ci  a lieu  pour  le  point  M.  La  valeur  de  est  donc  la 

même  pour  l’une  et  l’autre  courbe,  et  par  conséquent 
celles-ci  sont  tangentes  au  point  M. 

Remarque.  — Nous  avons  déjà  rencontré  un  exemple 
de  la  propriété  que  nous  venons  d’établir.  La  dévelop- 
pée d’une  courbe  n’est  autre  chose,  en  elle!,  que  l’enve- 
loppe des  normales  de  cette  courbe  et  nous  avons  re- 
connu qu’elle  a ces  normales  pour  tangentes. 

210.  Nous  présenterons  ici  une  application  impor- 
tante de  la  théoi  ie  des  enveloppes. 

Si  l’on  considère  une  courbe  quelconque  rapportée  à 
deux  axes  rectangulaires  et  que  l’on  désigne  para  l’angle 
que  la  direction  de  l’axe  des  abscisses  failavec  la  direction 
de  la  tangente,  l'équation  de  cette  tangente  sera 

(1)  .rsina — r cosa  /(*), 

J (a)  étant  une  fonction  de  a qui  dépend  de  la  nature  de 
la  courbe.  Mais  celle-ci  étant  l’enveloppe  de  ses  tan- 
gentes, son  équation  s’obtiendra  en  éliminant  a entre 
la  précédente  équation  et  celle  qu’on  en  déduit  par  la 
différentiation  relative  à a,  savoir  : 

(2)  xcosa  4-vsin a =/"'(«  . 

O11  peut  prendre  a pour  variable  indépendante,  et 
les  équations!  1)  et  (2) feront  connaître  les  coordonnées  .r 
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(3) 


de  la  courbe  en  fonction  de  «.  On  trouve  ainsi 
yr  — f a)  rosa  +/[  a)  sin  a, 

I y = f'  (a)  sina  — /“(a)  rosa. 


l.a  différentiation  de  ces  équations  (3)  donne  ensuite 
t rtr  = [/"(«)+/(«)]  cosarfa, 
j Vv  = [/"(a) +/(*)]  sin  a (/a; 


ajoutant  les  équations  (4)  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
et  extrayant  ensuite  la  racine  carrée  de  l'équation  résul- 
tante, on  aura 


(5)  * = [/•(«)  + /(«)] 


ce  qui,  au  surplus,  résulte  des  formules  du^n0  191. 
Comme  dot.  est  évidemment  égal  à l'angle  de  contingence, 
on  a cette  expression  du  rayon  de  courbure  : 


(6; 


R =/"(*)  4-/fa). 


I.es  formules  qui  précèdent  sont  susceptibles  d’applica- 
tions diverses  : nous  en  présenterons  un  exemple. 

Lorsqu’on  donne  à a une  valeur  déterminée,  l’équa- 
tion (a)  représente  une  droite  perpendiculaire  à la 
droite  (i)au  point  que  déterminent  les  équalions(3)  et  qui 
appartient  à la  courbe  proposée;  il  en  résulte  que  l’équa- 
tion (a)  représente  les  normales  de  la  courbe.  Si  nous 
prenons  la  dérivée  de  celle  équation  ( a),  par  rapport  à a. 
savoir  : 


(7)  — u sina  -f-ycos«  —f" (a), 

le  système  des  équations  (2)  et  (y)  appartiendra  à l’en- 
veloppe des  droites  (2),  enveloppe  qui  est  la  développée 
de  la  courbe  proposée.  Désignons  par  y,  les  valeurs 
de  .t  cl  dej-  tirées  des  équations  ( 2)  et  (7),  on  aura 


•r,  — f ( a)  cos  a — /"(*)  sina, 
(a  ) sin  a -+-/"(«)  cosa; 
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ces  formules  font  connaître  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure.  En  les différentianl,  on  trouve 

( d.T,—  — [f  (a  H-  / " ( * )]  sin  ar/i, 

(9>  \ rfr,  = + [/'(«)  +r  ( > )]  rot  * rf*. 

d’où,  en  appelant  J,  l'arc  de  la  développée. 

(10)  <h,  = [/'{«)+/*'(«)]</»  --/R. 

On  retrouve  ainsi  les  résultats  obtenus  au  n°  198. 


Contacts  des  divers  ordres  des  courbes  planes. 

211 . Soit  ST  la  tangente  au  point  M d’une  courbe  MM' 
et  considérons  une  seconde  courbe  MM,  passant  par  le 
point  M.  Prenons  sur  la  première  courbe  le  point  M'  in- 
iiniment  voisin  de  M et  abaissons  sur  la  langente  ST  la 
perpendiculaire  M'Q  <pii  rencontrera  la  seconde  courbe 


j s 

S]  t f ï 

au  point  M',  j la  ligne  MQ  étant  prise  pour  infini  ment  petit 
principal,  M'Q  sera  généralement,  comme  on  1 a vu  au 
n°  166,  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre.  Si  la 
courbe  MM’,  n’est  pas  tangente  à la  droite  ST  an  point  M, 
la  ligne  M',Q  sera  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
mais,  dans  leeas  contraire,  elle  sera  au  moins  du  deuxième 
ordre. 

Lorsque  les  deux  courbes  MM',  MM'  ont  au  point  M 
la  même  tangente  ST,  on  dit  qu’il  y a entre  elles 
contact  au  point  M,  et  comme,  dans  ce  cas.  M'Q  et  M'tQ 
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sont  des  infiniment  petits  du  deuxième  ordre  au  moins, 
la  même  chose  aura  lieu  à l'égard  de  M' M'  qui  est  la  diffé- 
rence ou  la  somme  de  ces  lignes.  Généralement,  si  u-h  l dé- 
signe l’ordre  infinitésimal  deM'M’,  relativement  à l’infi- 
niment  petit  principal  MQ,  nous  dirons  que  les  deux 
courbes  ont,  au  point  M,  un  contact  de  l'ordre 

Cela  posé,  traçons  deux  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy 
faisant  entre  eux  un  angle  quelconque  0 et  dont  le  second 
ne  soit  pas  parallèle  à la  tangente  ST;  menons  l’ordonnée 
MP  du  point  M,  ainsi  que  l’ordonnée  M'P'  qui  coupe 
en  m la  courbe  MM,  et  en  K la  tangente  ST;  joignons 
enfin  par  une  droite  les  points  m et  M’,.  Les  angles  ni 
et  M',  du  triangle  infiniment  petit  wiM'M',  tendent  vers 
des  limites  finies;  l’angle  en  rn  a pour  limite  l’angle  SMP 
que  nous  supposons  différent  de  zéro,  et  il  est  évident 
que  l’angle  M',  a pour  limite  un  angle  droit;  le  rapport 
des  côtés  M'M', , M'm  étant  égal  au  rapport  des  sinus  des 
angles  opposés,  il  s’ensuit  que  ce  rapport 

M' M', 

M'm 


tend  vers  une  limite  finie.  Enfin,  si  l’on  désigne  par  a l’in- 
clinaison de  la  tangente  ST  sur  l’axe  Ox,  on  trouve,  en 
reproduisant  le  calcul  fait  au  n°  166, 


PP'  *Ia) 

sinfr  x sinô 


et,  comme  le  rapport 
que  le  rapport 


M'Q  . ..  . 
-—-est  infiniment 
MQ 


MQ 

PP' 


petit,  ou  voit 


tend  vers  une  limite  finie. 

Il  résulte  de  là  que  l’ordre  infinitésimal  de  M'M’,  rela- 
tivement à MQ  est  le  même  que  l’ordre  infinitésimal 
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de  M'm  relativemenl  à PP',  et  si  nous  représentons 
par  n l’ordre  du  contact  des  deux  courbes,  M'm  sera  un 
infiniment  petit  d’ordre  [X  ~h  i relativement  à PP'  pris 
actuellement  pour  infiniment  petit  principal.  Désignons 
par  x l’abscisse  du  point  M,  par  x-|-A.r  celle  des 
points  M',  m et  par  Y,  Y'  les  ordonnées  de  ces  mêmes 
points,  nous  aurons 

M'/n=  Y — Y',  PP'  = A.r, 

en  sorte  que  u -t-  i sera  l'ordre  infinitésimal  de  la  dillë- 
rence  Y — Y'  relativement  à Ax. 

Soient^  et_^'  les  valeurs  auxquelles  se  réduisent  Y et  Y' 
quand  Ax  s’annule;  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 
et  en  supposant  remplies  les  conditions  exigées  par  celte 
formule. 


„ ih  St  d7r  S r> 

Y = X + 3 I--T- 

a i i «.,  • i . i 


d}'  S.v  d 1 y’  A t1 

du-  i it.r*  i .2 


1.2...  ((*-(- t) 


R a,  R désignant  les  restes  des  deux  séries  arrêtées 
aux  termes  de  rang  fx.  — a.  D’après  cela,  pour  que  nos 
deux  courbes  aient  effectivement  en  M un  couiaci  de 
l’ordre  /x,  c’est-à-dire  pour  que  la  différence  Y — Y'soit 
un  infiniment  petit  d’ordre  fx  + t,  il  faut  et  il  suffit  que 
•l’on  ait 

dr‘  d i d\r'  __  d\r  du  r' 

’ ’ d.r  d.T  ’ dr1  t(r«  ,/.ru  1 

cela  exprime  que,  pour  l’abscisse  x du  point  de  contact, 
les  valeurs  de  l’ordonuée  et  de  ses  fx  premières  dérivées 
tirées  de  l’équation  de  l’une  des  courbes  doivent  être 
égales  aux  valeurs  correspondantes  tirées  de  l’équation 
de  l’autre  courbe.  Si  ces  conditions  sont  remplies  et  que 
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les  dérivées  d'ordre  /s  -t-  i. 


tir+'y  d^'y 

d + ' ’ rfy*-'”  ’ 

ne  soient  pas  égales  entre  elles,  on  aura 


(2) 


d 

d.I 


^yX  a ■** 1 
te-  y TTa7..  (p-t- 1)"1" 


la  difTérence  Y — Y'  sera  d’un  ordre  infinitésimal  égal 
à fx  -f- 1 , et  le  nombre  fx  exprimera,  en  conséquence, 
l’ordre  du  contact  des  deux  courbes. 


212.  Si  l’ordre  ft  du  contact  est  un  nombre  im- 
pair, Y — Y' ne  change  pas  de  signe,  d’après  la  formule(2), 
quand  Ax  change  de  signe,  puisque  Ru_  , — R'  , est 
un  infiniment  petit  d’ordre  p -I-  2;  ce  signe  est  celui  de 
la  différence 

da~h’jr  du  + 'y 

~ dr11^'  ' 

11  s’ensuit  que  l’une  des  courbes  est  tout  entière  située 
d’un  même  côté,  par  rapport  à l’autre,  dans  le  voisinage 
du  point  de  contact. 

Au  contraire, quand  I ordre  p du  contact  est  un  nombre 
pair,  la  différence  Y — Y’  change  de  signe  avec  Ajr,  et  les 
courbes  se  traversent  mutuellement  au  point  de  contact. 

Remarquons  enfin  que  si  les  deux  courbes  ont  au’ 
point  M un  contact  d’ordre  y,  il  est  impossible  de  faire 
passer  par  le  point  M une  troisième  courbe  qui  soit 
comprise  entre  les  deux  premières,  à moins  quelle  11’ait 
avec  celles-ci,  au  point  M,  un  contact  de  l’ordre  y au 
moins.  En  effet,  soit  Y"  l’ordonnée  relative  à l’abscisse 
x -J-  Ax  d’une  troisième  courbe  passant  par  le  point  M. 
On  aura 

Y"—  Y'  — ,'Y'  — Y)  + (Y  — Y'); 
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si  donc  Y" — Y est  d’un  ordre  infinitésimal  inférieur  à 
fi-i-i.  Y"  — Y'  sera  aussi  de  cet  ordre,  et  par  consé- 
quent 

Y"  — Y'  et  Y"  — Y, 

seront  de  même  signe,  d’après  la  formule  précédente. 

Des  courbes  osculalrices. 

213.  Soit  C une  courbe  donnée,  dont  nous  représente- 
rons les  coordonnées  par  x,  y.  Soit  aussi  C'  une  courbe 
d’une  espèce  donnée  et  dans  l’équation  de  laquelle  figu- 
rent /»-+-!  constantes  arbitraires;  nous  représenterons  ' 
par^' l'ordonnée  de  la  courbe  C',  qui  répond  à l’abscissex. 

Si  l’on  désigne  par  p un  entier  qui  ne  soit  pas  supé- 
rieur à n,  ou  pourra  disposer  des  arbitraires  de  manière 
que  la  courbe  C'  passe  par  uu  point  M de  la  courbe  C ré- 
pondant à une  abscisse  donnée  x,  et  qu’elle  ail  en  ce  point, 
avec  la  courbe  C,  un  contact  de  l’ordre  f*.  Pour  obtenir 
les  conditions  de  ce  contact,  il  suffira,  d’après  ce  qu’on 
a vu  plus  haut,  d’égaler  les  valeurs  de  y et  de  ses  p pre- 
mières dérivées  tirées  de  l’équation  de  la  courbe  C,  aux 
valeurs  de  y'  et  de  ses  fi  premières  dérivées  tirées  de  l’é- 
quation de  la  courbe  C'.  Les  équations  de  condition 
ainsi  formées  seront  au  nombre  de  p -+-  1 ; si  l’on  a 
il  restera  n — u.  constantes  indéterminées;  mais  si  l’on  a 
n = u,  la  courbe  C'  sera  complètement  déterminée  et  elle 
aura  au  point  M,  avec  la  courbe  C un  contact  qui  sera  au 
moins  de  l’ordre  n.  Dans  ce  dernier  cas  on  dit  que  la 
courbe  C'est  osculatrice  de  la  courbe  C,  au  point  M ; 
elle  est,  parmi  toutes  les  courbes  de  la  famille  à laquelle 
elle  appartient,  celle  qui  a le  contact  de  l’ordre  le  plus 
élevé  avec  la  courbe  C. 

214.  Supposons  qu’on  ait  disposé  des  arbitraires  qui 
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figurent  dans  l'équation  de  C',  de  manière  que  cette 
courbe  C'  passe  par  le  point  M (.r,^)  de  la  courbe  C,  et 
qu’elle  ail  avec  celle-ci,  au  point  M,  un  contact  d’un 
ordre  p inférieur  à n ; le  nombre  p peut  ici  se  réduire 
à zéro,  ei  dans  ce  cas  les  deux  courbes  n’ont  aucun 
.contact,  elles  sont  sécantes.  Les  conditions  de  notre  hy- 
pothèse sont,  en  faisant  toujours  abstraction  des  cas  de 
discontinuité, 

, _ dr'  dy  duy'  __  duy 

1 y ~ y'  dx~  dx  ~ d.y 

et  elles  se  réduisent  à la  première  d’entre  elles,  dans  le 
cas  de  p = o.  Cela  posé,  comme  il  reste  des  arbitraires 
indéterminées  au  nombre  de  n — p,  nous  pouvons  profiter 
de  cette  indétermination  pour  faire  passer  la  courbe  C' 
par  le  point  de  la  coût  be  C qui  répond  à une  abscisse  don- 
née i + Aj".  Désignons  par  Y et  Y' les  ordonnées  des 
deux  courbes  qui  correspondent  à cette  abscisse;  on  aura, 
comme  au  n°  2 11 


id^'ÿ  _ A 


R'^^_  2 et  R u_+_,)  étant  des  infiniment  petits  de  l’ordre p-H a. 
La  condition  que  nous  voulons  exprimer,  savoir  Y'=  Y, 
est  donc 


/ d^'  y' 


.2. ..(fl  4-  l) 


K.  M - R 


>+] 


et  si  l’ou  fait  tendre  Ajr  vers  zéro,  elle  se  réduira,  à la 
limite,  à 

, , dï  + 'y'  d*-*-'  r 

(2)  — 

dx*-*'  dx^' 


En  joignant  celte  équation  (2)  aux  équations  (1),  on  ub- 
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tient  précisément  les  conditions  pour  que  le  contact  des 
courbes  C et  C'  soit  de  l’ordre  p i . 

11  résulte  de  là  que  pour  avoir  celle  des  courbes  C’ qui 
est  osculatrice  de  la  courbe  C au  point  1YJ.  il  suffira  de 
disposer  des  n -I-  i arbitraires  contenues  dans  l’équation 
de  C',  de  manière  que  cette  courbe  passe  par  le  point  M 
et  par  n autres  points  Mf,  M,,. . ..  M„  de  la  courbe  C 
répondant  aux  abscissesx, . xt,...,  x„.  puis  de  faire  tendre 
successivement  vers  la  limite  .r,  chacune  des  autres  ab- 
scisses x,,  Xf  . . • , x„. Lorsque  x,  aura  atteint  la  limite  x, 
la  courbe  C/  aura  en  M avec  C un  contact  du  premier 
ordre;  lorsque  ensuite  on  fera  tendre  x,  vers  la  même 
limite  x,  l’ordredu  contact  s’élèvera  d’une  unité,  et  ainsi 
de  suite. 

215.  On  suppose  dans  ce  qui  précèdeque  les  pointsM,, 

M, , M„  viennent  se  confondre  les  uns  apiès  les 

autres,  avec  le  point  M.  Mais  la  courbe  C'  assujettie  à 
passer  par  tous  ces  points,  coïncidera  encore  à la  limite 
avec  la  courbe  osculatrice  de  la  courbe  proposée,  au 
point  M,  lorsque  les  points  M,,  M*. . . . , M„  se  rappro- 
cheront indéfiniment  du  point  M en  se  déplaçant  simul- 
tanément suivant  une  loi  continue  quelconque. 

En  effet,  considérons  les  coordonnées  x et  y comme 
des  fonctions  d’une  variable  indépendante  /,  telle  que 
les  abscisses 

( I ) x , .r, , .r, , . . . , x,t 

des  points  communs  aux  deux  courbes  répondent  à des 
valeurs  de  r 

[■>.)  t,  / + a/,  f-t-aA/,...,f-t-»A< 

en  progression  arithmétique.  Cette  condition  peut  être 
réalisée  d’une  infinité  de  manières  différentes;  car  si  l’on 
prend,  sur  un  axe  fixe,  à partir  d’un  point  fixe,  des 
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abscisses  égales  aux  quantités  (a),  que,  par  les  extrémités 
de  ces  abscisses,  on  élève  des  perpendiculaires  égales  aux 
quantités  correspondantes  (i)  et  qu'on  lasse  passer  une 
courbe  quelconque  par  les  extrémités  de  ces  perpendicu- 
laires, l’ordonnée  x de  cette  courbe  sera  une  fonction  de  t 
qui  remplira  la  condition  requise. 

Cela  posé,  les  abscisses 


J ^ Jj  • • • j **'<» 

et  les  ordonnées  correspondantes 

X , X< , ji  i ... , X. 

étant  les  mêmes  pour  les  deux  courbes  C et  C',  il  en  sera 
encore  ainsi,  à l’égard  des  différences  des  divers  ordres 
que  l’on  peut  former  avec  les  quantités  de  l’une  et  de 
l’autre  suite.  Il  en  résulte  que  1rs  rapports 


(3) 


et 


(4) 


Sx 

A*x 

* • » 

A mx 

Ai  ’ 

57*’ 

A t" 

Ay 

A \y 

Ai  ’ 

ÂT3’’ 

' ’ A/* 

ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  courbes,  et  l’on 
peut  en  dire  autant  des  limites  vers  lesquelles  tendent 
ces  rapports  quand  on  fait  tendre  A/  vers  zéro,  auquel  cas 
les  points  M,,  M,,. .,  M„  viennent  se  confondre  avec  M. 
Ainsi,  les  a (u  -t-  i)  quantités 


•r,  dx , d’.r,...,  d*  x , 
X > àj  > d'Xt  •>  'I”X> 


ont  les  mêmes  valeurs  pour  l’une  et  l’autre  courbe, 
la  différentielle  constante  étant  dt.  Or,  on  a vu  au 


ffP  y ( 

u°  69  que  la  dérivée  — — prise  dans  l’hypothèse  de  X 
c ir 
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variable  indépendante,  peut  s’exprimer  en  fonction  des 
différentielles  de  x et  de  y par  des  formules  où  ne  figure 
aucune différentielled’ordre  supérieur  à uel  où  la  variable 
indépendante  n’est  pas  désignée.  Donc,  d’après  ce  qui 
précède,  les  n -t-  1 quantités 

dy  il', r il", r 

' ’ dx'  dx‘  ’ dx“ 

ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  coui  bes  C et  C'  au  point 
dont  l’abscisse  est  x;  en  conséijttence,  les  deux  courbes 
ont  un  contact  de  l’ordre  n au  point  dont  il  s'agit,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

216.  Droite  oscclatrice. — Conique  oscveatrice.  — 
L’équation  d’une  droite  ne  renferme  que  deux  constantes 
arbitraires;  on  ne  peut  donc  établir  entre  une  courbe 
donnée  et  une  droite  qu'un  contact  du  premier  ordre,  en 
un  point  donné.  Il  s'ensuit  que  la  droite  osculatrice  d’une 
courbe  en  chaque  point  n’est  autre  chose  que  la  tangente 
de  la  courbe.  On  retrouve  ce  résultat  par  notre  théorie; 
car,  soit 

y'  — nx  b 

\ 

l’équation  d'une  droite;  on  en  tire 


et,  comme  les  conditions  du  contact,  au  point  dont  l’ab- 
scisse est  x,  sont 

dy'  dv 

3 ~X'  ~ dx' 

on  aura  les  valeurs  suivantes  des  constantes  a et  b , 


I. 


a = 


dy 

7Û' 


b --  y 


dy 

dx 
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L’équation  de  la  droite  osculatrice  est  donc 


x)> 


ce  qui  est  bien  l'équation  de  la  tangente. 

L’équation  générale  des  sections  coniques  renferme 
cinq  consianles  arbitraires;  donc  la  conique  osculatrice 
d’une  courbe  donnée  a un  contact  du  quatrième  ordre 
avec  celte  courbe.  Le  contact  peut  être  d’un  ordre  supé- 
rieur en  certains  points  particuliers;  ainsi,  une  courbe 
du  troisième  degré  a,  en  général,  vingt-sept  points  en 
chacun  desquels  elle  a un  contact  du  cinquième  ordre 
avec  la  conique  osculatrice.  Ce  théorème  remarquable 
est  dû  à Steirier;  j’en  ai  donné  une  démonstration  dans 
mon  Cours  d' Algèbre  supérieure  (3'  édition,  t.  II,  p.  5g5). 
Si  l’on  ne  considère  que  les  sections  coniques  qui  satisfont 
à certaines  relations,  le  nombre  des  arbitraires  sera  infé- 
rieur à cinq,  et  la  courbe  osculatrice  n’aura  pas,  en  gé- 
néral, avec  la  proposée  un  contact  du  quatrième  ordre; 
tel  est  le  cas  qui  se  présente  quand  on  ne  considère  que 
des  paraboles;  tel  est  aussi  celui  des  circonférences  que 
nous  allons  examiner. 


Du  cercle  oscu/ateur. 


217.  L’équation  générale  du  cercle  renferme  trois 
constantes  indéterminées,  savoir  : les  coordonnées  X, , 
du  centre  et  le  rayon  R.  On  peut  donc  établir  ici  un 
contact  du  deuxième  ordre  en  un  point  (r,  j ) de  la 
courbe  donnée,  et  les  conditions  de  l’osculation  sont 


(>) 


r dy  ' dy  d\r’  d'y 

' ’ ds  dx  dj  - djr ; 


y étant  l’ordonnée  du  cercle.  L’équation  de  ce  cercle  est 


(x  — x,y  + (y ’—y,y=  R1, 
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et  en  la  différcntianl  successivement  deux  fois,  il  vient 


(X  — X.)  + [y’—Xt)  %r  = °> 
tir'1  , , .tiy 


d.c1 


Si  l’on  remplace  dans  les  trois  équations  précédentes^', 
(ly  t (l*Y*  , 

— * par  les  valeurs  tirées  des  équations  (i),  on  ob- 
tiendra les  trois  suivantes  : 


(») 


(x-x,  )»-!-(., ■-/,}’=»> 

(x  — X.)  + {y— y,)  % = 0, 


dy 1 . .d'y 


qui  détermineront  les  coordonnées  xny,  et  le  rayon  R du 
cercle  oscillateur  au  point  (x,  y)  de  la  courbe  donnée. 

On  voit  que  les  équations  (2)  sont  précisément  celles 
qui  déterminent  le  cercle  de  courbure,  d’où  il  suit  que 
ce  cercle  et  le  cercle  osculateur  ne  sont  qu’une  seule  et 
même  chose. 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  d’une  courbe  traverse 
généralement  cette  courbe,  puisqu’il  a avec  celle-ci  un 
contact  d’ordre  pair-,  cependant  le  contact  peut  être  du 
troisième  ordre  en  des  points  particuliers  et  alors  le  cercle 
oscillateur  reste  tout  entier  d’un  même  côté  de  la  courbe, 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Les  considérations  générales  que  nous  avons  présentées 
au  n°  214  conduisent  aux  conséquences  suivantes  : 

i°  Le  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  courbe 
est  la  limite  vers  la  quelle  tend  le  cercle  tangent  en  ce 
point  à la  courbe,  et  passant  par  un  second  point  de 
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celle-ci,  lorsque  ce  second  point  se  rapproche  indéfini- 
ment du  premier  en  restant  constamment  sur  la  courbe. 

a°  Le  cercle  oscillateur  en  un  point  d'une  courbe  est 
fa  limite  vers  laquelle  tend  le  cercle  qui  passe  par  ce 
point  et  par  deux  autres  points  de  ta  courbe,  lorsque  ces 
tlcux  derniers  points  se  rapprochent  indéfiniment  du 
premier  en  restant  constamment  sur  la  courbe 
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CHAPITRE  VIII. 

APPLICATIONS  DE  LA  THEORIE  DES  COURBES  PLANES. 


SÎ ire  des  Sections  coniques. 

218.  Bien  que  la  quadrature  des  surfaces  terminées  par 
des  lignes  courbes  soit  du  ressort  du  calcul  intégral,  nous 
ne  pouvons  nous  dispenser  de  traiter  dès  à présent  quel- 
ques-uns des  cas  les  plus  simples  et  en  particulier  le  cas 
des  sections  coniques. 

Aire  de  la  parabole.  — Supposons  qu’on  demande 


y 


l’aire  du  segmcnl  MOM'  compris  entre  un  arc  de  para- 
bole cl  sa  corde. 

Prenons  pour  axe  des  x le  diamètre  Ox  qui  passe  par 
le  milieu  P de  la  corde  MM' et  pour  axe  des  y la  tangente 
Oj'  à l’extrémité  de  cediamèlre. 

Si  l’on  désigne  par  x et  y les  coordonnées  du  point  M 
supposé  actuellement  variable,  par  Ô l’angle  des  axes,  la 
différentielle  de  l’aire  OMP  = u sera  (n°  187) 

du  — y dx  sin  6. 
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Mais  l'équation  = a px  de  la  parabole  donne 


on  a donc 


y = 

— — i 

du  — y'î./jJT7  dx  sin  S . 


Comme  x3  dxesl  la  différentielle  de  - x3,  l’aire  u a la 
même  différentielle  que  la  fonction  ^ y ip  x3  sinS  ou 

j <J'ipx . xsinô  et  elle  n’en  diffère  que  par  une  constante. 

D’ailleurs  les  deux  fonctions  s’évanouissent  pour  x — o; 
par  conséquent  la  constante  est  nulle,  et  l’on  a 

2 2 

« = -x  y/a/zx.*  sin9  ou  a = - ,r>  sinB. 

Cette  formule  exprime  que  l’aire  OMP  est  les  - de  l’aire 

du  parallélogramme  OPMQ  construit  sur  les  coordon- 
nées du  point  M.  L’aire  OPM' est  pour  la  même  raison  les 

- de  l’aire  du  parallélogramme  OPM'Q';  donc  enfin  l’aire 

du  segment  MOM'  est  aussi  les  ^ du  parallélogramme 
MM'Q'Q. 


219.  Aire  de  l’ellipse.  — Considérons  une  ellipse 
rapportée  à son  centre  et  à ses  axes;  désignons  par  2a  et 
a b les  longueurs  des  axes,  et  supposons  qu’on  demande 
l’aire  u comprise  entre  les  deux  axesOx,  Oy , l’arc  BM 
et  l’ordonnée  MP.  Décrivons  une  circonférence  ayant  le 
grand  axe  an  pour  diamètre,  désignons  par  m'  l’aire  com- 
prise entre  les  axes  Ox,  Oj',  l’arc  de  cercle  B'M'  et 
l’ordonnée  MP  prolongée.  On  aura,  en  supposant  l’ab- 
scisse x variable, 

du  = y dx , du'  = y'  dx. 
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Mais,  y'  et  y étant  les  coordonnées  du  cercle  et  de  l’el- 
lipse, on  a-=7i  donc 
r a b 

b , 
du  rt  - a»  ; 
a 

lesquantités  net  ^ u'  ayant  mêmes  différentielles  et  s’an- 


nulant toutes  les  deux  en  même  temps  que  x,  elles  sont 
nécessairement  égales  entre  elles,  et  l’on  a 

f>  , 

u — — u . 
a 

La  surface  entière  du  cercle  étant  7:  a1,  on  voit  que 
l'aire  totale  de  l’ellipse  est  égale  à ira/». 

220.  Aire  de  l’hyperbole.  — Considérons  l’hyperbole 


0/  A H 


rapportée  à ses  deux  asymptotes;  l’équation  de  celte 
courbe  sera 

xy  — m’. 

Soit  u l’aire  comprise  entre  la' courbe,  l’axe  des  x et  les 
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ordonnées  AC,  PM,  l’une  fixe,  l'autre  variable;  on  aura 


du  — i dx  sin  9 — «/ 1 si n 0 


dx 


or  — est  la  différentielle  du  logarithme  népérien  de  x, 
on  a donc 

h = ne  sin  9 logx  ■+•  const. 


L’aire  u devant  s’annuler  quand  a- est  égale  à l'abscisse 
du  point  C,  la  constante  a pour  valeur 


— /«’sinO  Iog.rot 

et  l’on  a 

. .7* 

u = «f’sin  9 log  — 

•r. 

Si  l’hyperbole  est  équilatère,  on  a 6 = 90  degrés;  pre- 
nons alors  pour  l’ordonnée  fixe  CA,  celle  du  sommet  C de 
l’hyperbole  et  faisons  m égale  à l’unité  de  longueur,  on 
aura  simplement 

u = logx  ; 

par  -conséquent,  les  aires  déterminées  par  les  diverses 
ordonnées  de  l'hyperbole  sont  les  logarithmes  des  ab- 
scisses correspondantes.  C.’ est  en  raison  de  celle  propriété 
que  les  logarithmes  népériens  sont  quelquefois  désignés 
sous  le  110m  de  logarithmes  hyperboliques. 


De  la  différentielle  d'un  arc  de  Section  conique. 

221 . Différektielle  de  l’arc  d’ellipse.  — Les  coor- 
données de  l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  d’un  angle  variable^,  par 
les  formules 

x — a sirty,  y—bcosy. 


Digitized  by  Google 


a et  b étant  les  longueurs  des  demi -axes.  On  tire  de  là 
d.r  = n cos  9 d d>  — b 5111'?  z/y, 
et,  par  suite, 

ds  — y «J  COS5f  -+-  b‘  siu  y dy. 

Si  l’on  désigne  par  h l’excentricité,  c’est-à-dire  le  rap- 

i/«*  — b'  „ , ,,  . 

port  - 1 1 expression  precedente  pourra  être  mise 

sous  la  forme 

(i)  <U  — a^\  — k‘  sin'o  dtf  ; 

on  peut  écrire  aussi 


(2) 


ds 


dv 


— /■*  — 


sin’®  d 


» (l 


a ^ i — & sin’y  ^ i — /i’sin 


On  a souvent  besoin  d’exprimer  ds  en  fonction  de 
l’angle  X que  fait  la  normale  de  la  courbe  avec  l’axe  des  x. 
On  a,  par  les  formules  précédentes, 

djr  n a 

tang  k — — — — - colang  y,  tang  y = - cotang  k. 


d’où  l’on  tire 


a'-f 


n- cos’v  + A!sin2»  = — — . .. 

T fl’cos’ x -4-  i'sm’X 


et 


« cos’y  _ 

b sin1  k 


ni  dk 

a-  cos1  X -+»  à-' sin1 


11  vient  alors 


ils  — 


a'id  dk 


(a’cos1  X -I-  ^sin’X)1 


ou 


*=*! 

a 


dk 


( 1 — ^'sin’X  )7 

II  faut  remarquer  que  c/X  n’est  autre  chose  que  l’angle 
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de  contingence  et  qu'ainsi  représente  le  rayon  de 
courbure. 


222.  Différentielle  de  l’arc  d’hyperbole.  — On 


peut  obtenir  pour  la  ditlërentielle  de  l’arc  d'hyperbole 
une  expression  analogue  à celle  qui  se  rapporte' à l’el- 
lipse. Prenons  pour  axe  des  x l’axe  non  transverse  de 
la  courbe,  pour  axe  des  y l’axe  transverse,  et  dési- 
gnons par  an  la  longueur  du  premier  de  ces  axes,  par 

- — - tXtu  la  longueur  du  deuxième;  l’équation  de 

ÿ i — X1 

la  courbe  sera 


y — 


- J.t1  -+-  a 

v'i-x»' 


On  peut  exprimer  les  coordonnées  x,  y en  fonction  d’un 
même  angle  ©,  par  les  formules  suivantes  : 

, j-  «/•  » 1 — X’ sin’o 

x. -«vi-  X5  tango,  y = -y.-.—  j -» 

T ' y,—  *»  COS? 


qui  satisfont,  quel  que  soit  ©,  à l’équation  de  la  courbe. 
On  en  tire 


d.r  ~ 


= ti  J l — X 3 — J—  ) dy  m a J i — X 3 

COS3  9 


X sin  ^ d 9 

cos3<j>  y'  i — X-,sin3(p 
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et  de  là  résulte  cette  expression  de  sjdx1  -+-  dy1  — ds, 


(») 


ds  = a ^ I — X1 


<h 

cos3  y y1  i — X3sin"f 


Par  l’extrémité  M de  l’arc  s dont  nous  supposerons 
l’origine  en  A,  sur  l’axe  des  menons  la  tangente  MP 
et  abaissons  du  centre  la  perpendiculaire  OP  sur  cette 
tangente.  L’équation  de  la  droite  OP  sera 


XsinyY  -+-  y i — /3sin3<j  X — o; 

si  donc  on  désigne  par  t la  partie  MP  de  la  tangente  qui 
' mesure  la  distance  du  point  M à la  ligne  OP,  on  aura 


y i — & 


tangy  y1 1 — X'sin’  y, 


et,  en  différentiant  celte  expression, 

d <p 

I U(  U Y 1 fi  - 

1 cos3  v V 

l2 


cos3  f y i — k‘  sin3  y 


ak'  / dy  sin’^rf®  \ 

l — X’\y/i  — X3sin3y  \j\  — X’sin3?/ 


Retranchons  maintenant  la  formule  (a)  de  la  formule  (■), 
il  viendra 


(3) 


nk 3 / sin3  y dy  dy  \ 

y/ 1 — X3\ÿi — X3sin3y  — X’sin’y/ 


la  quantité  t est  une  fonction  algébrique  donnée,  et  l’on 
voit  que  la  différentielle  de  la  différence  s — l a une 
forme  analogue  à celle  de  la  différentielle  d’un  arc 
d’ellipse. 
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223.  Différentielle  de  l’arc  df.  parabole,  rectifi- 
cation de  cet  Ane.  — Soit 

y ■’=  *P* 


l’équation  d’une  parabole  rapportée  à son  axe  et  à la 
tangente  au  sommet.  En  désignant  par  a.  l’angle  que  fait 


la  tangente  de  la  courbe  avec  l'axe  des  x,  on  a 


d’où 
On  tire  de  là 


dr  n 

tang  a =:  ~ = -i 
dx  y 


y “ p rotang  a , x = - cotang1  a. 


j pdx  ^ /j  rotang  a f/a 

sin1  x sin-  x 


Ensuite  si  l’on  désigne  par  s l’arc  de  la  courbe,  compté 
à partir  du  sommet,  on  aura 


(') 


pd  a 
sin3  a 


nous  mettons  le  signe  — devant  cette  expression,  parce 
que  le  radical  qui  comportait  le  signe  ambigu  ± a dis- 
paru et  que  s est  une  fonction  décioissante  de  a. 

Désignons  par  t la  longueur  de  la  tangente  comprise 
entre  le  point  de  contact  M,  extrémité  de  l’arc  s,  et  le 
point  P où  elle  rencontre  l’axe  des jr,  on  a 


x 

I = ou 

COS  a 


p COS  a 

?.  sin- a 
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d’où,  par  la  différentiation, 

."->1 


a sin  * ^ sin’a 1 


en  retranchant  cette  formule  de  la  formule  (i),  on  a 


ds-t)—  — ‘ 


Or  on  a vu  au  n°  -il 


est  la  différentielle  du 


logarithme  népérien  de  tang  - « ; on  a donc 


/’  . 1 

s — l — — - log  tang  - a -t-  const. 


L'arc  s et  la  ligne  t s’annulent  pour  a , par  consé- 
quent la  constante  est  nulle,  et  l’on  a 

(4f  ^ — t — ^ logtang 

22i.  Le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir  donne  im- 
médiatement la  solution  d’un  problème  qui  offre  quelque 
intérêt.  La  ligne  PF  qui  joint  le  point  P au  foyer  de  la 
parabole  est  perpendiculaire  sur  la  tangente  MT  et  la  lon- 
gueur de  cette  ligne  est 


Prenons  le  point  I,  sur  le  prolongement  de  MP,  tel 
que  MI  soit  égale  à l’arc  s;  on  aura 

IP  — s — t = — log  tang  - a. 


Maintenant  menons  la  ligne  IS  perpendiculaire  à IT,  et 
prenons  les  deux  droites  IT,  IS  pour  former  un  système 
d’axes  coordonnés.  Désignons  par  x et  y les  coordon- 
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liées  du  foyer  F par  rapport  à ces  deux  axes,  on  aura 


y — 


3 SID  a 

La  seconde  de  ces  formules  donne 


x — — ~ 1°6  ,an6  “ *• 


h 
p ■ 


tang-z, 


U 

e ? — cotang  - a, 


ix 


•zx 


et,  à cause  de  la  première  formule, 

(5) 

Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  l’équation  (5) 
est  relie  de  la  couibe  décrite  par  le  foyer  de  la  parabole, 
lorsque  celle-ci  roule  sans  glisser  sur  la  droite  (ixe  IT.  La 
courbe  dont  il  s’agit  se  rencontre  en  mécanique;  elle  a 
reçu  le  nom  de  chaînette. 


Rayon  de  courbure  des  Sections  coniques. 

223.  L’équation  générale  des  sections  coniques  peut 
toujours  être  ramenée  à la  forme 

(l)  y*  = ipx.  + qx\ 

x et  y étant  des  coordonnées  rectangulaires;  on  lire  de 
cette  équation,  par  deux  différentiations  successives, 

, . dr 

(3)  j—=p+qr, 


Si  l’on  multiplie  entre  elles  les  équations  (i)  et  (3), 
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et,  par  suite, 

(5)  H*  =/>’-+-  («  + ?)/’, 

ce  qui  permet  d’exprimer  le  rayon  R en  fonction  de  l'une 
des  deux  coordonnées. 

On  obtient  une  autre  expression  remarquable  de  R en 
introduisant  l'angle  y que  fait  la  normale  avec  le  rayon 
vecteur  issu  d’un  foyer.  Eu  désignant  par  p ce  rayon  et 
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par  &)  l’angle  qu’il  fait  avec  l’axe  des  x,  ou  a,  comme 

on  sait, 

i i i + '/.cnsoi  ...  dp  v i -+-  '/sinurfw 
- — ’ , cl  ou  — ! , 

P P P P 


d’ailleurs  l’angle  y est  déterminé  par  la  formule 


qui  devient  ici 


d p 

lang-/  = j-  » 

fi  du 


v ' -+■  q ■ rv'  + ï 

tang  •/  ^ ' p sin  u = — : 

P P 


la  formule  (5)  se  réduit  alors  à 


(6) 


N = 


et  elle  exprime  que  dans  /es  sections  coniques , la  pro- 
jection de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  issu  d'un 
foyer  est  constante  et  égale  au  paramètre. 

L’expression  (4)du  rayon  de  courbure  devient, en  rem- 
plaçant N par  la  valeur  tirée  de  la  formule  (6), 


P 

cos1  y 


et  l’on  peut  écrire  aussi 

(«)  R = 


N 

ros-  7 


226.  Celte  dernière  formule  conduit  à une  construction 
très-simple  du  rayon  de  courbure  dans  les  coniques. 
Effectivement,  menons  la  normale  MN  terminée  en  N 
à l’axe  focal;  joignons  le  point  M au  foyer  F;  élevons 
ensuite  KG  perpendiculaire  à MK,  par  l’extrémité  K de 
cette  normale  ; enfin,  par  le  point  G où  KG  rencontre 
MF,  menons  GC  perpendiculaire  à MF;  le  point  C où 
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celle  perpendiculaire  coupera  la  normale,  sera  le  centre 
de. courbure  de  la  conique  au  point  M.  En  effet  on  a 


donc 


MN  N MO  N 

MG  = = - cl  MC  = = - 

cos  7 cos  7 cos  7 cos'  7 

MC  = R. 


i ri  \n 


O, 


Développées  îles  Si  étions  coniques . 
2! 27 . Développée  de  l’ellipse.  — Soit 


(') 


«5  + V»  = ' 


l’équation  d'une  ellipse  rapportée  à son  centre  el  à ses 
axes.  On  lire  de  celle  équation,  par  la  différentiation, 


a1  ' b 1 cÉr 


a‘  ' b - 

V 

d’où 

<>X 

b*  j 

djc 

“'■y 

puis 

a1  y1  -4-  b 

if  Y* 

1 4-  4-. 

'x' 

r / rf/ 

b 1 <tx 

j_  1 (il.yy  , -r  _ , 

a‘  b 1 \d.t  ) b 1 iLc‘  ’ 


ri1  y 


h‘ 

il1}' 


a'  y 


u‘  > • 


en  posant 

I 


c!  — a1  — b1. 
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Les  formules 


/ f/i 1 \ r/r 
('  + 'tx'jd.c 


x,  = .r  — 


f/v1 
(/.r1 1 

iFÿ 

dx' 


l + 


r.  = / + 


r/>’ 

f/x’ 


d\r 

dx' 


qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure, 
donnent  alors 


(2) 


= — 


r1  rJ 
~b~' 


Si  donc  on  suppose  c*  positif  et  que  l’on  fasse 


a, 


a 


i',= 


c’ 

r 


on  aura,  par  les  équations  (a),  en  ayant  égard  à l’équa- 
tion (i), 

» 1 


ce  qui  est  l’équation  de  la  développée  de  l’ellipse.  Cette 
développée  GH  G'  H'  a pour  axes  ceux  de  la  courbe,  et  les 
points  G,  G',  où  elle  rencontre  l’axe  focal,  sont  situés 
entre  les  foyers  F,  F"  de  l’ellipse,  à cause  de  a,  c ; on 
voit  en  outre,  par  les  formules  (a),  que  chaque  quadrant 
de  l’ellipse  et  le  quadrant  correspondant  de  la  dévelop- 
pée sont  situés  dans  deux  des  angles  adjacents  formés 


Ï1 


avec  l’une  des  directions  de  l’axe  des  x,  par  les  deux  di- 
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rections  de  l’axe  des  y.  On  doit  remarquer  aussi  que  la 
développée  sera  tout  entière  contenue. daus  l'ellipse,  si 
l’on  a b,  b ou 

elle  coupera  l’ellipse  aux  extrémités  du  petit  axe, si  l’on  a 
a — b ^2; 


enfin  elle  coupera  l’ellipse  en  quatre  points  si  l'on  a 

a^>  b^i. 

Les  rayons  de  courbure  de  l’ellipse  aux  extrémités  du 
petit  axe  et  du  grand  âxe  sont  respectivement  b 4-  bt  et 
l)* 

a — a,  ou  - et  — ; la  longueur  du  quadrant  de  la  déve- 
loppée est  donc 

«*  — b' 
ab 

Si  l’on  différentie  l’équation  (3)  deux  fois  de  suite,  il 
viendra,  en  prenant  rix,  = constante, 

i / 5. \ 1 , 1 /M~*  4r.  _ 

«1  \«i/  b,\b,)  dxt  ° ’ 

4 _ £ 

' >_  (dy,y  ' (y1\  •*  d\r, _ 

3 oj  \a,/  3 6 J \b ,/  \dx,)  b,  \b,J  il.i\  °* 

ce  qui  donne 


dIl 

dx , 


r* 

f/  I . r I 


rfy, 

rfx' 


le  rayon  dp  courbure  R,  de  la  développée  de  l’ellipse  a 
donc  pour  expression 


R, 


I t / 4 * 4 ^ \ 3 


2*2. 
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dyi 

La  valeur  de  est  nulle  aux  points  G,  G'  où  la 

courbe  rencontre  l’axe  des  x;  elle  est  infinie  au  point 
H,  H'  où  elle  rencontre  l’axe  des  y ; il  s’ensuit  que  ces 
quatre  points  sont  des  points  de  rebroussement  du  pre- 
mier genre;  pour  chacun  d’eux  le  rayon  de  courbure  R, 
rf3  v 

est  nul.  La  valeur  de  et  celle  de  yx  sont  toujours  de 

même  signe,  la  développée  est  donc  partout  convexe  vers 
l’axe  des  abscisses. 


228.  Développée  de  l’hyperbole.  — L’analyse  qui 
nous  a conduit  à la  développée  de,l’ellipse  ne  suppose  pas 
que  />’  soit  une  quantité  positive;  elle  s'applique  donc  au 
cas  de  l’hyperbole.  Si  l’on  écrit  — b*  au  lieu  de  b',  la 
quantité  désignée  par  c*  au  numéro  précédent  aura  pour 
valeur 

c'  — n1  -+-  b-, 

et  les  équations  (i)  et  (3)  de  ce  numéro  deviendront 


x,  = 


c’-r1  c*y* 


l’équation  (i)  est  celle  de  l’hyperbole  et  les  équations  (2) 
donnent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  cette 
courbe.  Si  l’on  pose,  comme  au  numéro  précédent. 


l’élimination  de  x et  de  y donnera 


O11  reconnaît  facilement,  par  ces  formules,  que  la  déve- 
loppée de  l’hyperbole  est  formée  de  deux  branches  inti- 
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nies  HGK,  H'G'K.'  symétriques  par  rapport  aux  deux 
axes,  convexes  vers  l’axe  transverse  de  l’hyperbole;  les 


y 

\r 

" 

V'  \ 

\'  \ 

\ 0 

\ "5 

^4 

©■ 

\ * ï"  X •* 

points  G,  G'  où  elle  rencontre  cet  axe  sont  des  points 
de  rebroussement  du  premier  genre;  ils  sont  situés  au 
delà  des  foyers  F,  F'  de  l’hyperbole,  à cause  de  a,  > c. 

229.  Développée  de  la  parabole.  — L’équation  de 
la  parabole  rapportée  à son  axe  et  à la  tangente  au  som- 
met est 

y'  — 2 p*\ 

la  différentiation  donne 

<iy p d'r /'• 

tJj'  y dxy  y* 

d’où 

<r’  _ / £\  _ 2 p*  -+-P1 

dx’  \ J*)  y* 

et  il  en  résulte,  pour  les  coordonnées  J-,,  ) , du  centre  de 
courbure,  les  valeurs  suivantes  : 


£/.<> 
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•r=  3 (*■  — /»).  y=—\/p'y>i 

en  portant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  la  parabole,  on 
obtiendra  celle  de  la  développée,  savoir  : 

, 8 x,  — p\‘ 

’ ’ 27  7T~ 

Un  en  tire,  par  la  différentiation,  en  prenant  2*1  pour 
variable  indépendante, 

Hy,  1 A </‘y,  1 J 

dx' ~ \iV''  ' ' 'lT-  ~ tfpx'  ' 

ces  formules  montrent  que  la  développée  de  la  parabole  se 
compose  de  deux  branches  infinies  GK,  GL  qui  se  réunis- 
sent au  point  G de  l’axe  ; ce  point  G,  dont  l’abscisse  est 
est  un  point  de  rebroussement  du  premier  genre.  Comme 

y 


j / 


ti  * y 1 ( 

y,  et  ont  le  même  signe,  la  courbe  présente  con- 
stamment sa  convexité  vers  l’axe  de  la  parabole. 

De  la  Cycloïde. 

230.  La  cycloïde  est  la  courbe  engendrée  par  un  point 
donné  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe  indéfinie. 
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Prenons  pour  axe  des  x la  droite  Ax  sur  laquelle 
roule  le  circonférence  donnée,  et  pour  origine  l’uu  des 
points  A de  la  droite  A x avec  lesquels  le  point  géné- 
rateur de  la  cycloïde  peut  venir  coïncider.  Comme  le 
mouvement  du  cercle  mobile  peut  se  perpétuer  indéfini- 
ment et  qu’on  peut  reculer  sou  origine  autant  que  l’on 
voudra,  la  cycloïde  est  composée  d’une  infinité  de  branches 
égales  entrcelles, situées  d’un  même  côté  de  la  droite  Ax, 
à droite  et  à gauche  du  point  A ; il  est  bien  aisé  de  former 
l’équation  de  celle  courbe.  L’axe  des  y étant  perpendi- 
culaire à l’axe  Ax  des  abscisses,  considérons  un  point 
quelconque  M de  la  cycloïde,  et  supposons  que  H soit  le 
point  de  contact  du  cercle  générateur  avec  Ax,  dans  sa 
position  actuelle.’ 


!»  1“  )V| 

P-  A«  ' \| 

*7''  Xx  i°  " *' 

" !W 


Soient 


AP  = x,  MP 


les  coordonnées  du  point  M;  joignons  ce  point  au  centreO 
du  cercle  générateur  HMG  et  abaissons  la  perpendicu- 
laire MI  sur  GH.  On  aura 


x — Ail  — PH  = AH  — MI, 
y — OH  — 01; 

mais  si  l’on  désigne  par  a le  rayon  du  cercle  générateur, 
par  (jp  l’angle  formé  par  la  direction  du  rayon  OM  avec 
la  direction  OH  qui  est  celle  des  y négatives,  on  aura 

MI  = «sin®,  01  = «eus®; 
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d’ailleurs,  la  ligne  Ali  est  égale  à la  longueur  de  l'are  de 
cercle  MH  = a »,  d’après  la  définition  de  la  cycloïde.  On 
a donc 

j,  x sin y), 

I y — a (i  — cos  y ), 


et  l’on  obtiendra  tous  les  points  de  la  courbe  en  donnant 
à y,  dans  ces  formules,  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  — » et  -+-  oc  . 

La  seconde  des  formules  (i)  donne 


(*) 


« — V n — 

cosy  = y^arccos  — 


puis 

(3) 


et  en  substituant  res  valeurs  dans  la  première  formule 
on  obtient 

( 4 j x — n arc  cos 

le  radical  devant  être  pris  avec  l’un  et  l'autre  signe. 

L’équation  (4)  est  celle  de  la  courbe  entre  les  coordon- 
néesxelj’,  mais  il  n’y  a aucun  avantage  à la  substituer 
aux  formules  (i)  et  nous  conserverons  celles-ci. 

234 . Tangente  et  normale  a la  cycloïde.  — Eu  dif- 
féren liant  les  équations  (i),  il  vient 

il.r  = n ( l — cosy  ) d y, 
djr  — u siny  r/y. 

L’expression  de  la  sous-normale  N'  est,  en  vertu  des 

formules  (i)  et  (5), 

. dr 

(6)  N'  = y =«siny—  PH, 

' dx 

il  résulte  de  là  que  MH  est  la  normale  de  la  courbe,  et 
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que,  par  suite,  la  tangente  est  la  ligne  MG  qui  joint  le 
point  M au  point  G diamétralement  opposé  à H,  dans  le 
cercle  générateur. 

Ce  résultat  conduit  à un  procédé  fort  simple,  pour 
construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  M de  la 
cycloïde.  Remarquons  d’abord  que  le  maximum  de  y 
est  ia,  et  que  ce  maximum  a lieu  quand  <f  est  égal  à une 
demi-circonférence  ou  à un  multiple  impair  de  la  demi- 
circonférence;  mais  comme  ce  que  nous  disons  de  l'une 
des  branches  de  la  courbe  s'applique  à toutes  les  autres, 
nous  n’avons  à considérer  que  la  seule  branche  qui  a le 
point  A pour  origine;  alors,  la  valeur  de  x qui  répond 
au  maximum  est  na\  c’est  l’abscisse  du  milieu  de  la  base 
de  la  cycloïde.  Cela  posé,  construisons  sur  l’ordonnée 
maxirna  CD,  comme  diamètre,  le  cercle  générateur 
CmD;  menons  ensuite,  par  le  point  M,  la  droite  Mm 
parallèle  à Ax,  joignons  le  point  m,  où  celte  droite  ren- 
contre la  demi-circonférence  CmD,  au  pointC,cl  menons 
enfin,  par  le  point  M,  la  droite  MG  parallèle  à mC;  cette 
droite  sera  la  tangente  demandée. 

Au  moyen  de  la  formule  (3),  l’expression  de  la  sous- 
normale  N'  peut  être  mise  sous  la  forme 

(7)  N' = ^2  ay—jr*, 

et  comme  la  normale  N est  égale  à -+- J'1.  on  a 
N = ^2  ny, 

ou,  encore, 

(8)  N = 2a  sin  - <p. 

Enfin,  si  dans  la  formule  (7)  on  écrit  au  lieu  de  N'  son 
expression  y —•  on  obtiendra  Y équation  différentielle  de 
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la  cycloïde,  savoir  : 


(9) 


<b 

d r 


t’i.n  — r 

V y 


Il  y a quelquefois  avantage  à transporter  l’origine  des 
coordonnées  au  sommet  C de  la  cycloïde  et  à prendre 
pour  axes  des  x et  des  y les  directions  CG  et  CD.  Il  faut 
alors  remplacer,  dans  nos  formules,  x par  r.  a -f-  x et  j 
par  2 « — y,  si,  par  exemple,  on  fait  ce  changement  dans 
l’équation  (9)  elle  deviendra 

dy  f r 
dx  y ha  — y 

nous  n’avons  pas  changé  le  signe  du  premier  membre, 
parce  que  le  signe  du  second  membre  demeure  indé- 
terminé. 


232.  QuAnnATtJiiE  de  la  cycloïde.  — Désignons  par  u 
l’aire  comprise  entre  la  courbe,  sa  base  et  1 ordonnée 
MP  = > , on  a 

du  ■=  ydx  — a’(i  — cosf )’</<$>  = a’(i  — 2 cos*  -I-  cos'ÿlrf», 


I-1-COS2*  , , 

ou,  en  mettant au  lieu  de  cos  ÿ, 


du 


n'  ^ - — 2 cos  y -4-  — cos 2 ç J dy  ; 


le  second  membre  de  celte  formule  est  évidemment  la 
différentielle  de  la  fonction 


o'  ( - <p  — 2siny  -+-  - sin  2y  j , 


d’ailleurs  cette  fonction  s'annule,  ainsi  que  u,  eu  même 
temps  que  0 ; on  a donc 


10) 


“ = (a  7 ~ 


2sm<p  -f-  ^ smîo 


v 
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si  r on  veut  l’aire  totale  U,  comprise  entre  la  première 
branche  de  la  courbe  et  sa  base,  il  faudra  faire  = a tt 
dans  la  formule  précédente,  ce  qui  donnera 


('«) 


U = 3 7 ro’; 


l’aire  entière  d'une  branche  de  cycloïde  est  donc  triple  de 
l’aire  du  cercle  générateur. 


233.  Rectification  de  la  cycloïdf..  — Les  formu- 
les (5)  (n°  231  ) donnent 

dx‘  -+-  = sa’Ji  — cosy)*/?’  — 4n'sinJ  '-ip  d(?2, 

d’où 

(12)  r/ï  “ 2«  sin  - orfç  ; 


le  second  membre  de  cette  formule  est  la  différentielle 
de  — 4 a cos  “fi  on  a donc 

, 1 

x = — 4 a cos  — y + const. 


Prenons  le  point  A pour  origine  de  l’arc  x;  cet  are 
s'annulant  avec  y,  la  constante  est  égale  à 4<*>  et  l’on  a 


Si  l’on  veut  avoir  la  longueur  S de  l’une  des  branches  de 
la  courbe,  il  faudra  faire  ^ = 2<r,  dans  la  formule  pré- 
cédente, cl  l’on  aura 

04)  s — 8rt. 

Ainsi  la  longueur  d'une  branche  entière  de  cycloide  est 
égale  au  quadruple  du  diamètre  du  cercle  générateur. 
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234.  Rayon  de  courbure  de  la  cycloïdV  — L’angle 
que  fail  la  tangente  de  la  courbe  avec  l'axe  des  y étant 
égal  à la  moitié  de  l’angle  9,  il  s’ensuit  que  l’angle  de 

contingence  est  égal  à -riz:  le  rayon  de  courbure  R est 
donc 

ris 


R — a 


r/f 


mais  la  formule  (ta)  montre  que  -J-  est  égal  à an  sin  ^ 9, 

ce  qui.  d’après  la  formule  (8),  est  précisément  l’expression 
de  la  normale  N ; on  a donc 


(.5) 


R = 2fi; 


ainsi,  dans  la  cycloïde,  le  rayon  de  courbure  est  double  de 
la  normale. 


235.  Développée  de  la  cycloïde.  — Le  résultat  qui 
précède  permet  de  trouver  sans  calcul  la  développée  de  la 
cycloïde.  Effectivement,  prolongeons  le  diamètre  HG  du 
cercle  O,  d’une  quantité  HL  = HG,  au-dessous  de  Ax 
( voir  la  figure  du  n°  230),  et  construisons,  sur  HL  comme 
diamètre,  la  circonférence  O1  qui  rencontre  en  N la  nor- 
male MH  prolongée,  menons  ensuite  à celte  circonfé- 
rence la  tangente  EL  parallèle  à A.r,  qui  rencontre  en  E 
la  direction  de  l’ordonnée  maxima  CD.  L’égalité  des 
angles  MHG,  LHN  entraine  celle  des  arcs  MG,  LIV  et 
celle  des  arcs  supplémentaires  MH,  KH;  les  cordes  MH 
et  KH  sont  donc  elles-mêmes  égales,  et,  par  conséquent, 
le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M est  situé  en  N ; 
en  outre,  l’arc  HK  est  égal  à la  longueur  AH  et  il  s’en- 
suit que  le  supplément  LN  de  cet  arc  est  égal  à HD  ou 
à LE. 

11  résulte  de  là  que  la  développée  de  la  cycloïde  peut 
être  engeudrée  par  un  point  N d’une  circonférence  de 
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rayou  a qui  roulerait  sans  glisser  sur  une  parallèle  EL 
à A x menée  au-dessous  de  cette  droite  à une  distance  égale 
au  diamètre  du  cercle,  de  manière  que  les  positions  du 
point  générateur  N sur  la  droite  EL  répondent  aux 
mêmes  abscisses  que  les  ordonnées  maxima  de  la  cycloïde 
proposée.  Cette  développée  est  donc  une  seconde  cycloïde 
égale  à la  première. 

On  peut  arriver  à la  même  conséquence  sans  invoquer 
la  formule  qui  fait  connaître  le  rayon  de  courbure.  En 
effet,  MG  étant  la  tangente  à la  première  cycloïde  au 
point  M,  il  s'ensuit  que  NH  est  la  tangente  en  N à la 
seconde  cycloïde;  celle-ci  est  donc  l’enveloppe  des  nor- 
males de  la  proposée,  et  par  conséquent  elle  est  sa  déve- 
loppée. 

Enfin,  la  propriété  que  nous  étudions  résulte  encore 
très-facilement  des  formules  générales  qui  donnent  les 
coordonnées  x,,  yt  du  centre  de  courbure.  La  différen- 
tiation des  équations  (5)  (nu231  ) donne,  en  prenant  dy 
constante, 

{ 1 6)  d'x  — a sin  f dy,  d'y  = a cos^  r/<p% 

et.au  moyen  des  formules  (5)  et  (16),  les  formules  du 
n°  197  donnent 

x,  = « (y  + sin?  , y,  = — a (i  — cosf). 

Si  maintenant  on  transporte  les  axes  parallèlement  à 
eux-mêmes  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x — r.a , 
y — — an,  il  faudra  écrire  ira  -+-  x,  et  — •xa  -y y , au 
lieu  de  x,  et  dey,  et  si  l’on  met  en  même  temps  -1 - r. 

au  lieu  deç,  on  aura  les  équations 

— sin  '),  .y,  = a(i  — cos*,), 

qui  représentent  bien  une  cycloïde  égale  à la  proposée. 


CALCUL  D1FFÉREMIEL. 


35o 

236.  Cette  propriété  de  la  cycloïde  donne  immédiate- 
ment sa  rectification.  En  effet,  l’arc  EN  de  la  développée 
est  égal  à la  différence 

EC  — MN  --4"  — 4«sin  - ? 

2 


des  rayons  de  courbure  de  la  proposée  aux  points  C et  M. 
D'ailleurs,  il  est  évident  que  l’arc  s = AM  s’obtiendra  en 
changeant  ® en  7t  — (f  dans  l’expression  précédente;  ou 
a donc 


r --  4 n — 4 " cos  s?  — 


8o  sin’ 


l 


comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  plus  haut. 

La  même  propriété  de  la  cvcloïde  fournit  encore  un 
moyen  d’obtenir  la  quadrature  de  cette  courbe,  mais  nous 
nous  bornerons  à celte  indication  que  le  lecteur  pourra 
facilement  développer. 


Des  Épicycloïdes. 

237.  On  nomme  épicycloïde  la  courbe  engendrée  par 
un  point  donné  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser 
sur  une  circonférence  fixe.  La  cycloïde  appartient  à la 
classe  des  épicycloïdes;  elle  répond  au  cas  où  le  rayon  de 
la  circonférence  fixe  devient  infini. 

L 'épicycloïde  est  dite  intérieure  ou  extérieure,  selon 
qu’elle  est  située  dans  l’intérieur  du  cercle  fixe,  ou  au 
dehors  de  ce  cercle. 

Toute  épicycloïde  peut  être  engendrée  par  le  moyen  de 
deux  cercles  différents  roulant  sur  le  même  cercle  fixe. 
Les  rayons  de  ces  cercles  ont  pour  somme  ou  pour  dif- 
férence le  rayon  du  cercle  fixe,  selon  qu'il  s’agit  d’une 
épicycloïde  intérieure  ou  d’une  épicycloïde  extérieure. 

En  effet,  supposons  que  l’épicycloïdc  intérieure  ou  exté- 
rieure considérée  soit  engendrée  par  un  point  M du  cer- 
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cle  A roulant  sur  le  cercle  fixe  O.  Soient  H l’un  des  points 
du  cercle  fixe  avec  lesquels  le  point  générateur  peut  venir 
coïncider,  et  P le  point  de  contact  actuel  des  deux  circon- 


férences.  Joignons  AM  et  construisons  sur  les  lignes  AO, 
AM  le  parallélogramme  OAMA';  décrivons  enfin  une 
circonférence  du  point  A'  comme  centre  avec  le  rayon 
A'M,  Celle  circonférence  sera  tangente  à la  circonférence 
O en  un  point  P7  situé  sur  le  prolongement  de  la  ligne 
OA';  car,  si- l’on  désigne  par  r le  rayon  du  cercle  O, 
par  a et  a’  les  rayons  des  cercles  A et  A’,  on  a évidemment 

r — a + 

dans  le  cas  de  l’épicycloïde  intérieure,  et 

r — a'  — n y 

dans  le  cas  de  l’épicycloïde  extérieure. 

Maintenant  les  angles  PAM,  P' A'M,  POP'  étant  égaux 
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entre  eux,  on  a 


arc  PM  arcP'M  arc  PP' 

a n'  r 

d’où 

a rc  P'M±  a rc  PM  a rc PP' 

a ztl  n r 

et  comme  a!  dt  a est  égal  à r,  on  a 

arc  P'M  ± arc  PM  = arc  P'H  dz  arc  PH  ; 

les  signes  supérieurs  répondent  à l’épicycloïde  intérieure, 
les  inférieurs  à l’cpicycloïde  extérieure.  Or,  dans  les 
deux  cas,  on  a 

arc  PM  = arc  PH, 

par  la  nature  de  la  courbe  ; donc  on  a aussi 
arc  P'  M = arc  P' H, 

et,  en  conséquence,  l’épicycloïde  peut  être  engendrée  par 
un  point  M de  l’une  ou  de  l’autre  des  circonférences  A, 
A'  roulant  sur  la  circonférence  O. 

238.  Rapportons  la  courbe  à deux  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy,  dont  le  premier  passe  par  le  point  H,  et  dési- 
gnons par  ^ l’angle  MAP  dont  a tourné  le  rayon  AM  du 
point  générateur  en  s’écartant  de  sa  direction  initiale 
HO;  cet  angle  ^ pourra  varier  de  — oo  à 4-  » , car  on 
peut  regarderie  mouvement  comme  indéfini.  L’arc  PM 
et  son  égal  PH  seront  alors  représentés  par  aep  v t l’angle 

POH  sera  — • 
r 

Soient  x = MQ,  y = OQ  les  coordonnées  du  point 
M ; si  l’on  abaisse  AB  perpendiculaire  sur  Ox  et  MC  per- 
pendiculaire sur  AB,  on  aura,  d’après  la  figure, 

.r  — - OB  -4-  MC,  y — AB  — AC,  . 
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et  les  triangles  OAB,  OMC  donneront 

i = (i±«)  cos  — q:  a cos  ^ — ± y j , 
y = (r±a)  sin  -J  q:o  sin  ±<f  \ ; 


les  signes  supérieurs  ayant  lieu  pour  l’épicycloïde  exté- 
rieure et  les  inférieurs  pour  l’épicycloïde  intérieure.  Po- 
sons 


a 


ou  aura,  pour  l’épicycloïde  extérieure, 

cosn?  — cos(n  -t-  i ) ÿ» 
sin/iy  — sin(/i  -t-  i)  y, 


(') 


x n -+■  i 
a n 
y __  n- h: 


H 


et  ces  formules  conviendront  aussi  à l'épicycloïde  inté- 
rieure, si  l’on  y remplace  a , n,  (j>,  par  — a , — n , — ^ . 

L’épicycloïde  est  une  courbe  algébrique  lorsque  le 
nombre  positif  ou  négatif  n est  rationnel.  Il  convient 

de  remarquer  le  cas  de  n = — qui  est  celui  de  l’épi- 
cycloïde intérieure  rectiligne;  la  deuxième  équation  (i) 
devient  y = o,  et  la  courbe  se  réduit  à un  diamètre  du 
cercle  fixe. 


Dans  le  cas  de  n = — ^ » les  équations  (i)  deviennent 
en  changeant  a en  — a,  <p  en  — ÿ. 


x 3 

- 3cos  | -+-  cos  — 4 cos5  y, 

n 4 4 4 

Y , œ . 3 • . . © 

- = 3 sin  7 — sin  ~ = 4 sln’  7 * 

a 4 4 4 

d’où,  par  l'élimination  de  <f,  et  en  remettant  r au  lieu 
I.  a3 
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X -bj' 

Dans  le  cas  de  n = i , on  a 


ou 


.r  v 

- — 2 cos  «p — cos  2 y,  — 2 sin  — sina^, 


= cos©  (i  — cos©  , — = sin © (i  — cos®). 

2 a T ' ‘2 a 1 7 


Si  l’on  désigne  par  p et  « deux  coordonnées  polaires,  telles 
que 

x—  a—pvoiv,  y=-psinu, 
les  formules  précédentes  donneront 


tangy  = tangu,  d’oti  <f  = u. 


et 


p = 2«(l  — cosoi)  ou  p = 4«sin*-w. 


Eu  général  l’épicycloïde  est  formée  d’une  inünité  de 
branches  égales  entre  elles,  et  les  points  où  ces  branches 
se  terminentsur  lecerclefixesontdes  points  de  rebrousse- 
ment. Le  nombre  des  branches  devient  limité  quand  le 
rapport  n est  un  nombre  rationnel. 


239.  Tancente  et  normale  a l’épicycloïde  — La 
diflérentiation  des  équations  (■)  donne 

— — («  -(- 1)  [ sin  (n  -h  l ) y — sinny]*/?  = a (n  H-ijsin  -+- 

— (//  1 ) [ros«<p  — cos(n  ■+■  = a (il  -t-  i )sin  ^ sin  -+-  ? ) t/ç, 

d’où 

l3)  g = tang(nT-f-^. 

Cette  formule  montre  que  la  tangente  au  point  M de 
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l’épicycloïde  est  la  droite  MT  qui  joint  le  point  M au 
point  T diamétralement  opposé  à P,  dans  le  cercle  A. 
Effectivement  l'angle  que  fait  cette  ligne  MT  avec  l’asc 
des  x est  égal  à la  somme  des  angles  AOx,  OTM,  somme 

qui  est  toujours  égale  à «5-4-  ",  en  négligeant  les  mul- 
tiples de  la  demi -circonférence.  Il  résulte  de  là  que  la 
normale  au  point  M de  l’épicycloïde  est  la  droite  MP  qui 
joint  le  point  M au  point  de  contact  actuel  des  deux  cir- 
conférences O et  A. 

210.  Rectificatioh  de  l’épicycloïde.  — Si  l’on  ajoute 
les  équations  (a),  après  les  avoir  élevées  au  carré,  et 
qu’on  extraie  ensuite  la  racine  carrée  de  l’équation  ob- 
tenue, il  viendra 

(4  ) — — a ' n i ) sin  - (la  ; 

ti  1 

et,  par  conséquent, 

- = — 4 («  4-  1 1 cos  - +-  const. 

il  ' 2 

Supposons  que  H soit  l’origine  de  l’arc  s,  on  aura 
simultanément  * = o et  f = o ; la  constante  est  donc 
— 4 («  -4-  t) , et  Ton  a 

- = 4{«  -4- 1)  — cos  -t-  t)  sin'  ~ • 

Pour  avoir  la  longueur  de  l’arc  S qui  forme  l’une  des 
branches  de  la  courbe,  il  faudra  faire  y = 2ir,  et  l’on 
aura 

(5)  S — 8 (n  -4-  i ’ ii. 


2*1.  Qu  ADRATCRE  DE  l’ÉPICYCLOÏDE.  LcS  formules  (l) 

et ( a) donnent 


.r  tir — > tir 
a 1 


(n  4-  tl(a«  -4-1  ) , 


I — cos  y )l/f. 


î.3 
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OU 


( n -+-  I )(a/J  -t-  l)  . 

dn  r. p — COS^af], 


u étant  l’aire  comprise  entre  la  courbe,  le  rayon  vec- 
teur OM  du  point  M et  l’axe  des  x.  Or  dy  — cosip<7»  est 
la  différentielle  de  <j>  — sin^i;  d’ailleurs  cette  fonction 
s’annule  ainsi  que  u pour  = o,  donc  on  a 


u 


(n  + l)(în  + i) 

2/1 


-sinT). 


Si  l’on  veut  l’aire  U comprise  entre  une  branche 
entière  de  la  courbe  et  les  rayons  extrêmes,  il  faudra  faire 
= a jt,  ce  qui  donnera 

U — (n  + t-U*!,±'.Ka'. 
n 


Le  secteur  circulaire  compris  entre  les  mêmes  rayons 

Tt  Q* 

extrêmes  a pour  valeur  — ; l’aire  comprise  entre  le  cercle 

7T  à1 

fixe  et  la  branche  de  courbe  considérée  est  donc  U ; 

n 

en  désignant  par  U,  cette  aire,  on  aura 
U,  (2  « -t-  3)jra’; 

comme  nous  admettons  pour  n des  valeurs  négatives, 
cette  formule  convient  au  cas  de  l’épicycloïde  intérieure 
comme  à celui  de  l’épicycloïde  extérieure;  elle  se  réduit 
à U,  = 3ïta*,  dans  le  cas  de  n = o,  et  on  retrouve  ainsi 
le  résultat  relatif  à la  cycloïde  obtenu  précédemment. 

242.  Raton  de  courbure  de  l’épicvcloïde.  — La  for- 
mule (3)  montre  que  l’angle  de  contingence  da  est  égal  à 


donc  le  rayon  de  courbure  R = — a pour  valeur,  d'après 
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la  formule  (4)j 

(6) 


4 (*  + O 

2/1  -+-  I 


«sin 


» 

a 


35- 

* 


et,  à cause  de  aasin  ^ = MP  (voir  la  figure  du  n°237  ), 


on  a 
(7) 


R 2/I-I-2  î/±?.fl 

MP  “ a n -t-  i r dt  a « 


Menons  par  le  point  T la  corde  TK  parallèle  à la  nor- 
male MP,  et  joignons  OK.  qui  rencontre  en  I cette  nor- 
male; on  aura,  dans  le  triangle  OKT, 

PI  OP 
KT  — OT’ 

d’où,  à cause  de  K.T  = MP, 

MI  OP -t- OT  2r±îo 
MP  ~ OT “ = r'dzaa  '' 

les  signes  supérieurs  se  rapportent  ici  , comme  dans  la 
formule  (y),  à l’épicycloïde  extérieure  et  les  inférieurs  à 
l’épicycloide  intérieure.  La  comparaison  de  cette  der- 
nière formule  et  de  la  formule  (7)  donne 

R = MI, 

ce  qui  montre  que  le  point  I est  le  centre  de  courbure 
relatif  au  point  M. 


243.  Développée  de  l’épicvcloïhe.  — La  différen- 
tiation de  l’équation  (3)  donne 
iOy 

dx 1 __  2«  + 1 df 

dy J 2 dx 

,"l~  dl‘ 

par  conséquent  les  équations  qui  déterminent  les  coor- 
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données  x, , y,  du  centre  de  courbure  I,  seront 


?.  rfy 

./*!  - X — ■ . 

■in  -+-  l rfy 


5 tir 
2/1+1  (la  ’ 


ou,  d’après  les  formules  (i)  et  (a), 

J , i f «H-  i , , 1 

n in  -F-  i L n ‘ ' ’ TJ 

y.  i r»-4-i  . "| 

— = i «n/îi  + sm  n + i v . 

a 2«  + i [ //  T 1 

Faisons  tourner  les  axes  d’une  quantité  angulaire  égale 
à nu,  en  élevant  l’axe  des  x vers  la  partie  positive  de 
l’axe  des  j,  et  désignons  par  x\  et  ÿ y les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  relatives  aux  nouveaux  axes,  on  aura 

y,  ^ .r,  cos//r  -t-  r,  sin  ht.  y\  = — x,  sin  n n + y,  cos  ne, 
cl,  par  conséquent,  en  faisant  a , = — — — , <p,  = — jt, 


i * , //  + 1 . . 

t — = cosn»,  — cos  (n  -4-  i 

\ «,  « 


(.8) 


1 y,  n 4-  l . . , 

I — = sin  «y,  — sni(«  •+■  i 

\ a,  n 

Ces  formules  (8)  ne  diffèrent  des  formules  (i)  que  par 

le  changement  du  paramètre  a en  a,  = " : donc 

la  développée  de  l'épieyc/oïde  est  une  épicycloïdc  sem- 
blable. 


De  la  Développante  du  cercle. 

244.  Remplaçons  dans  les  équations  (i)  du  n°  238,  qui 
appartiennent  à l’épicycloïde,  a par  sa  valeur  nr,  cl  in- 
troduisons au  lieu  de  y,  l’angle  ip  = n f que  forme  la  ligne 
des  centres  des  deux  circonférences  avec  l’axe  des  x ; les 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VIII. 


359 


équations  de  l'épicycloïde  prendront  cette  forme 


• + 
SID 


~ n cos^  ^ 1 -h  2/1  sin*  ™ ^ -h  ^ sin  ÿ ^ , 


~ m cos\{>  ( i -f-  2 nsin1  ÿ 


cos  y 


• ^ 

sin  - 
n 


Supposons  maintenant  que  le  rayon  a du  cercle  géné- 
rateur devienne  infini,  n tendra  lui-mème  vers  l'infini,  le 


• + 
sin 


rapport  — ~~  tendra  vers  l’uuité  et  2 n sin5  —vers  wiro  ; 
rr  tj»  2 n 

n . 

on  a donc,  dans  ce  cas  limite. 


- = cosiji  -4-  *|i  sin  \|<( 

■î  = sinij»  — '},r0S'Jc 

Ces  équations,  qu’il  est  bien  aisé  de  former  directe- 
ment, appartiennent  à la  développante  du  cercle;  celle-ci 
se  compose  de  deux  branches  infinies  dont  le  point  de 
réunion  est  un  point  de  rebroussement,  et  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  deux  mouvements  de  sens 
contraires  qu’on  peut  attribuer  à la  taugente  génératrice. 

La  propriété  de  l’épicycloïde  d’ètre  semblable  à sa  dé- 
veloppée n’a  plus  lieu  à la  rigueur  dans  ce  cas  limite;  ce- 
pendant on  doit  regarder  la  développante  du  cercle  et  la 
circonférence  elle-même  comme  appartenant  à la  classe 
des  épicycloïdes,  cl  l’une  et  l’autre  courbe  répond  au 
cas  de  n = oo  . Car  si  l’on  fait  rouler  un  cercle  de  rayon  a 


Digitized  by  Google 


36o 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


sur  un  cercle  infiniment  petit,  le  point  du  cercle  mobile 
qui  est,  à l’origine,  sur  la  ligne  des  centres  décrira  une 
courbe  infiniment  peu  différente  de  la  circonférence  de 
rayon  a. 


De  la  Spirale  d' Archimède  et  de  la  Spirale 
hyperbolique . 

245.  La  spirale  d' Archimède  est  la  courbe  représentée 
en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

p = au, 

où  a désigne  une  ligne  donnée. 

Pour  la  construire,  il  suffit  de  décrire  un  cercle  de 
l’origine  comme  centre  avec  le  rayon  a ; les  arcs  de  ce 
cercle  comptés  à partir  de  l’axe  fixe  seront  les  longueurs 
des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  dont  les  directions  pas- 
sent par  leurs  extrémités. 

\ 

/V 

I 

\ 

\ 

\ 


L’inclinaison  p de  la  tangente  sur  le  rayon  vecteur, 
la  sous-tangente  N'  et  la  sous-normale  T'  out  ici  pour 
valeurs 


p dot 

tang^— 


N'=ÿ-=«; 

a oi 


x'  — f-—  — p- 


df 


: rlu’. 


ainsi  la  sous-normale  est  constante,  ce  qui  fournit  un 
procédé  facile  pour  construire  la  tangente  à la  courbe. 
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Le  rayon  de  courbure  est,  en  introduisant  la  nor- 
male N = -+-  N'* , 


B 


p 5 -+-  2 «’ 


N3 


' N1- 


et,  si  l’on  désigne  par  a'  la  projection  de  la  sous-nor- 
male a sur  la  normale  N,  on  aura 


R = 


N 


expression  qu’il  est  facile  de  construire. 

246.  On  nomme  spirale  hyperbolique  la  courbe  re- 
présentée en  coordonnées  polaires  par  l’équation 

pu  = a, 

où  a est  une  ligne  donnée.  Pour  « = o,  p est  infini;  il 
décroît  quand  ta  augmente  et  s’annule  pour  ta  = ao  . La 
courbe  fait  ainsi  une  infinité  de  révolutions  autour  de 


l’origine  O sans  jamais  atteindre  ce  point  qui  est  un 
point  asymptote.  L’ordonnée  MP  = osin ta  de  la  courbe 
a pour  valeur 

. sin  &> 

p stn  w = a » 

W 

et  elle  se  réduit  à a pour  ta  = o;  il  en  résulte  que  la 
courbe  a pour  asymptote  la  parallèle  à l’axe  menée  à une 
distance  a de  cet  axe. 

Les  quantités  langpn,  T',  N'  ont  ici  pour  valeurs 

pw1  . . a 

tangp  = ~ — û>,  T = — a9  N'  — ; 

a 
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la  sous-tangente  étant  constante,  il  en  résulte  une  con- 
struction facile  de  la  tangente  à la  courbe. 

La  construction  du  rayon  de  courbure  n’a  elle-même 
aucune  difficulté;  mais  elle  n’offre  pas  assez  d'intérêt 
pour  que  nous  nous  arrêtions  à la  développer. 


De  la  Spirale  logarithmique. 

247.  La  spirale  logarithmique  est  la  courbe  repré- 
sentée en  coordonnées  polaires  par  l’équation 

(i)  p = ,iema, 

où  a désigne  une  ligne  donnée,  ni  un  nombre  donné. 

Il  faut  remarquer  que  celte  équation  représente  la 
même  courbe,  quelle  que  soit  la  ligne  donnée  a;  car  si 
l’on  fait  tourner  l’axe  fixe  à partir  duquel  on  compte 
l’angle  ta  d’une  quaulité  quelconque  a,  pour  avoir  l’équa- 
tion de  la  courbe  rapportée  à ce  nouvel  axe,  on  devra 
remplacer  ta  par  oi-f-a,  ce  qui  donnera,  en  posant 


p = a'cma. 


On  pourrait,  d’après  cela,  supposer  a=  i,  mais  nous 
conserverons  l’équation  (i),pour  l’homogénéité  des  for- 
mules. 

L’équation  (1)  donne  p = a — OA  pour  ta  = o,  et  si 
l’on  fait  croître  ta  de  o à , p prendra  des  valeurs 
correspondantes  indéfiniment  croissantes.  Au  contraire, 


p décroîtra  de  a à o,  si  l’on  donne  à ta  des  valeurs  néga- 
tives décroissantes  de  o à — oo  . Ainsi  la  courbe  fait,  dans 
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l’un  et  l'autre  sens,  une  infinité  de  révolutions  autour  du 
pôle,  à partir  du  point  A. 

La  différentiation  de  l’équation  (i)  donne 


(2) 


it 

(i  Cil 


=:  mae 


m m 


OU 


fi  P 
il  U 


— ni  p. 


Par  suite,  l’inclinaison  p.  de  la  tangente  sur  le  rayon  vec- 
teur, la  sous-tangente  T'  et  la  sous-normale  N'  auront 
pour  valeurs 


(3) 


tangfi  = 

m 


m 


N'  = m p. 


La  première  de  ces  formules  (3)  exprime  que  : 

Dans  la  spirale,  logarithmique , la  tangente  fait  un 
angle  constant  avec  le  raj  on  vecteur. 

La  différentielle  de  l’aire  d’un  secteur  de  la  courbe  est 

du  “ — pJ  tla  — ad p , 

2 r 2//1  r r 

prlp  est  lçi  différentielle  de  on  a donc 


a‘ 

u — q — -t-  const. 

Si  1 ’on  veut  que  l’aire  u s’annule  en  même  temps  que  w. 

1 

la  constante  sera  — -7--1  et  011  aura 

4 m 

_ p1  — a 3 

4 m 

La  différentielle  ds  de  l’arc  de  la  courbe  est 

ils — d dp1  -4-  o’  do1—  1 m'  -+- 1 p da  = adm*- 1- 1 c"1"  du  = — 

• r r • 1 m 

d’où 

dm* -h  1 

s --  p -+-  const.  ; 

/// 
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si  l’on  compte  l’arc  s à partir  du  point  A,  pour  lequel  p est 

égal  à a,  on  aura 


(P  — ")• 


L’angle  de  contingence  qui  est  en  general  dp  -4-  dut  se 

réduit  ici  à dut-,  le  rayon  de  courbure  R est  donc  et 
J ' d w 

d’après  les  formules  (2)  et  (4),  on  a 


(5)  R — + 1 p. 

Or  cette  expression  est  celle  de  la  longueur  N 

de  la  normale;  donc  le  centre  de  courbure  n’est  autre 

que  l’extrémité  K de  la  sous-normale. 

Il  est  bien  facile,  d’après  cela,  d’avoir  l’équation  de  la 
développée  de  la  spirale  logarithmique.  En  effet,  les  coor- 
données p,,  w,  du  centre  de  courbure  K sont 


p,  = N'  = /«  p = ma  em  “ , u,  = - -4-  m, 
ce  qui  donne,  par  l’élimination  de  w, 

7T 

fn  6üt  — m — 

(6)  p ,=  mae  2. 

Donc  la  spirale  logarithmique  a pour  développée  une 
deuxième  spirale  logarithmique  qui  lui  est  égale  et  qui  a 
le  même  pôle. 

218.  Ainsi  que  nous  l’avons  dit  plus  haut,  on  peut  ra- 
mener l’équation  (6)  à la  forme(t)  en  faisant  tourner  l’axe 
autour  du  pôle  d’une  quantité  convenable  «;  comme  on 
est  libre  d’ajouter  à a ou  d’en  retrancher  un  nombre 
entier  de  circonférences  sans  que  la  nouvelle  direction  de 
l’axe  soit  changée,  j’écrirai  a -4-21  Jt  au  lieu  de  a,  i étant 
un  entier  indéterminé,  a un  angle  compris  entre  o et  m. 
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Je  remplacerai  donc  dans  l’équation  (6)  &>,  par  w-f-«+2  i7r, 
et  en  même  temps  j’écrirai  p au  lieu  de  p,  ; alors  l’équa- 
tion de  la  développée  sera 

m I « 2 i it  — -)+mw 
p = mae  ^ 7'  , 


et  elle  se  réduira  à 


_ jn  & , 

pz=  ne  ; 


si  Ton  détermine  a par  la  condition 


— • * > 


. , , TT  lo 

« = - 4 '-Or-  — » 

2 m 


la  caractéristique  log  dénotant  un  logarithme  népérien. 
Si  le  nombre  m est  tel  que  l’on  ait 

(8)  Î£i^î  =_  (4/ — ,)— » 

l’équation  (7)  donnera 


cl,  dans  ce  cas,  la  spirale  logarithmique  (1)  sera,  à elle- 
même,  sa  propre  développée.  La  fonction  — , dont  la 

dérivée  est  '°^CT>crolt  de — 00  à -f-  -»  quand  on  fait 

m ’ e 1 

croître  m de  o à -he-,  elle  décroit  ensuite  de  - à o quand  m 

augmente  de  -f-e  à -+-  00  ; il  en  résulte  que  si  le  nombre 
entier  1 est  positif,  il  y aura  une  valeur  de  m propre  à vé- 
rifier l’équation  (8)  ; donc  ilexiste  une  infinité  de  spirales 
logarithmiques  qui  ont  cette  propriété  remarquable  de 
coïncider  avec  leur  développée. 
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Applications  de  la  théorie  des  enveloppes. 


249.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  présentant  deux 
exemples  de  la  méthode  exposée  au  n°  207,  pour  trouver 
les  courbes  enveloppes. 

Problème  I.  — Les  variables  x,  et  y,  étant  lices 
entre  elles  par  la  relation 


(') 


(5)‘+(î)'— 


où  net  b sont  des  constantes  données,  on  demande  de 
trouver  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion 


(a) 


x,  cl  y,  étant  des  fonctions  d’un  même  paramètre  va- 
riable, il  faut  d'abord  former  la  différentielle  de  l’équa- 
tion (a),  par  rapport  à ce  paramètre;  on  a ainsi 


( r \ " t/.r,  i i v rfr, 

*,/  *<  \>i/  .Ii 


mais  comme  x,  et yx  sont  liées  par  l’équation  (i),  on  a 
aussi,  en  différenliant  celle  équation. 


l’élimination  de  ~ ' entre  les  deux  équations  précédentes 
donne 

(3) 


(5)'  (i)‘ 
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Cette  équation  (3)  est  celle  qui  résulte  de  la  différentia- 
tion de  l’équatiou  (a),  par  rapport  au  paramètre  variable. 
Or,  en  vertu  des  équations  (1)  et  (2),  la  somme  des 
numérateurs  des  membres  de  la  formule  (3)  est  égale  à 1, 
et  la  même  chose  a lieu  à l’égard  des  dénominateurs;  par 
conséquent  chaque  membre  de  cette  formule  (3  ) doit  être 
égalé  à l’unité  ; ou  a donc 


(4' 


L’élimination  de  x,  etj',  entre  les  équations  (1)  et  (4)  se 
fait  immédiatement;  on  obtient  pour  l’équation  de  l’en- 
veloppe demandée 


(5) 


Va)  +U)  ='• 


Il  faut  remarquer  le  cas  où  l’on  a h = a,  m—  a, 
n = 1 ; si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  l’enve- 
loppée est  une  droite  dont  la  partie  comprise  entre  les 
axes  a une  longueur  constante  2 a ; l’enveloppe  représentée 
par  l’équation 

» 2 1 
X*  y*  t=  a* 


est  une  épicycloïde,  comme  on  l’a  vu  au  n”  238. 

230.  Problème  II.  — Des  rayons  parallèles  viennent 
rencontrer  la  circonjérence  d'un  cercle  et  se  réfléchis- 
sent en  faisant  avec  la  normale  un  angle  de  réflexion 
égal  à l'angle  d'incidence  ; on  demande  de  trouver 
l'enveloppe  des  rayons  réfléchis. 

L’enveloppe  demandée  est  ce  que  l’on  nomme  une 
caustique  par  réflexion.  Prenons  pour  axes  coordonnés 
deux  diamètres  rectangulaires  dont  l’un,  celui  des  x, soit 
parallèle  aux  rayons  incidents.  Soient  acostp,  osinç  les 
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coordonnées  du  point  de  la  circonférence  où  tombe  un 
rayon  incident,  la  direction  du  rayon  réfléchi  fera  avec 
l’axe  des  x l'angle  aej,  et  l’équation  de  ce  rayon  sera 


ou 


— a sinç  ) = tanga  y (x  — a cos<p) 
y cos  2 y — x sinay  -4 -a  siny  = o. 


Il  reste  à éliminer  (f  entre  cette  équation  et  la  suivante  : 


y sinZf  -4-  x cos cos  ? = o, 


qu'on  en  déduit  par  la  différentiation  relative  à <j>.  En  ré- 
solvant ces  deux  équations  par  rapport  a x etj',  il  vient 


x = - ( 3 cos  ? — cos  3?), 


>■  = 7 (3sin«  — sin3«). 

4 


En  se  reportant  aux  formules  du  n°  238,  on  reconnaît 
que  la  caustique  représentée  par  ces  équations  n’est 
autre  chose  qu'une  épicycloïde  extérieure  engendrée  par 


un  cercle  d’un  rayon  égal  à ^ a,  roulant  sur  un  cercle  de 


rayon  - a concentrique  au  cercle  donné. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IX. 


3 1>9 


CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  COURBES  GAUCHES  ET  DES  SURFACES 
COURBES. 


De  la  tangente  et  du  plan  normal  d'une  courbe 
quelconque. 

251.  On  nomme  courbe  gauche  une  courbe  dont  tous 
les  points  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan. 

Considérons  une  courbe  plane  ou  gauche  rapportée  à 
trois  axes  de  coordonnées  rectilignes  Ox,  O^,  Oz.  Soient 
x,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  M de  cette  courbe, 
jt  + Ar,  j + A ) , z + Az  les  coordonnées  d’un  autre 
point  M'  de  la  même  courbe;  les  équations  de  la  sé- 
cante MM'  seront 


Z — z — — (X- 


0* 


Les  coordonnées  y et  z peuvent  être  regardées  comme 
des  fonctions  données  de  x;  alors,  si  le  point  M'  se  rap- 
proche indéfiniment  du  point  M,  les  rapports 


A-r  A 1 


dr  riz 


tendront  vers  les  limites  respectives  -j-<  — > et  les  précé' 


dentes  équations  deviendront  à la  limite 

(«) 


Y-r  = g(X-x), 


Z-z  = £(X 


Telles  sont  les  équations  de  la  tangente  à la  courbe  au 
point  M ; on  peut  les  comprendre  dans  une  formule 

I.  24 
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unique,  savoir 


(*) 


Dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,  les  cosinus 
des  angles  que  forme,  avec  les  directions  positives  des 
axes,  l’une  ou  l’autre  des  deux  directions  de  la  tangente, 
sont  proportionnels  aux  différentielles  dx , dy,  dz. 

On  nomme  plan  normal  d’une  courbe  celui  qui  est 
perpendiculaire  à la  tangente,  au  point  de  contact.  Toute 
droite  menée  par  ce  point,  dans  le  plan  normal,  est  dite 
une  normale.  D’après  la  remarque  que  nous  venons  de 
faire,  l’équation  du  plan  normal  sera,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 


(3)  (X  — x)rfx  + (Y  — rMr-t-  (z  — *)rf*=o. 


252.  Si  les  coordonnées  x,  y , z sont  données  en  fonc- 
tion d’une  variable  indépendante  t,  de  manière  que  l’on 
ait 

(4)  * = ?(')»  r = + (0>  * = o<0» 

on  aura,  par  la  différentiation, 

dx  =r  if’  (t)  dt,  tljr  — ty' (t)  t/t , fit— a' (l)  dt, 

cl,  si  l’on  porte  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  tan- 
gente et  du  plan  normal,  celles-ci  deviendront 

( X-?(0  _ Z — p (r) 

(5)  ?'(')  f(')  o'i») 

([X-?(01?'(0+[Y-}(0]f{^+[z-“^)K(0=o. 

Si  la  courbe  est  déGnic  par  deux  équations 

(6)  *)  = °»  f(x,^,î)  = o, 

entre  les  coordonnées  x,  y,  z,  011  diderenliera  ces  équa- 
tions et  l’on  calculera  deux  des  différentielles  dx,  dy , dz 
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en  fonction  delà  troisième;  enfin  on  substituera  ces  va- 
leurs dans  les  équations  (2)  et  (3).  La  différentiation  des 
équations  (f>)  donne 


(7) 


df  df  , df  , 

dx  -i — dr  -+-  dl  — O, 

dje  dy  dl 

r/F  , r/F  , r/F  , 

— r/x  4-  — dr  - 4-  dz  = n, 

dx  dy  dz 


et  au  lieu  d’opérer,  comme  nous  venons  de  le  dire,  pour 
avoir  les  équations  de  la  tangente,  il  est  évident  qu'on  ar- 
rivera au  même  résultat  en  tirant  des  équations  (2)  les 
valeurs  de  dy  et  de  dz , et  en  les  portant  dans  les  équa- 
tions (7).  Celles-ci  sont  homogènes  par  rapport  à dx, 
dy,  riz, et  ces  différentielles  sont  proportionnelles  à X — x, 
Y — j , Z — z,  d’après  la  formule  (2);  le  résultat  de  notre 
élimination  sera  donc 


(8) 


(X-x) 


r/F 

dx 


dy 

,r/F 

J»  ) -7 — H fZ  — s)  — = 0. 
dy  dz 


Chacune  des  équations  (8)  représente  un  plan,  et  leur 
système  appartient  à une  droite  déterminée,  à moins 
que  les  dérivées  partielles  ne  cessent  d’avoir  des  valeurs 
déterminées,  ou  qu’elles  ne  soient  liées  entre  elles  par  les 
relations 

r/F  r/F  r/F 

dx  dy  dz 

dx  dy  dz 


Lorsque  les  coordonnées  x,  y,  z du  point  M satisfont 
aux  équations  (9),  les  équations  (7)  11e  déterminent  plus 
les  rapports  de  deux  des  différentielles  dx,  dy,  dz  a la 
troisième,  et  l’on  est  en  présence  d’un  /joint  singulier 

24. 
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Nous  nous  bornons  à cette  simple  indication  que  nous  ne 
pourrions  développer  sans  sortir  des  limites  que  nous 
nous  sommes  fixées. 

Il  faut  remarquer  que  l’une  des  deux  équations  de 
la  courbe  intervient  seule  dans  la  formation  de  l’une  ou 
de  l’autre  des  équations  (8)  de  la  tangente;  par  conséquent 
le  plan  que  représente  celte  équation  dépend  uniquement 
de  la  surface  représentée  par  celle  des  équations  de  la 
courbe  qui  lui  correspond;  on  va  voir,  dans  ce  qui  suit, 
le  développement  de  cette  remarque. 


Du  plan  tangent  et  de  la  normale  à une  surface 
courbe. 


253.  Considérons  une  surface  rapportée  à trois  axes 
de  coordonnées  rectilignes  Ox,  Or,  O 2 et  représentée 
par  l’équation 

(1)  /(-c.r.  *)  = °; 

désignons  par  x,  y , z les  coordonnées  de  l’un  quelconque 
de  ses  points  M. 

Traçons  sur  la  surface  une  ligne  quelconque  qui  passe 
par  le  poiut  M ; celte  ligne  peut  être  regardée  comme  l’in- 
tersection de  la  surface  donnée  et  d’une  autre  surface.' 
Soit 


(2)  F (x,  y,  i)~o 

l’équation  de  cette  deuxième  surface;  la  tangente  au 
poinlM  de  la  courbe  que  nous  avons  tracée  sera  (n°252) 
représentée  par  les  deux  équations 


(3)  (x  — *)  ^ -+-  (Y  —y)  jlp  -+-  lz  — *)  ^=0’ 

(4,  - X — or)  — -t-  ( Y — _+{Z-t)  — _o. 
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Il  résulte  de  là  que  le  plan  représenté  par  l’équation  (3) 
contient  toutes  les  tangentes  menées  par  le  point  M aux 
diverses  courbes  que  l’on  peut  tracer,  par  ce  point,  sur  la 
surface  donnée  ; il  est  dit  le  plan  tangent  de  celte  surface 
au  point  M. 

La  précédente  conclusion  suppose  que  les  rapports  de 
deux  des  dérivées  partielles 

df  ‘jf  df 

tir  ’ tly  ’ dz 


à la  troisième  aient,  au  point  M,  des  valeurs  déterminées. 
Si  le  contraire  a lieu,  le  point  M est  un  point  singulier 
de  la  surface  ; tel  est,  par  exemple,  le  cas  du  sommet, 
dans  les  surfaces  coniques. 

On  nomme  normale  en  un  point  d’une  surface  la  per- 
pendiculaire menée  au  plan  tangent,  par  le  point  de  con- 
tact. Tout  plan  mené  par  la  normale  est  dit  un  plan 
normal.  L’équation  (3)  étant  celle  du  plan  tangent  au 
point  M de  la  surface  (1),  si  les  axes  sont  rectangulaires, 
les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  for- 
mule 


(5) 


X — x Y — y Z — z 

4T  ~ <y_  ~~  ÿ 

itx  tly  tlz 


254.  Si  l’on  prend  x et  y pour  variables  indépen- 
dantes, et  qu’on  représente  par 

(6)  tlz  — ptl. r -h  <■/  f/y 

la  différentielle  totale  de  z,  on  aura,  par  la  différentiation 
de  l’équation  (1), 


dL 

de 


O, 


df 

dy 


9 


df 

dz 


= o; 


et  en  intro^pisant  les  quantités  />,  q,  l'équation  du  plan 
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tangent  deviendra 


(7)  Z-z=p[\-x)  + q[X -x]- 


les  équations  de  la  normale  seront,  en  même  temps,  dans 
l'hypothèse  des  axes  rectangulaires, 

(8)  (X- *)-»-/>(  Z — s)  = of  (Y-r)-t-?(Z-*)  = o. 

255.  Si  l’on  demande  de  mener  à la  surface  représentée 
par  l’équation  (i)  un  plan  tangent  passant  par  un  point 
donné  dont  les  coordonnées  soient  x0,j>  0,  z0,  il  suffira  de 
trouver  le  point  de  contact;  les  coordonnées  de  ce  point 
satisfont  aux- équations 


(9) 


df 


/(•*>.?■.  z)  = o, 
df 


df 


et  celles-ci  déterminent,  sur  la  surface  donnée,  une  ligne 
qui  est  le  lieu  du  point  demandé.  Si  l'on  joint  le  point 
donné  au  point  de  contact  de  la  surface  et  de  l’un  des 
plans  tangents,  on  aura  une  droite  dont  les  équations 
seront 

x - Y ~ r‘  _ . 

r — -r,  ~~  X — T.  * — ' 


l'élimination  de  x,jr,  z entre  ces  équations  et  les  deux 
précédentes  donnera  l'équation  d’une  surface  conique  qui 
aura  évidemment  le  même  plan  tangent  que  la  surface 
donnée,  en  chacun  des  points  de  la  courbe  représentée 
par  les  équations  (9);  cette  surface  conique  sera  donc 
circonscrite  à la  surface  donnée.  Pour  justifier  notre  as- 
sertion, il  suffit  de  remarquer  que  le  plan  tangent  à la 
surface  et  le  plan  tangent  au  cône  contiennent  l’un  et 
l’autre  la  tangente  de  la  courbe  représentée  par  les  équa- 
tions (9)  et  la  droite  représentée  par  les  équatious  (10)  ; 
il  en  résulte  que  les  deux  plans  tangents  coïncident. 
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Lorsque  le  point  (x0,_r«,  *0  ) se  déplace  sur  la  droite 
x,  — az„  y,  = bz„ 

et  qu'il  s’éloigne  à l’infini,  la  deuxième  équation  (9)  de- 
vient à la  limite 


(«•) 


df  . df 
nTx  + b~dy 


o; 


en  la  joignant  à l’équation  (1),  on  aura  les  équations  de 
la  courbe,  lieu  des  points  de  contact  de  la  surface  donnée 
avec  le  cylindre  circonscrit  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à la  droite  représentée  par  les  équations 

X = « Z,  Y=4Z; 

la  génératrice  du  cylindre  a pour  équations 


(12)  X — x = fl(Z — z),  Y — y z=.  b ( Z — z), 

etl’on  obtiendra  l’équation  de  ce  cylindre  en  éliminante, 
y,  z entre  les  équations  (1),  (11)  et  (12). 


Emploi  des  coordonnées  homogènes. 

256.  Si  l’on  désigne  les  coordonnées  rectilignes  d’un 
point  par  les  rapports 

x y z 

_,  _,  - , 

« 11  u 

toute  équation 

(«)  /(•*,  y,  -,  «)  = o> 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  homogène  dex, 
y,  z,  u,  pourra  être  regardée  comme  celle  d’une  surface. 
Comme  f est  le  produit  d’une  puissance  île  u par  une 

fonction  de->  — > - ■>  il  est  évident  que  ses  dérivées  par- 
n u 11 
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tielles  par  rapport  à ces  coordonnées  sont 


'if  'U 

«—j  u—t  u—  ; 

dy  dz 


df 

dx 


on  a par  conséquent  l’équation  suivante  pour  le  plan 
tangent  : 

\U  u)  dx  \U  u)  dy  \U  u)  dz  \U  u J du  * 

car  le  terme  en  que  nous  ajoutons  est  identiquement 

nul.  Or,  par  la  propriété  des  fonctions  homogènes,  l’équa- 
tion (1)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

df  df  df  df 

•r  ~ +y  4-  u ~ = o, 

dx  dy  dz  du 


l'équation  du  plan  langent  se  réduit  donc  à 

(2) 


X^Trf/+zf  + Drf/=.. 

dx  dy  dz  du 


Et  de  même,  si  l’on  considère  la  courbe  représentée  par 
les  deux  équations  homogènes 


/{■*,  X,  “J  =0,  F (.r,  y,  z,  u ) = o, 


les  équations  de  la  tangente  à cette  courbe  seront 

■v  , y *if  ™ df  y.  df 

• X — -bY-r-hZ—--+-V~  = o, 

dx  dy  dz  du 


d F 
<lx 


■t£+x£. 

dy  dz 


U 


dF 

du 


On  voit  que  si  l’équation  (1)  est  algébrique  et  du 
degré  m,  l’équation  (a)  ne  sera  que  du  degré  m — 1,  par 
rapport  aux  coordonnées  du  point  de  contact.  La  dé- 
monstration de  cette  propriété  exige  une  transformation 
quand  on  emploie  les  coordonnées  ordinaires. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IX. 


Différentielle  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
quelconque. 

257.  Nous  procéderons  ici,  à l’égard  des  courbes 
gauches,  comme  nous  l’avons  l'ait  au  n°  189  en  nous 
occupant  de  l’arc  des  courbes  plaDes. 

Soit  CD  un  arc  d’une  courbe  quelconque  que  nous  rap- 
porterons à trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Or, 


1 1 

D 

1 

M 

*■  ■’ 
V; 

c _JL ! 

oj 

L G _ 

; H 

| X 

A 

Inscrivons  dans  l’arc  CD  une  ligne  polygonale 
CEFMM'  D d’un  nombre  n de  côtés  ; désignons  par  P le 
périmètre  de  cette  ligne  polygonale;  par  x,_y,  z les  coor- 
données d’un  sommet  quelconque  M,  par  i + ôï, 
y -+-  A ,y,  z As  les  coordonnées  du  sommet  suivant  M'. 

On  aura 

, /"  aT1  Ai" 

MM'  = v/Ax'-+-  A j1  -t-  Ar’=  Art/  I -H  — H * 

T J y il1  Ax* 

et,  comme  les  rapports 

Ar  Ar 
Ax  A.r 

tendent  vers  les  limites  respectives 

dy  dz 
dx  ’ dx 


quand  Ax  tend  vers  zéro,  on  peut  écrire 

( / dy'  dz 5 

MM  =Ax(^y/,4-—  + — H 


Digitized  by  Google 


3^8  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

e désignant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  Ax-,  on  a 
donc,  en  faisant  la  somme  de  tous  les  côtés  tels  que  MM', 


(0 


p=5>V'-ê 


d£ 

dx1 


six. 


Supposons  maintenant  que  le  nombre  n des  côtés  de 
notre  ligne  polygonale  augmente  indéfiniment  et  que 
chacun  des  côtés  de  cette  ligne  tende  vers  zéro.  Comme  la 

somme ^ Ax  a une  valeur  finie  qui  est  la  différence  GH 

des  abscisses  X des  extrémités  de  l’arc  CD,  on  aura 
( n"  9) 

(a)  lim^%Ax  = o. 


Ensuite,  x étant  prise  pour  variable  indépendante, 
construisons  la  courbe  dont  l’ordonnée  Y est  déterminée 
en  fonction  de  x par  l’équation 


Y 


dy‘  dz1 
dx‘  ' d.r' 


et  considérons  l’arc  and  de  cette  courbe,  dont  les  extré- 
mités c,  d répondent  aux  abscisses  O g,  O h respectivement 


égales  aux  abscisses  OG,  OH  des  extrémités  de  l’arc  CD. 
Si  l’on  désigne  par  S l’aire  cghd  comprise  entre  l’arc  cd , 
les  ordonnées  des  extrémités  et  l’axe  O.r.  on  aura  (n°  188) 


(3  ) S = lim 


2YA-r— ii"j2y 


rfr:  ttz* 


d.r- 
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par  conséquent  la  formule  (1)  donnera,  à cause  des  for- 
mules (2)  et  (3), 

(4)  lim  P = S. 


Ainsi,  le  périmètre  d’une  ligne  polygonale  inscrite 
dans  un  arc  de  courbe  donnée  tend  vers  une  limite  déter- 
minée lorsque  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro , et  celte 
limite  est  indépendante  de  la  loi  suivait!  laquelle  dé- 
croissent les  côtés  du  polygone. 


Comme  dans  le  cas  des  courbes  planes,  la  limite  S dont 
nous  venons  d’établir  l’existence  sera  dite  la  longueur  de 
l’arc  CD, 

Désignons  par  s l’arc  compris  entre  l’extrémité  fixe  C 
de  l’arc  CD  et  le  point  M variable  sur  cet  arc  ; soit  aussi  Y 
l’ordonnée  du  point  m de  la  courbe  cd  doijt  l’abscisse 
op  = x est  égale  à celle  du  point  M.  D’après  ce  que  nous 
venons  de  démontrer,  l’arc  s est  égal  à l’aire  cgpm  ; or 


l~  dr* 

celte  aire  a pour  différentielle  Y dr  ou  t / 1 -4-  y-j- 
donc  on  a 


H:' 

dx 


-dx. 


ds  : — 


OU 

% 

(5)  dsz=qdu  - -+-  il  y-  -+-  rtz1. 


258.  Il  résulte  de  cette  formule  que  la  limite  du  rap- 
port d'un  arc  de  courbe  infiniment  petit  à sa  corde  est 
égale  à l'unité,  proposition  déjà  établie  au  n°  189  dans 
le  cas  des  courbes  planes. 

Car,  soit  c la  corde  d'un  arc  infiniment  petit  MM';  si 
l’on  désigne  par  s un  arc  de  la  courbe,  terminé  en  M et 
compté  à partir  d’une  origine  arbitraire,  ou  pourra  repré- 
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senler  MM'  par  As;  alors  on  aura 


As 

\s 

À.r 

* \/;7 

Ar1  Ai* 

17=  "T‘  îï 

et,  par  suite, 

dx 

lim  — — - 

• dx 

ds 

C 

\ 

/ dy’  dz 1 

yrfj1  -f  rfr3  4-  dz7 

Cette  propriété  permet,  eomine  dans  le  cas  des  courbes 
planes,  de  trouver  facilement  l’expression  de  la  diffé- 
rentielle d’un  arc  de  courbe,  quand  on  emploie,  au  lieu 
des  coordonnées  rectangulaires,  des  variables  quelcon- 
ques. Par  exemple,  si  l’ou  adopte  des  coordonnées  obli- 
ques et  que  a,  6,  y désignent  les  angles  formés  par  les 
axes  Oy  et  Oz,  Oz  et  Ox,  Ox  et  O^,  pour  avoir  la  dif- 
férentielle d’un  arc  s de  courbe,  on  écrira  : 


lim  — = lim  — 

A.r  Ax 


= lim 


A z1  A y A z A z A y 

4-  1 -COSa  -t-  2 COS  b 4-  2 — COS  7 

A x3  Ax  Ax  Ax  Ax 


OU 


d. t 
dx 


dz 1 
dx‘ 


dy  dz 

■ 2 — — COSa 
dx  dx 


dz  dr 

2 — cos6  4-2-7-  COS7. 

dx 


dx 


et 

ds  — \jrlx'  4-  dy’  4-  dz’  4-  2 dr  dz  cosa  4-  2 dz  dx  cos6  4-  2 dx  dy  COS7. 

259.  Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  chaque 
point  de  l’espace  est  déterminé  par  un  rayon  vecteur  r 
et  par  deux  angles  0,  l’angle  0,  compris  entre  zéro 
et  «80  degrés,  est  celui  que  forme  la  direction  du  rayon  r 


* 
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avec  un  axe  fixe  Oz;  l’angle  p peut  varierde  zéro  à 36o  de- 
grés; il  est  situé  dans  un  plan  xOj  perpendiculaire  à O z, 
et  il  est  compris  entre  une  droite  fixe  Ox  située  dans  le 
plan  xy  et  la  projection  du  rayon  r sur  le  plan  xOj.  Si 
l’on  désigne  par  x,  j,  z trois  coordonnées  rectangulaires 
associées  aux  coordonnées  polaires  et  relatives  aux  axes 
Ox,  Or,  Oz,  on  aura 

x = r sinfl  cos+,  _r  — » sinflsinô,  z—r cosfl, 

d’où 

i lx  — r/r  sinfl  co s -j*  -t-  r cosOcoS'i  »/0  — r sin  6 sin  p c/ip, 
il)  — tir  sin  0 sin  p -+-  r cos  fl  sin  p dO  + r sin  0 cos^  dp, 
dz  — dr  cos  0 — r sinfl  </fl; 

élevant  au  carré,  ajoutant  ensuite  et  extrayant  la  racine 
carrée  du  résultat,  il  viendra 

• ds  = \Jdr’  -t-  r'  d(l-  -t-  /' 1 sin:6  dp 

Ilest  facile  d’obtenir  directement  la  formule  précédente. 
Effectivement,  dans  le  système  des  coordonnées  polaires 
les  points  de  l’espace  sont  déterminés  par  l’intersection  de 
trois  familles  de  surfaces  qui  sont  : i°  des  sphères  concen- 
triques dont  r désigne  généralement  le  rayon  ; a°  des  cônes 
de  révolution  autour  de  l’axeOz  et  dont  l’angle  générateur 
est  0;  3°  des  plans  passant  par  l’axe  Ot  et  dont  p désigne 
l’inclinaison  sur  le  plan  fixe  z Ox.  Cela  posé,  consi- 
dérons le  parallélipipède  curviligne  dont  deux  sommets 
opposés  coïncident  avec  les  extrémités  de  l’arc  As  d’une 
courbe  donnée  et  qui  est  déterminé  par  les  sphères  de 
rayons  r,  r+Ar,  par  les  cônes  dont  les  angles  sont  9, 
Q- h AO,  enfin  par  les  plans  qui  répondent  aux  angles 
p -h  Ap.  La  base  de  ce  parallélipipède  sur  la  sphère  de 
rayon  r est  un  rectangle  formé  par  quatre  arcs  de  cercle  ; 
deux  côtés  opposés  sont  égaux  à rAôet  les  deux  autres  côtés 
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sont  rsin  0 A(J»,  r sin  (0  -+-  AO)  Aif/,  enfin  l’arc  As  se  pro- 
jette sur  la  sphère  suivant  une  diagonale  y du  rectangle. 
Les  trois  arcs  de  cercle  r AO,  rsinOAtp,  y ne  diffèrent 
respectivement  de  leurs  cordes  que  par  des  quantités  infi- 
niment petites  par  rapport  à eux-mèmes  ; d’ailleurs  les 
deux  premières  de  ces  cordes  font  entre  elles  un  angle  qui 
diffère  infiniment  peu  d’un  angle  droit;  donc  on  a 
y3  — r3A0!  -+-  r,sinJ0A'!i,) 

en  négligeant  un  infiniment  petit  relativement  à y*; 
pareillement  As  et  y diffèrent  de  leurs  cordes  par  des 
quantités  infiniment  petites  relativement  à ces  arcs,  et 
l’angle  formé  par  Ar  avec  la  cordc  de  y diffère  infiniment 
peu  d’un  angle  droit;  on  a donc 

Aj3  = A r1  -f-  y», 


en  négligeant  un  infiniment  petit  par  rapport  à As'.  Les 
deux  formules  précédentes  donnent  . 


A.v’ 

aT3 


A/1  . Aili1 

— - — h r7  sin*0  — - — h r2. 
A0J  A83 


e éiant  un  infiniment  petit;  en  passant  à la  limite,  on  a 

ils1  dr'1  , dû 1 

^3==rfF3  + ^!s,n,^^•+■,’' 
ou 

ds 3 ==#/r3  -t-  r3  sin’0  dÿ’  -+-  r3  rfô3, 
comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut. 


Expressions  des  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente 
d’une  courbe  avec  les  directions  de  trois  axes  rectan- 
gulaires. 

260.  Si  x, y,  z désignent  les  coordonnées  rectangulaires 
d’un  point  M d’une  courbe  quelconque,  les  cosinus  des 
angles  «,  ê,  y que  forme,  avec  les  directions  positives  des 
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axes,  l’une  ou  1 autre  des  directions  de  la  tangente,  sont 
proportionnels  (n°2Sl)  aux  différentielles 

d.r,  dy,  dz. 

Or,  si  l’on  désigne  par  s l’arc  de  la  courbe  compris  entre 
une  origine  fixe  arbitraire  et  le  point  M,  la  somme  des 
carrés  des  trois  différentielles  dont  nous  venons  de  parler 
sera  égale  à ds1,  la  relation 

cos  i cos  S cos  y 

dx  dy  dz 

donnera  donc 

, , dx  _ dy  dz 

(i)  cos  a.  = , cos  b — — j cosy  = —, 

ils  ds  ds 

OU 

(t)  dx  ~ ds  cos  2,  dy  — ds  cos  ? , dz  — ds  cosy. 

Dans  ces  formules  ds  représente  le  radical 
\Jdx  ‘ + dy1  -4-  dz  ' 

et  son  signe  est  indéterminé.  Si  l’on  prend  successive- 
ment le  signe  -+-  et  le  signe  — , on  aura  deux  systèmes  de 
formules  qui  se  rapporteront  respectivement  aux  deux 
directions  opposées  de  la  tangente. 


Du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe 
quelconque. 

261.  Soit  AM  un  arc  d’une  courbe  quelconque;  sup- 
posons que  cet  arc  soit  parcouru  par  un  mobile  partant 
de  A et  se  dirigeant  vers  M;  prenons  alors  pour  direction 
de  la  tangente  en  chaque  point  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  direction  de  la  droite  partant  de  ce  point  et  abou- 
tissant à un  point  suivant  infiniment  voisin.  Décrivons 
une  sphère  dont  le  rayon  soit  égal  à l’unité  de  longueur 
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et  dont  le  centre  soit  en  un  point  quelconque  O;  tirons 
enfin  des  rayons  parallèles  aux  directions  des  tangentes 
menées  par  les  divers  points  de  l’arc  AM.  Le  lieu  des 
extrémités  de  ces  rayons  sera  une  courbe  sphérique,  et  la 
longueur  de  l’arc  ctfi  = <j  de  cette  courbe,  qui  répond  à 
l’arc  AM  = s de  la  courbe  donnée,  sera  dite  la  courbure 
de  l’arc  AM. 


Si  l’extrémité  A de  l’arc  AM  est  fixe  et  que  l’extré- 
mité M soit  mobile,  s et  7 seront  des  variables;  la  difl’é- 
renticlle  da  de  la  courbure  est  ce  qu’on  nomme  V angle 
de  contingence  de  la  courbe  donnée  au  point  M. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  AM  est  plane,  <xp  est  l’arc  de 
grand  cercle  qui  mesure  l’angle  des  tangentes  aux  extré- 
mités de  l’arc  AM.  Les  définitions  précédentes  s’accor- 
dent donc  avec  celles  que  nous  avons  données  dans  le 
Chapitre  VII  en  traitant  des  courbes  planes. 

Si  l’on  donne  à l’arc  s l’accroissement  infiniment  petit 
As  = MM',  la  courbure  a prendra  l’accroissement  corres- 
pondant Asr  = pu'.  Soit  i l’angle  formé  par  les  directions 
des  tangentes  MT,  M'T' menées  aux  extrémités  de  l’arc 
MM';  cet  angle  i sera  égal  à pOp'ou  à l’arc  de  grand 
cercle  pp';  par  conséquent  on  aura 

/ arc  de  cercle  pp' arc  de  cercle  pp'  corde  un' 

a a arc  de  courbe  pp'  corde  pu'  ' arc  de  courbe  pu' 

d’où 

lim  — = 1. 

iî 
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Donc  : La  limite  du  rapport  de  l'angle,  formé  par  les 
tangentes  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment  petit,  à ta 
courbure  de  cet  arc  a pour  limite  l' unité. 

Comme  dans  le  cas  des  courbes  planes,  nous  nomme- 
rons courbure  moyenne  d'un  arc  de  courbe  le  rapport 
de  la  courbure  absolue  à la  longueur  de  l’arc.  Pareille- 
ment, la  courbure  d'une  courbe  en  un  point  M sera  en- 
core la  limite  de  la  courbure  moyenne  d’un  arc  infini- 
ment petit  ayant  l’une  de  scs  extrémités  au  point  M;  le 
rayon  de  courbure  sera  le  rayon  du  cercle  dont  la  cour- 
bure est  égale  à la  courbure  de  la  courbe  donnée  au 
point  M,  et  ce  cercle  lui-même  sera  dit  le  cercle  de  cour- 
bure. 

D'après  ces  définitions,  la  courbure  de  la  courbe  AM 
au  point  M sera 

A<r  de 

km  — , ou  — : 

A s ds  ' 

donc  si  l’on  désigne  par  R le  rayon  de  courbure,  on  aura 


comme  dans  le  cas  des  courbes  planes.  Les  différen- 
tielles  ds,  da  seront  toujours  de  même  signe. 

262.  La  courbe  AM  étant  rapportée  à trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  plaçons  à l’origine  de  ces 
coordonnées  le  centre  de  la  sphère  dont  nous  avons  fait 
usage.  Désignons  par  x, y,  z les  coordonnées  du  point  M 
et  par  a,  ê,  y les  angles  que  fait,  avec  les  directions  posi- 
tives des  axes,  la  direction  MT  de  la  tangente  en  M;  les 
coordonnées  du  point  p de  la  courbe  sphérique  seront 

cos  a,  cos  6,  cos  y; 

par  conséquent  la  différentielle  do  de  l’arc  o — ap  aura 
I.  - z5 
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pour  valeur 

f t)  fia  =r  \!\ ri cosa )’  -f-  (fl cosS)1  -t-  (r/cosy)’. 

On  peut  obtenir  d’autres  expressions  de  d'à  qu’il  est 
utile  de  connaître.  A cet  effet  difïercntions  l’expression 

COS  a — -,  tlx , 
as 

sans  fixer  la  variable  indépendante  5 on  aura 

. 1 . d’*  . 

a cosa  — — et'  x ax , 

• ris  ris 1 

d’où,  en  élevant  au  carré, 

I f/2  g (d7S\7 

( d COS  * )*  = — , rPx)1  — 2— — tlxtl'i  -f-  — fis*  ; 

</#’  r/.vs  rff* 

si  l’on  remplace  dans  cette  formule  x par  y , puis  par  z, 
on  obtiendra  les  expressions  de  (</ cos  S)*  et  (dcosy)’;  on 
aura  donc  pour  la  somme  dcr*  de  ces  trois  carrés  la  valeur 
suivante  : 

do’  = — [(d’x)1  -t-  (rf* r)*  -+-  (rf1»)1] 

(i*  S 

— 2 — - (rfxrf’j*  -4-  dyd'y  4-  dzd2z'\ 

f rf* s)* 

-t"  (dx*  -H  rlj1  4-  riz'). 

Or  l’équation 

da •}  4-  dy 1 4-  di*  ds 7 

donne  par  la  différentiation 

dxd'x  4-  dyd*y  4-  dzd7z  = dsd*s f 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  dans  l’expression 
de  do*,  on  aura 

, . , ^(d’.r)1 -+- (d'Fp -f  (d’î)'  — (dJj)* 

(a)  rf<,= ^ 
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Si  l’on  multiplie  le  numérateur  elle  dénominateur  de 
cette  expression  par  ds , puis  qu’on  remplace  ensuite,  sous 
le  radical,  ds * et  dsd1  s par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
coordonnées,  il  viendra 

lia  — — ^ (à'-f  ri  J2  -hdz’)  [(<•/ 3 jt)3  -H  (d2y)!  ■+■  (rf3z)“]  — (dxdxx  -4-  dy  d'y  -hdzd- z)\ 


ce  qui  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


(3)  da  = — , y ^dyd2z  — dzd1yÿ+  (dzd'x — dxd‘ z)\-+-  \dx ci 2 y — dycï’x)1. 


Dans  ces  diverses  expressions  de  du,  la  variable  indé- 
pendante n’est  pas  désignée;  si  l’on  prend  l’arc  s pour 
cette  variable,  la  différentielle  d*s  sera  nulle  et  la  for- 
mule (2)  donnera  cette  expression  fort  simple 

da  = L + {d’y)’  -I- 

D’après  la  formule  (3)  le  rayon  de  courbure  R ou  ~ 
a pour  valeur,  en  fonction  des  seules  coordonnées, 


(4)  * 


3 

(dx1  ■+■  dy1  H-  dz'Ÿ 

^(dyd’z  — dzd'yŸ ■+■  (dzd1x  — dxd1z)1  -+-  (dxd1y  — dyd'x  i1  ' 


cette  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la  variable  indé- 
pendante. 


De  la  normale  principale  en  un  point  d'une  courbe 
’ gauche. 

263.  Considérons  une  courbe  gauche  AM  et  la  courbé 
sphérique  ap  correspondante,  construite  comme  nous 
l’avons  indiqué  ( voir  la  ligure  du  n°  261).  Menons  par 
le  point  p de  celte  dernière  courbe  la  tangente  pv,  et, 

a5. 
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par  le  point  correspondant  M de  la  courbe  donnée,  MTV  pa- 
rallèle à fxv.  La  droite  MN  est  dite  la  normale  principale 
au  point  M de  la  courbe  AM. 

Soient  £,  ri,  £ les  angles  formés  avec  les  parties  posi- 
tives des  axes  coordonnés  rectangulaires,  par  la  direc- 
tion MN  ou  fiv.  Les  coordonnées  du  point  p étant  cos  a, 
cos  G,  cosy,  on  aura  (n°  260) 


<1  cos  * 

cosE  ~ — — - » COSr, 
<!  a 


il  COS  t)  il  COS  7 

— : — » cos  Ç — — 

de  ila 


, i/.r  il  y dz 

il  — il  — il  ~ 

(ts  il(  ils 

(a)  cos?  = R— — » cos  n — R — — , cosÇ=-R  — — • 

ils  ils  ds 

Si  l'on  prend  Tare  s pour  variable  indépendante,  on 
pourra  écrire 


i3> 


fl '.T 

dë 


I d'Y 

„ cos  E , ---- 

R t/s ’ 


i d'z  i 

R C°S T‘ ’ RCOSÎ- 


Du  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe 
gauche. 

264.  Soient  M un  point  d'une  courbe  gauche  AM,  MT 
la  tangente  ci  MN  la  normale  principale  au  point  M. 
Construisons  le  cercle  de  courbure  dans  le  plan  NMT,  de 


manière  qu’il  soit  tangent  en  M à la  ligne  MT,  et  qu’il 
soit,  avec  les  points  de  la  courbe  AM  infiniment  voisins 
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du  point  M,  d’un  même  côté  du  plan  mené  par  MT  per- 
pendiculairement au  plan  NMT.  Le  centre  du  cercle  sera 
en  un  certain  point  C de  MN : ce  point  C est  dit  le  centre 
de  courbure  de  la  courbe  AM  au  point  M,  et  la  direc- 
tion MC  de  la  normale  principale  est  nommée  direc- 
tion du  rayon  de  courbure.  En  outre,  si  l’on  mène,  par 
le  point  C,  la  droite  GH  perpendiculaire  au  plan  NMT, 
celte  droite  GH  sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  de  cour- 
bure; elle  est  dite  droite  polaire  ou  axe  du  cercle  de 
courbure. 

Théorème.  — La  droite  polaire  en  un  point  donné 
d'une  courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  l'intersec- 
tion du  plan  normal  au  point  donné  et  d'un  second 
plan  normal  infiniment  voisin  du  premier. 

lyr  ell’cl,  soient  x,  y.  z les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  donné  M de  la  courbe  AM;  ar,  6,  y les  angles 
formés  avec  les  directions  positives  des  axes,  par  la  direc- 
tion de  la  tangente  en  M;  l’équation  du  plan  normal 
sera 

( i)  (X  — x)  cos  a -+-  ( Y — y)  cos  6 -t-  (Z  — î)  cos  y = o; 

nous  représenterons,  pour  abréger,  cette  équation  par 

V = o.  Pour  avoir  l’équation  du  plan  normal  en  itn  autre 
point  de  la  courbe  AM,  il  faut  remplacer,  dans  l’équa- 
tion (i), 

■r,  r,  z,  cos  a,  cosS,  cosy 
par 

■r  -t-  ir,  r -t-  A v,  z -(-  A î, 
cosa  -t-  Acosa,  cosfi -t-  AcosS,  cosy  -t-  Acosy; 

l’équation  obtenue  ainsi  pourra  être  représentée  par 

V -|-  AV  = o.  F,t  si  t désigne  la  variable  regardée  comme 
indépendante,  l’intersection  de  nos  deux  plans  normaux 
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sera  représentée  par  les  deux  équations 


Donc  la  limite  vers  laquelle  tend  cette  intersection,  quand 
le  second  point  de  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment 
du  premier,  sera  la  droite  représentée  par  les  deux  équa- 
tions 


0 

11 

>• 

0 

II 

< 

II 

0 

0 

h 

> 

L’une  des  équations  de  la  droite  dont  il  s’agit  est  l'équa- 
tion (1),  et  l’autre  s’obticut  en  différenliant  cette  môme 
équation  dans  l’hypothèse  de  X,  Y,  Z constantes.  La 
différentiation  donne 

(X  — x)d cos»  (Y  — y)  de osfi  -+-  (Z  — z)d cosy 

— (f/xcosa  -+-  dy cosë  -+-  dze OSy)  = O, 

ou,  en  ayant  égard  aux  formules  des  n°‘  260  et  263, 

(2)  (X  — x)  cosÇ  -+■  (Y  — y)  cosu  ■+■  (Z  — s)cosÇ  = R. 

CeLtc  équation  (2)  représente  un  plan  perpendiculaire 
à la  normale  priucipalc  et  dont  la  distance  au  point  iVl 
est  égale  à R,  c’est-à-dire  égale  à MC.  Il  reste  donc  seu- 
lement à prouver,  pour  établir  le  théorème  énoncé,  que 
les  points  de  la  courbe  infiniment  voisins  du  point  M 
sont  situés  entre  le  plan  (a)  et  le  plan  parallèle  mené  par 
la  tangente  MT.  Ce  dernier  plan  est  représenté  par 
l’équation 

(X  — x)  cos?  -t-  (Y  — j)cosn  -t-  (Z  — z)  cos?  = o. 

Remplaçons  X , Y,  Z par  les  coordonnées  ,r+ Ar, 
T + Ay,  z-t-Az  d’un  point  infiniment  voisin  de  M 
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pris  sur  la  courbe  AM  ; et  choisissons  ici  ds  pour  la  diffé- 
rentielle constante.  On  aura,  parla  formule  de  Taylor, 


rf'x 

àx  — tlx  H 

3 


+ Rj  = ds  COS  2 -+- 


Ir 


COS  Ç 


-i-  Ri, 


Rj  étant  un  inGniment  petit  du  troisième  ordre,-  on  aura 
aussi  des  expressions  analogues  pour  Aj',  A z,  et,  en  sub- 
stituant ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion du  plan,  on  obtiendra  le  résultat  positif 


ds 7 

2R 


e, 


où  e désigne  un  inGniment  petit  du  troisième  ordre.  D’un 
autre  côté,  on  obtient  aussi  un  résultat  positif  + R quand 
on  substitue  à X,  Y,  Z,  dans  l'équation  du  même  plan,  les 
coordonnées  d’un  point  quelconque  du  plan  (a);  donc 
les  points  de  ce  dernier  plan  et  les  points  de  la  courbe 
inGniment  voisins  de  M sont  bien  d’un  même  côté  du 
plan  mené  par  MT  perpendiculaire  à la  normale  prin- 
cipale. 

D’après  cela,  si  l’on  désigne  par  xu  yx,  z,  les  coor- 
données du  centre  de  courbure  C,  on  aura' 

(3)  x, — .r  = RcosÇ,  y, — y — Rcosn,  z, — z = Rcos!;. 


Expressions  fies  cosinus  des  angles  qui  déterminent  la 
direction  de  l'axe  du  cercle  de  courbure. 

265.  Désignons  par  X,  fi,  v les  angles  que  forme  avec 
les  parties  positives  des  axes  coordonnés,  l’une  ou  l’autre 
des  deux  directions  de  l’axe  du  cercle  de  courbure.  Cet 
axe  est  perpendiculaire  à la  tangente  et  à la  normale  prin- 
cipale; d'ailleurs  ces  deux  dernières  lignes  Sont  rectangu- 
laires; donc  on  aura  entre  les  cosinus  des  neuf  angles 

6,  T,  ï,  »!>  Ç;  X,  fi,  ï 
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les  relations  connues,  savoir  : 


| cos’a  -+-  cos’S  -t-  cos’y  -I, 

(1)  « cos3?  -+-  cos3jj  -+-  cos’Ç  = 1, 

^ cos3/,  -t-  cos’p  -t-  cos-v  — 1 ; 

Icos’a  -t-  cos-  - -+-  cos3  À 1 , 
cos’6  -h  cos’n  -+-  cos1  fi  = 1 , 
cos3  7 -t-  cos3  E -+•  cos3  v = 1 ; 

i cosacosÇ  -t-  cos C cos n -t-  cos 7 cos ï .=  o, 
(3)  I COS'/.  COS  X -+-  COS  ç COS  fi  cos  7 cos  */  = o, 

[ cosijcos)  -t-  cos 7i cos (/  -+-  cosÇcosv  = o; 


(4) 


(5) 


( 6) 


| cosaros6  -t-  COSç COSr,  -+-  COS ) cos li  = o, 
\ cosacoS7  -t-  cos \ eos E -t-  cos). cos  s = o, 
( cosC C0S7  -+-  cosncosÇ  -t-  cosficosv  = o; 


' cos ) = ±{ cos  6 cos  E — cos 7 COS  71  ), 
cos  fi  zh  ( cos  7 cos  \ — cos  a cos  E ), 
cos  V = ± ( COS  a COS  71  — cos  6 cos  Ç ), 

COSç  = ± f COS  fl  cos  7 — COSv  cos  S), 
{ cos  n — z±Z  ( cos  v cos  a — COsXcOSy  ), 
cosE  = zfc  (cos)  cosê  — cosficosa), 

cos  a = ziz  i cos  n cos  v — cos  E cosp.  ), 

! cos  8 = ziz  ( cos  E cos  * — cos  Ç cos  v ), 
cos  7 = ziz  ( cos  £ cos  fi  — cos  r,  cos  X ) ; 


| cos),  (cosë  COS  E — COS7  COS 71  ) 

{ + cos  ;/  (cos  7 cos  > — cosacosE) 

\ COSs  {cOSaCOSTl  — COS 8 COS  ç ) = ztz  I ; 


les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  doivent  être  pris  en- 
semble dans  les  dix  formules  (5)  et  (6);  les  uns  se  rap- 
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portent  à l’une  des  directions  de  l’axe  du  cercle  de  cour- 
bure, les  autres  à la  direction  opposée. 

Nous  avons  donné  dans  les  numéros  prérédents  les  ex- 
pressions des  cosinus  des  angles  «,  S,  y et  £,  «,  £ en  fonc- 
tion des  coordonnées  rectangulaires;  les  trois  premières 
des  équations  (5)  permettent  d’exprimer  de  la  même  ma- 
nière les  cosinus  des  angles  A,  p,  v.  Ainsi  la  première  de 
ces  équations  (5)  peut  s’écrire  comme  il  suit,  sans  fixer 
la  variable  indépendante  : 


iX  - ■ ' (fl y -r  — <lztl ± R 

ris  a a \ ' ris  ris  J 


rh  rl ’ 


— (h  d'y 

~ds>~~ 


on  déduit  de  là,  par  des  permutations  de  lettres,  les  valeurs 
de  eosp  et  cosv,  et  l’on  a ce  système  de  formules 


(7) 


cos  ).  = ± R 
cos  « = ± R 
I cos  » = ± R 


dyd3z  — 

rlztl'y 

d? 

dzd'.r  — 

d.rrOz 

dsl 

dxd'y  — 

rlyd'-r , 

d? 

Expression  rie  la  différence  entre  un  arc  de  courbe 
et  sa  corde. 

» 

266.  On  obtient  une  expression  très-Femarquable  de  la 
différence  entre  un  arc  de  courbe  et  sa  corde,  en  introdui- 
sant les  rayons  de  courbure  aux  extrémités  de  l’arc.  Je 
présenterai  ici  ce  calcul,  comme  une  application  intéres- 
sante des  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir. 

Soient  s un  arc  de  courbe  compté  à partir  d’une  ori- 
gine quelconque, et  X,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires 
de  l’extrémité  des.  Je  prendrai  cet  arc.  pour  variable  indé- 
pendante; alors  on  aura,  en  désignant  par  R le  rayon  de 
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courbure,  à son  extrémité, 


<■>  (s)'-- (S  Ms)’— 

(•»  (SM2)V  (£)'=£• 

On  a,  par  la  différentiation  de  l’équation  (i), 

. dx  d*x  dy  d'y  dt  d'  y 

(fs  ds2  ds  ds 2 ds  ds 2 ° ’ 

en  différentiant  de  nouveau  et  ayant  égard  à l’équa- 
tion (a),  il  vient 

...  dx  d2 x dy  d*y  dz  d2z  l 

^ ds  ds 1 ds  ds 2 ds  ds 3 R‘ 

puis  la  différentiation  de  l’équation  (a)  donne 


d2x  d2x  d2y  d2y  d2z  d2:  i R‘ 

ds2  ils 2 ds2  ds2  ds2  ds 3 2 ds  ’ 

enfin  celle  de  l’équation  (4)  donne,  en  ayant  égard  à la 
formule  (5), 

.g.  dx  il"x  dy  d'y  dz  d'z 3 R1 

ds  <L\'  ds  ds'  ds  ds'  1 ds 

Cela  posé,  soient  Ax,  Ay,  Az  les  accroissements  que 
prennent  x,  y,  z,  quand  s croit  de  As,  on  aura,  par  la 
formule  de  Taylor, 

A.r  dx  d2 x Ss  d'x  A.t'  d'x  Aj1 

A s ds  ds2  2 ds2  6 ds2  2-4  ' ’ 

£*  désignant  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre.  En 
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élevant  cette  formule  au  carré,  on  a ensuite 

A a3  /rfjf\3  dr  f/’x  T 1 dx  d'x  1 

â f‘  \ c/.î  ) ds  ds-  4 + |_3  rfA  j/a3  "+"  4 \ ^*'  / J 


' t d.r  d'x 
11  ds  ds' 


I d'x  d'x\ 

6 ds 5 ds 3 J 


A*3  -t-  ««. 


et  étant  encore  ici  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre. 

De  cette  valeur  de on  déduira  celles  de  — — et  • — , en 

Ai3  As3  Aj3 

écrivant  y et  z au  lieu  de  x,  et,  si  l’on  ajoute  les  trois 
expressions,  on  aura,  en  faisant  usage  des  formules  pré- 
cédentes, 


Aa3  4-  A y3  4-  A z3 


A*3 


I Aa3 
R3  Tâ 


R3  A s' 

y 4-  E< . 

ds  3.4 


puis,  en  extrayant  la  racine  carrée  par  la  formule  du 
binôme. 


^Ax‘+  Av3  4-  A z1  1 

Aa  2 

ou 


I A s1 

R3  Ta 


U R3  Aa3 
ds  24 


d R3  A s> 
ds  48 


4-  £ti 


. . i/Ax34-  Av3  4-  A;3  I Aa3 

" Ta = ‘-R34 

c,  désignant  toujours  un  infiniment  petit  du  quatrième 
ordre.  Celte  dernière  formule  peut  être  écrite  d’une  autre 
manière.  R est  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de 
l’arc  s,  origine  de  l’arc  A s\  désignons  par  R,  le  rayon 
de  courbure  à l’extrémité  de  l’arc  Aa.  La  différence  des 
quantités 

JL  _±  j_L 

R] R3  R3 

A S fis 


étant  infiniment  petite,  si  l’on  substitue  la  première  à la 
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seconde,  dans  la  formule  (7),  011  lie  fera  que  modifier 
l'infinimcnt  petit  du  quatrième  ordre  r,  ; on  a donc 

fax’ -h  i.r’  + Al1  / I I \ Ai’ 

— Âr  ~ 1 ~ lïï*  + r; ) 48  + ; 

multipliant  enfin  par  Ay,  il  viendra 

(8)  fax'  + i.r>  + **• 

f5  étant  un  infiniment  petit  du  cinquième  ordre. 

La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  A.v  et  sa 
corde  a donc  pour  valeur 


1 \ Ai* 


»;/  4» 


> 


à un  infiniment  petit  près  du  cinquième  ordre,  R et  R, 
étant  les  rayons  de  courbure  aux  extrémités  de  A s. 

Appliquons  cette  formule  (8)  au  cas  d’un  arc  de  cercle 
de  rayon  1 . Soit  Aj  = 2 a,  on  aura 


fax’  -t-  A_r’-h  A z'  — 9. sine, 

et  la  formule  (8)  donnera 

. «* 
sine  = a -4- 

b 


De  l'ordre  du  contact  d' une  courbe  et  d'une  surface.  — 
Des  surfaces  osculalrices  en  un  point  d'une  courbe 
donnée. 

2(57.  Soient  S une  surface  quelconque,  AM  une  courbe 
passant  par  un  point  M de  S et  KL  la  normale  en  M à celle 
surface.  Prenons  sur  la  courbe  un  point  M'  infiniment 
voisin  de  M,  et  dont  la  distance  à la  normale  KL  sera 
choisie  pour  infiniment  petit  principal;  menons  enfin  la 
droite  M' ni  parallèle  à KL  et  qui  rencontre  en  m la  sur- 
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faceS.  Cela  posé,  si  la  longueur  M ' m esl  un  infiniment 
petit  de  l’ordre  A -I—  i , je  dirai  qu’il  y a au  point  M un 
contact  d’ordre  h cutrc  la  courbe  et  la  surface. 


Pour  que  l'ordre  du  contact  ne  soit  pas  nul,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  pour  qu’il  y ait  effectivement  contact 
entre  la  courbe  et  la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  tan- 
gente de  la  courbe  au  point  M soit  située  dans  le  plan 
tangent  de  la  surface.  Effectivement,  désignons  par  x, 
y , z les  coordonnées  du  point  M relativement  à trois  axes 
rectangulaires-,  parx-t-A.r,  y -+-  Aj,  î + i:  celles  du 
point  M',  et  par  x -t-  A'x,  y +■  & y-  s -+-  A' s celles  du 
point  m ; représentons,  en  outre,  par  y l’angle  que  forme, 
avec  l’axe  des  z , la  tangente  en  M à la  courbe,  et  par 
dz  = pdx  -I-  qdy  la  valeur  de  dz  qui  convient  à la  sur- 
face S;  on  aura  pour  celte  surface 

\'z  — p\'x  -4-  q A'/  -t- 
et,  pour  la  courbe, 

A z — dz  -f-  e = ds  cos  y -+-  c, 

e et  c'  étant  des  infiniment  petits  d’ordre  supérieur  au 
premier.  Maintenant,  si  l'on  fait  coïncider  l’axe  des  z 
avec  la  normale  KL, on  aura  p = o,  q =o  ; par  conséquent 
A'*  ouPni  sera  un  infiniment  petit  d’ordre  supérieur  au 
premier.  D’ailleurs  M'm  est  la.  somme  ou  la  différence 
des  lignes  M'P  = A z et  Pm;  donc,  pour  que  l’ordre  infi- 
nitésimal de  M'm  soit  supérieur  à i,  il  est  nécessaire  et 
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suffisant  que  cosy  soit  nul,  ou  que  la  tangente  en  M à 
la  courbe  soit  dans  le  plan  tangent  de  la  surface. 

Etant  donnée  une  courbe  C,  si  l’on  considère  une  fa- 
mille de  surfaces  représentée  par  une  équation  où  figu- 
rent «-(-i  paramètres  arbitraires,  on  pourra  en  général 
déterminer  ces  n-i-i  paramètres  de  manière  à établir,  en 
un  point  donné  de  la  courbe  C,  un  contact  de  l’ordre  n. 
La  surface  déterminée  ainsi  est  dite  osculatrice  de  la 
courbe  C,  au  point  donné,  relativement  aux  surfaces  de 
la  même  famille  qui  passent  par  le  même  point.  Nous 
allons  traiter,  dans  ce  qui  va  suivre,  du  plan  osculatc.ur 
et  de  la  sphère  osculatrice. 

Du  plan  oscillateur  en  un  point  d'une  courbe 
donnée. 

208.  Soient  x.y,  z les  coordonnées  d’un  point  M 
d’une  courbe  rapportée  à trois  axes  rectangulaires. 
Comme  l’équation  du  plan  ne  renferme  que  trois  para- 
mètres arbitraires,  le  plan  oscillateur  de  la  courbe  au 
point  donné  est  celui  qui  a un  contact  du  deuxième 
ordre  en  ce  point  avec  la  courbe.  11  est  à peine  néces- 
saire d’ajouter  que,  pour  certains  points  particuliers, 
l’ordre  du  contact  peut  être  supérieur  à 2. 


t 

1 


\ 

A 

w 

/ 1 

, 

i7~7 

M 

s 

J 

L 

Soit 

«X-i^èY^-l-rZ  — p = o 

1 équation  d’un  plan  S ; nous  désignons  par  n,  b,  c les 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction 
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de  la  perpendiculaire  p abaissée  de  l’origine  des  coor- 
données sur  ce  plan.  Soit  à la  distance  M' P du  point 
M'  (x  4-  -f-  A y,  : + Ai)  de  la  courbe  au  plan  S ; 

on  aura 


db£  = a(x4-Ax)4-A(,y4-A/)4-c(z4-.Az)  — p, 

et  il  nous  faut  déterminer  les  constantes  a,  b , c,  p , parmi 
lesquelles  trois  seulement  sont  arbitraires,  de  manière 
que  5 soit  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre;  l’infi- 
niinent  petit  principal  est  la  distance  de  M'à  la  nor- 
male K.L  du  plan,  ou  tout  autre  infiniment  petit  dont  le 
rapport  à cette  dislance  a une  limite  finie.  On  a,  par  la 
formule  de  Taylor,  quelle  que  soit  la  variable  indépen- 
dante, 

fi*. T 

A x rzz  dx  H i-  Rt, 

I . 2 


à y ■ = djr  -4- 
1 Z — ilz  -f- 


d\y 

I . 2 
d'z 
I . 2 


K, 

K, 


Rs,  R',,  R"  étant  des  infiniment  petits  du  troisième  ordre. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l’evpression  de  ± J,  on  s 

± o =:  («x  4-  b y -t-  cz  — p ) 4-  ( adx  4-  bd  y 4-  cdz) 

4 — (ad'x- 1-  bd' y 4-  cd' z)  4-  («R,  4-  b R^  4-cR'), 


et  pour  que  cette  expression  soit  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre  au  moins,  il  faut  et  il  sufiit  que  l’on  ait 

| ax  4-  by  4-  cz  — p = o, 

( i ) < adx  4-  bdy  4-  cdz  = o , 

* ad'x  4-  bd' y 4-  cd'z  — o. 

La  première  de  ces  équations  exprime  que  le  plan  S 
passe  par  le  point  M ; elle  détermine  p quand  a,  b,  c sont 
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connus;  les  deux  autres  équations  donnent 

« b r 

rly  fl1  Z — ill  d’y  dz  d 1 .r  — d.r  eP  z d.r  d'y  — dy  d‘.i 

Les  dénominateurs  des  rapports  qui  iigurent  dans  la  for- 
mule (a)  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles)., u,  v, 
formés,  avec  les  directions  positives  des  axes,  par  l'une  ou 
l’autre  des  directions  de  l’axe  du  cercle  de  courbure 
( n°  2G5)  ; on  a donc 

a— rCOSA,  b — COSfl,  c=^cos»; 

et  par  conséquent  le  plan  oscillateur  n'est  autre  chose 
que  le  plan  du  cercle  <le  courbure , c’est-à-dire  le  plan 
mené  par  la  tangente  et  par  la  normale  principale.  Dans 
le  cas  d’une  courbe  plane,  le  plan  osculateur  est  celui  de 
la  courbe. 

2(59.  Si  les  constantes  a,  c,  p satisfont  seulement 
aux  Jeux  premières  conditions  (i),  le  plan  S aura  au 
point  M,  avec  la  courbe,  un  contact  du  premier  ordre;  il 
sera  simplement  tangent,  et  il  restera  dans  son  équation 
un  paramètre  indéterminé.  Nous  indiquerons  ici  deux 
propositions  qu’il  convient  de  remarquer. 

Théorème  I.  — Le  plan  osculateur  en  un  point  M 
d’une  courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  plan 
mené  par  la  tangente  en  M et  par  un  point  M'  de  la 
courbe  injiniment  voisin  de  M. 

Tant  que  le  plan  dont  il  s’agit  n’a  pas  atteint  sa  limite, 
il  a en  M avec  la  courbe  un  simple  contact  du  premier 
ordre.  Son  équation  est 

(i)  a(X  — ■ j)  -t-  i(Y  — y)  -t-  c(Z—  *)  = o, 
et  l’on  a,  par  hypothèse, 

adjc  -+■  bd  y.  -t-  cdz  = o ; 
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en  outre,  comme  le  plan  passe  parle  point  M' 
pour  lequel  les  coordonnées  sont  x-f-A.r,  y 
z + Az,  ona  aussi 

(3)  tt  Lx  b \ y c\z  — Q. 


4oi 
la  courbe 


Désignons  par.  t la  variable  indépendante,  on  aura,  par 
la  formule  de  Taylor, 


d.r  d'-x  &r 

11=-: -4M - 

! U dt 1 1.2 


-(-AAZ\ 


dr  , d’r  a/1 

ày  = — - A / 4-  • 1-  Bazs 

dt  dt*  1.2 


A z 


dz 

dt 


A t -b 


d1  z 

dr 


nr 

t-C  A t\ 

I .2 


en  désignant  par  A Aja.  etc.,  les  restes  des  trois  séries. 
Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (3),  qu’on 
réduise  ensuite  par  le  moyen  de  l'équation  (2)  et  qu’un 
divise  par  il  viendra 

1 / d*x  d1  y d1  z \ 

— ( a —7—  -f-  b -y-  4 -e  — — + «A  + AB  4-  cC)  A/  = o : 

2 \ dr  dr  dr  ! ' ' 

passant  à la  limite,  devient  nul,  et  l'on  a 

(4)  nd*x  4-  bd1  y 4-  cd-z  — o. 

Les  valeurs  de  n,  b,  c tirées  des  formules  (a)  et  (4)  sont 
bien  celles  qui  conviennent  au  plan  osculateur. 

Remarque.  — Les  coordonnées  x , y,  z qnt  été  sup- 
posées rectangulaires  au  n°  268;  mais  on  voit,  par  le 
théorème  précédent,  que  l’équation  du  plan  oscillateur 
conserve  la  même  forme  quand  les  coordonnées  sont 
obliques. 

270.  Théorème  II.  — Le  plan  osculateur  en  un 
point  M d’une  courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le 
I.  26 
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plan  mené  par  le  point  M et  par  deux  autres  points 
M',  M"  de  la  courbe,  infiniment  voisins  de  M. 

Soit  t la  variable  indépendante  choisie  de  manière  que 
les  coordonnées  des  points  M,  M',  M"  répondent  aux 
valeurs 

t,  t- 1-  4 r,  t + i\t, 

de  cette  variable.  Soient  x , y,  z les  coordonnées  de  M: 
celles  des  points  M',  M"  seront 

i+4i,  y -4-  A y,  s‘-t-  As, 
i + îii  + i’i,  /4-îA/  +4’/,  î + îiî  + 41:. 

Cela  posé,  l’équation  d’un  plan  passant  par  le  point  M 
sera 

a (X  — x)  + 6 ( Y — /)  -t-  c (Z  — z)  = o, 

et  les  conditions  pour  que  ce  plan  passe  aussi  par  M' 
et  M"  seront 

a A x -4-  A y + c4î  = o, 

a(s4z  + A3x)  -4-  b ( a A y A’  y ) -t-  c ( •>,  A z -t-  A3z)  = o. 
La  première  de  ces  conditions  réduit  la  seconde  à 
a A3x  -t-  b A’/  -4-  c A’z  =’  o i 

divisant  ensuite  celle-ci  par  At*,  l’autre  par  Al,  il 
viendra 

A x , A y A z 

a h b — -4-  c — = O, 

A t M Af 


A’x 


A’z 


if3  Ar’  A <’ 

Passant  aux  limites,  ces  conditions  deviennent 

dr.  , dy  (Il 

a - — b — c — — o, 


dt 


dt 


dt 
d7  z 


d7x  , d’y 
a — -4-  b — — -t-  c 
dt 3 dt'  dt 


-,  =°- 
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OU 

atlx  -t-  bd  y -t-  cdz  ---  o, 
nrl*x  -4-  bd*y  -1-  c<Vz  :=  o, 

et  l’on  tire  de  là  les  valeurs  de  a,  b,  c,  qui  conviennent 
au  plan  osculatcur. 

Remarque.  — On  définit  quelquefois  le  plan  oscu- 
lateur  par  l’une  des  deux  propriétés  qui  font  l’objet  des 
précédents  théorèmes.  La  normale  principale  peut  alors 
être  définie  en  disant  qu’elle  est  l’intersection  du  plan 
normal  et  du  pian  osculatcur. 

De  la  Torsion  ou  seconde  courbure  des  courbes  gauches. 

271.  Les  déviations  successives  de  la  tangente  dans  le 
passage  d’un  point  d'un  arc  de  courbe  à un  autre  nous 
ont  conduit  à la  notion  de  la  courbure.  Mais,  dans  le  cas 
des  courbes  gauches,  il  y a lieu  de  considérer  nne  affec- 
tion d’une  autre  nature  à laquelle  on  a donné  le  nom  de 
torsion  ou  de  seconde  courbure,  et  de  là  vient  la  déno- 
mination de  courbe  à double  courbure , appliquée  aux 
courbes  gauches.  La  torsion  d’un  arc  de  courbe  résulte 
des  déviations  successives  du  plan  osculateur  ou  de  l’axe 
de  ce  plan,  dans  le  passage  d’une  extrémité  de  l’arc  à 
l’autre  extrémité:  pour  la  définir  avec  précision,  nous 
emploierons  les  considérations  qui  nous  ont  déjà  servi 
quand  nous  nous  sommes  occupé  de  la  première  cour- 
bure 

Soient  AM  un  arc  de  courbe,  MT  la  direction  de  la 
tangente  en  M,  MN  celle  de  la  normale  principale  et  ML 
l’une  ou  l’autre  des  deux  directions  de  la  perpendiculaire 
au  plan  osculateur;  la  direction  de  la  tangente  en  chaque 
point  de  l’arc  AM  est  déterminée  ici  comme. on  l’a  indiqué 
au  n°  261 . Construisons  une  sphère  ayant  pour  centre  un 

26. 
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point  quelconque  O et  dont  le  rayon  soit  égal  à l’unité  de 

longueur.  Si  l’on  mène  des  rayons  parallèles  aux  directions 


des  tangentes  aux  divers  points  de  l’arc  AM,  les  extrémités 
de  ces  rayons  détermineront  sur  la  sphère  (n°  261)  la 
courbe  a g dont  la  longueur  mesure  la  première  courbure 
de  l’arc  AM.  Cela  posé,  menons  par  le  centre  Ode  la  même 
sphère  des  diamètres  parallèles  aux  axes  des  plans  oscula- 
tcurs  relatifs  aux  divers  points  de  l’arc  AM  ; les  extrémités 
de  ces  diamètres  détermineront  sur  la  sphère  deux  arcs  de 
courbe  symétriques.  Soit  am  l’un  de  ces  arcs,  la  longueur  r 
de  l’arc  am  sera  dite  la  torsion  ou  la  seconde  courbure 
de  l’arc  AM. 

Si  l’extrémité  A de  l’arc  AM  =s  est  fixe  et  que  l’extré- 
mité M soit  mobile,  la  courbure  r sera  une  variable  ; sa 
différentielle  dx  est  dite  l 'angle  de  torsion  au  point  M, 
ou  Van  g/e  de  contingence  re/alij  à la  seconde  courbure. 

Soient  MM'=  As  un  accroissement  infiniment  petit 
de  l’arc  a,/  l’angle  que  fait  l’axe  du  plan  osculateur  en  M' 
avec  l’axe  du  plan  osculateur  en  M;  les  extrémités  des 
rayons  O m,  O ni'  parallèles  à ces  deux  axes  détermineront 
sur  la  courbe  sphérique  l’arc  Aî  qui,  par  notre  défi- 
nition, est  la  torsion  de  l’arc  MM'.  Par  le  raisonnement 
déjà  employé  (n°261)  à l’occasion  de  la  première  cour- 
bure, on  prouvera  que  l’on  a 

lim  — — i , 

At 

c’est-à-dire  que  le  rapport  de  l’angle  des  plans  osculateurs 
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relatifs  aux  extrémités  d'un  arc  infiniment  petit,  à la 
torsion  de  cet  arc,  a pour  limite  l'unité. 

La  torsion  moyenne  d’un  arc  de  courbe  est  le  rapport 
de  la  torsion  absolue  à la  longueur  de  l’arc.  Enfin  nous 
appellerons  torsion  ou  seconde  courbure  en  un  point 
d'une  courbe,  la  limite  vers  laquelle  tend  la  torsion 
moyenne  d'un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe , ayant 
ce  point  pour  origine. 

D’après  cela,  la  torsion  au  point  M de  la  courbe  AM 
aura  pour  valeur 

..  âr  dx 

lim  — ou  — • 
a.t  ih 

On  peut  encore  assimiler  cette  seconde  courbure  à la 
courbure  d’uu  cercle,  et  l’on  nomme  rayon  de  torsion 
ou  rayon  de  seconde  courbure  le  rayon  du  cercle  dont 
la  courbure  en  chaque  point  est  égale  à la  torsion  de  la 
courbe  donnée  au  point  que  l’on  considère.  Si  l’on 
désigne  par  T le^  rayon  de  la  seconde  courbure,  on  aura 


la  différentielle  d z a le  même  signe  que  ds. 

272.  La  courbe  AM  étant  rapportée  à trois  axes  rec- 
tangulaires, supposons,  comme  au  n°  262,  que  l’on  ait 
placé  le  centre  O de  la  sphère  à l’origine  des  coordonnées. 
Désignons  toujours  par  x.y,  z les  coordonnées  du  poiniM 
et  par  X,  u,  v les  angles  que  fait  avec  les  parties  positives 
des  axes  l’une  des  directions  ML  ou  Ont  de  l’axe  du  plan 
osculateur;  les  coordonnées  du  point  m seront 

cosX,  COS/i,  COSv, 

et,  par  conséquent,  la  différentielle  dz  de  l’arc  z aura 
pour  valeur 

dx  = \xd  cosX  J’  4-  ( d coS{i)J  -t-  (rfcosvj5; 
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les  cosinus  des  angles  X,  p,  v sont  connus  (n°265)  en 
fonction  des  coordonnées,  on  peut  doue  calculer  d T,et  par 
suite  le  rayon  T,  en  fonction  des  mêmes  coordonnées; 
nous  ferons  ce  calcul  plus  loin. 

273.  J’établirai  ici  une  proposition  que  j'ai  fait  con- 
naître depuis  longtemps  et  qui  a une  grande  importance 
dans  l’étude  des  propriétés  des  courbes  ; cette  proposition 
consiste  simplement  en  ce  que  les  tangentes  aux  points 
correspondants  m et  p des  deux  courbes  sphériques  que 
nous  avons  introduites  sont  parallèles. 

On  a,  en  conservant  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  les  numéros  précédents, 

( COSa  r/cosa  -t-  COSë  dcosë  -t-  COS7  dcoay  — O, 

( I ) 1 

( cos»  r/cosa  -t-  cosp  f/cos6  4-  cosvrfcosy  r=  o; 

effectivement,  d cosa,  d cos6,  d cosy  étant  proportion- 
nelles à cos  J,  cosn,  cos£,  les  formules  ( ■ ) expriment 
la  perpendicularité  de  la  normale  principale  sur  la  tan- 
geute  et  sur  l’axe  du  plan  osculateur.  En  ayant  égard 
à la  seconde  des  équations  (1)  et  en  difTérentiant  les  sui- 
vantes 

COSa  COSA  -4-  COSfi  COS  a -t-  COS7  cos»  o, 

cos3  À -4-  cos ’[»  4-  cos3  » = 1 , 

011  trouve 

cosa  (/  COSA  4-  COSSf/cOSfA  4-  COS7(/COSV  — o, 

COsX  il  COSA  4-  COSJA  d cosa  4-  COSv  d COSv  O. 

Or,  les  coefficients  des  différentielles 

(3)  r/cosa,  c/cosfi,  de  0S7, 

dans  les  équations  (1),  sont  exactement  les  mêmes  que 
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les  coefficients  des  différentielles 

(4)  • rfcosl,  dcosuL,  rfcosv 

dans  les  équations  (a);  donc  les  différentielles  (4)  sont 
proportionnelles  aux  différentielles  (3),  et  l’on  a 

c/rosÀ  rl  rnsu  rfcosv 

' f/COSlt  rl  cos  t ri  cos 7 

Ces  formules  démontrent  la  propriété  énoncée  : effec- 
tivement les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la 
tangente  en  m à la  seconde  courbe  sphérique  sont  pro- 
portionnels aux  différentielles  des  coordonnées,  c’est-à- 
dire  aux  différentielles  (4);  de  même,  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  tangente  en  p à la  première  courbe 
sphérique  sont  proportionnels  aux  différentielles  (3);  il 
en  résulte  que  ces  deux  tangentes  sont  bien  parallèles. 

Mais  en  prenant  les  points  a et  a pour  origines  des 
arcs  des  courbes  sphériques,  les  directions  des  tangentes 
aux  points  correspondants  peuvent  coïncider  ou  être 
opposées.  La  courbe  sphérique  relative  aux  axes  des 
plans  osculateurs  se  compose,  d’après  notre  construction, 
de  deux  parties  symétriques  qui  répondent  aux  directions 
opposées  de  ces  axes;  donc,  selon  que  l’on  prendra  l’une 
ou  l'autre  de  ces  parties  pour  la  courbe  am,  les  directions 
des  tangentes  en  m cl  p seront  de  même  sens  ou  opposées. 
Je  supposerai  que  l’on  ait  construit  la  courbe  am  de 
manière  que  les  tangentes  en  p et  m aient  la  même  direc- 
tion, direction  qui  est  celle  de  la  normale  principale  au 
point  M de  la  courbe  donnée.  Alors,  à cause  des  équa- 
tions (a)  du  n°  260,  la  précédente  formule  donnera 

| ./cos 'A  cos£</r, 

(6)  ; rl C.OS [t  — COSr,  (h, 

\ rfcosv  ~~ cosÇrfr. 
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Résume  et  complément  des  formules  principaîês  rela- 
tives à la  théorie  des  courbes  gauches. 

27-t.  Je  crois  devoir  résumer  ici  les  résultats  divers 
que  nous  avons  obtenus  dans  les  numéros  précédents. 
Rappelons  que  nous  désignons  par  : 

x,  y , 2,  les  coordonnées  rectangulaires; 
a,  S,  y,  les  angles  formés  par  la  direction  de  la  tan- 
gente avec  les  directions  positives  des  axes; 

»,  les  angles  formés  par  la  direction  de  la  nor- 
male principale  avec  les  mômes  directions; 

A,  ft,  v,  les  angles  formés  également  avec  les  mômes 
directions  par  la  direction  de  l’axe  du  plan  oscil- 
lateur; 

ds,  tlv,  dz,  la  différentielle  de  l’arc  de  la  combe 
donnée,  l’angle  de  contingence  et  l’angle  de  torsion. 

Alors  ou  a 

(i  ) dx  — rts  eos i , dt  — ds  cos*!.  di  — ds  cos 7, 

(2)  d ros % cosçr/c,  t/cos?  = cosn  de,  dcasy  — cos^dv, 

(3)  >/cos*  — cosç  de,  droits  — cas  -,  tir,  d cos-j  cosÇ  dr  , 

pourvu  que  la  direction  de  l’axe  du  plan  osculatcur  soit 
déterminée,  comme  on  l’a  indiqué  au  numéro  précédent. 
Cela  posé,  si  l’on  différenlie  l'équation 

cos1 5 - 1 — cos!  a — cos1 1, 

on  aura 

cos£  t/  cos  - = — COSct  d COS  X — COSA  d COS  A, 

ce  qui  devient,  en  faisant  usage  des  formules  (a)  et  (3). 

de OS4  — — COS st  de  — COSi  dr-, 

cette;  formule  en  donne  deux  autres,  par  les  permutations 
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des  lettres,  et  l'on  a ce  nouveau  système  de  formules  : 

| r/cos!j  = — cos  -j.  il  a — cosi  d T, 

(4)  ' c/cos  T,—  — COS^i/ff  — COSfAf/T, 

( f/cos'—  — COS  ytta — COSv  i/t. 

Les  formules  (a),  (3),  (4)  permettent  d’exprimer, 
dans  les  recherches  relatives  à la  théorie  des  courbes,  les 
différentielles  des  neuf  cosiuus,  cosse,  etc.,  en  fonction  de 
ces  mêmes  cosinus  et  des  différentielles  des  trois  arcs  s, 
a,  T.  On  a d’ailleurs 

(5)  ds  = R du  = T dr. 

On  tire  des  formules  (4) 

\]{dcosi.  j 1 -+-  (i/cosïi  j1  4-  [dcoiC,f  — \jdi‘  + rft  ; 

cette  expression  est  celle  de  la  différentielle  de  l’arc  d’une 
troisième  courbe  sphériqife  que  l’on  formerait  en  menant 
par  le  centre  d'une  sphère  des  rayons  parallèles  aux 
directions  des  normales  principales  de  la  courbe  pro- 
posée. 

275.  Pour  donner  un  exemple  des  avantages  que  pro- 
cure l’emploi  des  formules  précédentes,  je  les  appliquerai 
à la  recherche  du  rayon  de  torsion  T en  fonction  des 
coordonnées  rectangulaires.  A cet  effet,  reprenons  les 
équations  (7)  du  n°  265,  savoir  : 

ds*  , , 

— cosl  = zt  (dy  d'i  — di  d'y), 

R 

f/jf* 

COSfz  = ± Ulz  d'x  — dx  d'z), 

R 

dss 

— cosv  = zfc  (dxd'y  — dy  d'x). 

R 

Différentiant  ces  équations  et  ayant  égard  aux  (or- 
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mules  (3)  et 

(5)  du  numéro  précédent,  on  trouver 

/ ds'\ 

Us * 

K) 

cosX -+•  — cosÇ  ~ ± [dy  d'z  — dzd'y). 

(fs* 

f'ï) 

COS  p -4-  — — cos  JJ  rr:  ±(dzdxx  — djr  U1  z ), 

RT 

Us*  , 

K) 

cosv  -f-  — cos  s ± [dx  U*y  — dy  ds. r), 

Ri 

et  si  l’on  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  les  trois  suivantes  : 


il  viendra 


ds' 

¥ 


COS  S 


d's 

d'x — rfr, 

lis 


ds ' d's 

— cosan  d'y  — — rf>, 

ds'  d's 

— cos;  d'z — dz. 

R fis 


Us * 

i [ dy  d'z  — dz  d' y)  d' x y-  (dz d' x — dx  d'  z)  d' y 

-t-  ( dx  d'y  — dy  d' x)  d' s], 


ou,  en  remplaçant  — par  la  valeur  tirée  de  la  formule 
(4)  du  n°  262, 

I (dy  d'z  — dz  d'y)'  -f-  (dz  d'x  — dx  d'z)'  -+-  (dx  d'y  — dy  d'x)' 
(dy  d'z  — dz  d'y)  d'x  -t-  (dz  d'x  — dx  rt'z)d'y  -t -(dx  d'y — dy  d'.r  d 'z 


La  valeur  de  T étant  essentiellement  positive,  la  for- 
mule précédente  fait  connaître  le  signe  qu’il  faut  substi- 
tuer dans  les  formules  (5)*  (6)  et  (y)  du  n°  265,  au 
signe  ambigu  ±;  on  doit  se  rappeler  que  la  direction 
de  l’axe  du  plan  osculatcur  a été  fixée  par  la  convention 
adoptée  au  n"  273.  Il  convient  de  remarquer  que  le  rayon 
de  torsion  s’exprime  par  une  fonction  rationnelle  des  dif- 
férentielles des  coordonnées. 
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276.  Si  l'on  égale  à zéro  le  dénominateur  de  l’expres- 
sion de  T,  on  obtiendra  la  condition  qui  exprime  qu’une 
courbe  est  plane.  Lorsqu’on  prend  x pour  variable  indé- 
pendante et  que  l’on  fait  en  conséquence  d'x  — o, 
d*  x = o,  la  condition  dont  il  s'agit  est  simplement 

d'y  d'z  — d'y  d'z  — o. 


Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'z 


dy 


d'z 


elle  exprime  donc  que  le  rapport  ~~  est  égal  à une 
constante  B;  ainsi  l’on  a 


d'z  i b d'y, 

en  sorte  que  dz  et  B dy  ne  différent  que  pat  une  con 
stante  A dx\  on  a donc 

dz  — A dx  -4-  B dy, 

et  l'on  en  conclut 

z — A j -h  B ) -H  C, 


C étant  une  nouvelle  constante.  Cette  dernière  équatiou 
représente  un  plan  dans  lequel  la  courbe  est  située. 


De  la  Sphère  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe 
donnée. 

277.  L’équation  de  la  sphère  renferme  quatre  para- 
mètres arbitraires,  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  ; 
on  peut  donc  en  chaque  point  d’une  courbe  établir  un 
contact  du  troisième  ordre  entre  cette  courbe  et  une 
sphère  ; celle-ci  sera  la  sphère  osculatrice. 

Soit  M un  point  de  la  courbe  donnée;  faisons  passer 
par  ce  point  une  sphère  dont  nous  représenterons  le  centre 
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par  O.  Prenons  sur  la  courbe  un  point  M'  infiniment 
voisin  du  point  M,  et  considérons  le  plan  qui  passe  par  le 
point  M' et  par  le  rayon  MO;  ce  plan  coupe  la  sphère 


M P H 

suivant  un  grand  cercle,  et  le  plan  tangent  en  M à la 
sphère  suivant  la  ligne  MH  tangente  au  grand  cercle. 
Abaissons  M'P  perpendiculaire  sur  MH,  et  désignons 
par  rn  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  cir- 
conférence du  cercle.  D’après  la  définition  générale  du 
n°  267,  la  sphère  O sera  osculatrice  au  point  M de  la 
courbe  donnée,  si  la  ligne  M'm  est  un  infiniment  petit 
du  quatrième  ordre,  l’infinimcnl  petit  principal  étant  la 
ligne  MP  ou  tout  autre  infiniment  petit  dont  le  rapport 
à MP  tend  vers  une  limite  Unie.  On  a 


M'm  = M'P  — mP, 

et  mP  = —~r  est  un  infiniment  peut  du  deuxième 

ordre;  donc  il  faut  déjà  que  M'P  soit  elle-même  un  in- 
finiment petit  du  deuxième  ordre,  ce  qui  s’accorde  avec 
ce  qu’on  a dit  au  n°  267.  Désignons  par  /'le  rayon  de  la 
sphère,  par  s l’arc  de  la  courbe  terminé  en  M et  compté 
à partir  d’une  origine  quelconque,  par  As  l’arc  MM' de 
la  même  courbe.  On  aura 

Mm  Mp’  -4-  mP’  MÎvT'  - M~P  •+■  m P 
2 r 2 r 2 r 


ou 


4s>  _ (4s  — MM')  (4s  + MM')_-t-  M'  P_  — m P' 
ir  2 r 
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or,  la  différence  entre  l’arc  As  et  sa  corde  est  un  infi- 
niment petit  du  troisième  ordre  (n°  266)  ; M P et  mP 
sont  des  infiniment  petits  du  quatrième  ordre:  donc,  la 
différence  des  deux  quantités 


est  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre.  Par  consé- 
quent, la  sphère  osculatrice  est  telle  que 

A.»’ 

M'P 

2 r 

est  un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre. 

Désignons  par  ya,  z0  les  coordonnées  du  centre  de 
la  sphère  osculatrice  relatives  à trois  axes  rectangulaires; 
par  T.  y , z les  coordonnées  du  point  M;  par  x 4-  A.r. 
y 4-  Ay,  z 4-  Az  celles  du  point  M'.  L'équation  de  la 
sphère  sera 

(X-  .r.)‘-t-(Y (Z- :>  = /■’, 


et  celle  du  plan  tangent  en  M, 

(.r  — x.)  (X*— x)  -t-  (y— y,)  (Y— 


■ (z  — z,)  (Z  — z)  = o. 


Le  centre  de  la  sphère  et  le  point  M'étant  situés  d'un 
môme  côté  du  plan  tangent,  on  obtiendra  des  résultats 
de  même  signe  si  l’on  remplace  X,  Y,  Z,  dans  l’équation 
précédente,  par  les  coordonnées  de  l’un  et  de  l’autre 
point.  Or,  la  substitution  des  coordonnées  du  centre 
donne  le  résultat  — r;  donc  la  substitution  des  coor- 
données du  point  M'  donnera  un  résultat  négatif.  D’après 
cela,  la  distance  M'P  du  point  M' au  plan  tangent  sera 


M'P  = 


(x,  — x)  Ar  4-  ( r.  — y)  Av  4-  (*„  — z)  Ai 
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el,  par  conséquent,  on  aura 


M'PXr  — - Aï’ 

2 

=■(*•—  •*)  A.r  -+-  (jo  - — / ) Ay  -+-  (s.—  z)  Az  — - As»; 

2 


telle  est  l’expression  de  la  quantité  qui  doit  se  réduire  à 
un  infiniment  petit  du  quatrième  ordre. 

On  a 

d7  X d7  X 

1 TT h • . . , 

2 b 

ti7  y d7  y 

1 7* 

2 b 


Ax  =r  dx-\- 
tsy  — dy+' 


d'  z d*  z 

A z — dz  -I -4-  ■ 

1 O 


et 


à s — ds  -+■ 


d' s 


d’où,  par  l’élévation  au  carré, 

a **  = ds ’ + ds  d' s -H . . . . 

Pour  remplir  l’objet  demandé,  il  suffit  de  substituer  ces 
valeurs  de  Ax,  Aj,  Az,  As*  dans  l’expression  précédente 
et  d’égaler  ensuite  à zéro  la  somme  des  termes  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  la  somme  des  termes  du  deuxième 
ordre,  et  enfin  celle  des  termes  du  troisième  ordre.  On 
obtient  ainsi  les  équations 

/ (J,—  x)dx  +(/,—  jr)djr  -t ~(z,—  z)dz  = O, 

(i)  < (x,-x)d'x+[y,  — y)d'y-+{z, — z)d*z—  ds'  — o, 

\ [x, — x)  d3 x-h  (y,  — y)  il* y -4-  (z, — z)  ePz  — 3 dsd’s—O, 

qui  détermineront  les  coordonnées  x„,  jt,  za  du  centre  de 
la  sphère  osculalrice.  Le  rayon  r sera  donné  ensuite  par 
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l’équation 

(3)  (x,  — x)3  -+■  (y.  — y y + (ï.  — *;»  — r>  — o. 

I!  faut  remarquer  que  la  première  des  équations  (i) 
s’obtient  en  différcntianl  l'équation  (a),  dans  l’hypo- 
thèse de  x0,  y0,  zQ,  r constantes-,  pareillement,  on  obtient 
les  deux  dernières  équations  (i)  en  différcntianl  deux 
fois  de  suite  la  première,  dans  la  même  hypothèse. 

278.  D'après  cette  remarque,  les  équations  { i ) et  (a) 
peuvent  être  représentées,  pour  abréger,  par 

V o,  < /V  — o,  d1  V = o,  a J 3 V = o. 

Si  les  trois  premières  sont  seules  satisfaites,  la  sphère 
n’aura  avec  la  courbe  qu’un  contact  du  deuxième  ordre, 
et  il  restera  une  constante  arbitraire  dans  son  équation. 
Si  les  deux  premières  équations  sont  seules  satisfaites, 
la  sphère  n’aura  qu’un  simple  contact  du  premier  ordre 
avec  la  courbe,  mais  il  restera  deux  arbitraires  dans 
son  équation  ; enfin,  quand  la  première  condition  est 
seule  satisfaite,  il  n’y  a plus  de  contact  au  point  com- 
mun, et  il  reste  trois  arbitraires  dans  l’équation  de  la 
sphère. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  on  peut  assujettir  la  sphère  à 
passer  par  un  point  M'  (*  + Ax,  jr  + ùjr,  î + As) 
de  la  courbe,  ce  qui  donne  la  condition 

V-t-AV  = o. 

Or,  si  les  i — i premières  des  quatre  équations  précé- 
dentes sont  satisfaites,  et  que  / désigne  la  variable  indé- 
pendante, la  nouvelle  condition  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 
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s s'annulant  avec  A t;  elle  se  réduira  donc  à 


ou  à 


d‘\ 

d‘V  = o, 


lorsque  le  point  M' viendra  se  confondre  avec  le  point  M. 
Donc  : Toute  sphère  qui  a un  contact  d'ordre  i en  M avec 
une  courbe  peut  être  regardée  comme  la  limite  d'une 
sphère  qui  a un  contact  d'ordre  i — i et  qui  passe  par  un 
point  M/  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  M. 

279.  Nous  présenterons  encore  ici  deux  propositions 
qu’il  convient  de  remarquer. 

Théorème  I.  — La  sphère  oscu/atrice  an  un  point  M 
t l'une  courbe  est  la  limite  de  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  M et  par  trois  autres  points  de  la  courbe  infini- 
ment voisins  de  M. 

En  effet,  désignons  par  t la- variable  indépendante 
choisie  de  manière  que  les  quatre  points  de  la  courbe 
répondent  aux  valeurs 


t,  f-t-Af,  t- fait,  n-3Af, 


de  celte  variable;  soient 


j-,  j--+-ûjr, 

x,  x-y-^x, 

z;  î + Aî; 


r + îAr  + A’i-, 
y-hiAj ■+■  A5/, 


3 A jt  -4-  3 A’ r -i-  A’.r, 
y -t-  3 A y -t-  3 A ’y  -+-  A *y, 
2-f  SAz-t-SA’ï-t-A’ï 


les  coordonnées  des  quatre  points.  Les  équations  qui  ex- 
priment qu’une  sphère  passe  par  ces  points  sont 


V=o,  V + AV=o,  V+  aAV-t-  A>  V = o, 
V-t-3AV-t-  3 A*  V -t-A1V  = o, 
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en  posant 

v = (*  — *.)»  + (r-  r.Y  + (»  - *.)’  - r\ 

et  elles  équivalent  aux  suivantes  : 


„ AV  A’V 

V=0,  = O,  : 

a e m2 


o, 


A’  V 

Â77 


Quand  At  s'annule,  les  trois  dernières  équations  se 
réduisent  à 

d\  d7V  rfJV 


et  l’on  a ainsi 

V = o,  dVr=  O,  d7  V ™ o,  rf*V  = o, 
conditions  qui  sont  bien  celles  de  la  sphère  osculatrice. 

280.  Théorème  If.  — Le  centre  de  la  sphère  osculatrice 
en  un  point  M d' une  courbe  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  point  d'intersection  de  l'axe  du  cercle  de  cour- 
bure en  M,  et  du  plan  normal  en  un  autre  point,  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  M.  Ce  centre  est  aussi  la 
limite  du  point  d' intersection  du  plan  normal  en  M et 
des  plans  normaux  en  deux  autres  points  de  la  courbe 
infiniment  voisins  de  M. 

En  effet,  quand  on  considère  x0,  J'o,  «o  comme  des 
coordonnées  variables  dans  les  équations  (i)  du  n°  277, 
la  première  équation  est  précisément  celle  du  plan  nor- 
mal en  M,  et  le  système  des  deux  premières  appartient 
(n°264)  à l’axe  du  cercle  de  courbure.  Représentons  par 
V=o,  dV—o 

ces  deux  équations.  Le  plan  normal  en  un  point  infini- 
ment voisin  deM  aura  pour  équation  : 

V-+-  AV=o, 

I.  27 
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et,  en  la  joignant  aux  deux  précédentes,  on  aura  le  sys- 
tème qui  convient  au  point  d’intersection.  Mais,  par  le 
raisonnement  déjà  employé  plus  haut,  cette  dernière 
équation  se  réduit,  au  moyen  des  précédentes,  à 

d-\ 

t étant  la  seule  variable  indépendante,  et  s une  quantité 

rf’ V 

qui  s’annule  avec  At:  en  outre,  elle  devient = o ou 

3 dp 

d’\  = o, 

quand  A<  s’annule.  De  là  résulte  la  première  partie  du 
théorème  énoncé. 

La  deuxième  partie  se  démontre  immédiatement  en 
reproduisant  le  raisonnement  du  numéro  précédent.  Les 
trois  plans  normaux  qu'il  faut  considérer  ont  pour 
équations 

V=o,  V+AV=o,  V+aiV+A’V^o, 

la  variable  indépendante  t augmentant  de  Ai  quand  on 
passe  d’un  des  points  considérés  au  suivant.  Le  point 
d’intersection  de  ces  trois  plans  satisfera  donc  aux 
équations 


AV 

A1  V 

< 

II 

0 

1 

II 

P 

. 

= 0, 

AI 

AI3 

qui 

deviennent  à la  limite 

dV 

d*  V 

V ~ o*  ~dt 

~dF 

= 0, 

ou 

V=  o,  d\  — o, 

d'y 

= o. 
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Expressions  des  coordonnées  du  centre  et  du  rayon 
de  la  sphère  oscu/atrice  en  un  point  d'une  courbe. 

281 . D’après  l’analyse  précédente,  les  coordonnées  du 
centre  de  la  sphère  osculatricc  sont  déterminées  par 
l’équation  du  plan  normal  jointe  à celles  qu’on  en  déduit 
par  deux  différentiations  relatives  à la  variable  indépen- 
dante dont  les  coordonnées  de  la  courbe  sont  fonction. 
Or,  avant  d’exécuter  l’une  de  ces  différentiations,  on 
peut  multiplier  l’équation  qu’il  s’agit  de  différentier  par 
une  fonction  quelconque  des  coordonnées;  car  si  l’on 
représente  cette  équation  par  V = o,  et  qu’on  la  rem- 
place par  MV=  o,  on  obtiendra,  par  la  différentiation, 
V4M  4-  M4V  = o,  qui  sera  équivalente  h dX  = o,  à 
cause  deV=o.  Cela  posé,  en  conservant  les  notations 
dont  nous  avons  constamment  fait  usage,  et  dont  nous 
avons  présenté  le  résumé  au  n°  274,  l’équation  du  plan 
normal  sera 

(1)  (.r,  — x) cos x -+-  v)  cosS  -+-  (s,  — z)  cos-/  “ o; 

en  différentiant  dans  l’hypothèse  de  x0,  J o»  ~»  con- 
stantes et  employant  pour  cet  objet  les  formules  (2)  et  (5) 
du  u°  274,  on  obtient 

(2)  (.r,  — x)  cos  H -t-  (j-,  — v)  cos  u ■+•  ( z.  — s)  cos;  = R; 

différentiant  de  nouveau,  au  moyen  des  formules  (3) 
et  (5)  du  n°  274,  il  vient,  en  ayant  égard  à l’équa- 
tion (1), 

(3)  (x,—  x)  cos 'a  -4-  [y.  — y)  cos  a +•(*,—  s)  cosv  = — • 

Ajoutons  maintenant  les  équations  (1),  (2),  (3)  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  d’abord  par  cos  a, 
cosi-,  cosX,  puis  par  cos  S,  cose,  cos  ja,  puis  enfin  par 

a7- 
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cos  y,  cos£,  cosv,  il  viendra 


(4) 


JC  = R COS  ; — 

TVR 

ds 

COS  /. 

y = R cos  t,  — 

Tf/R 

ds 

COS  fl 

s = R cos  Ç — - 

Tr/R 

ds 

COS  y ; 

en  outre,  si  l’on  ajoute  les  équations  (4)  après  le6  avoir 
élevées  au  carré,  on  aura  celte  expression  simple  du 
carré  r*  du  rayon  de  la  sphère  osculatricc, 


(5) 


r3  = R3  + 


TVR3 

‘ its'~' 


Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  situé  sur  l’axe 
du  cercle  de  courbure  et  l’équation  (3)  montre  que  sa 
distance  au  plan  de  ce  cercle  est  égale  à la  valeur  absolue 

rj»  ^ 

de  — - — i ou,  d’après  l’équation  (5),  égale  à yV!  — R*;  il 

as  » 

résulte  de  là  que  : 

Le  cercle  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  est 
V intersection  du  plan  oscillateur  et  de  la  sphère  oscu- 
latrice relatifs  au  même  point. 

282.  Cette  propriété  entraîne  une  conséquence  que 
nous  devons  signaler.  La  sphère  osculatrice  en  un  point  M 
d'uue  courbe  C est  la  limite  des  sphères  qui  passent  par  M 
et  par  trois  autres  points  M',  M",  M*  de  la  courbe  C 
infiniment  voisins  de  M;  pareillement  le  plan  osculateur 
est  la  limite  des  plans  qui  passent  par  M et  par  les  deux 
points  M',  M".  Il  résulte  de  là  que  le  cercle  de  courbure 
est  la  limite  des  cercles  qui  passent  par  le  point  M et  par 
deux  autres  points  M',  M"  infiniment  voisins  de  M.  Cela 
posé,  projetons  la  courbe  et  le  cercle  sur  un  plan  quel- 
conque, et  soient  m,  m1,  ni"  les  projections  de  M,  M', 
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M";  le  cercle  se  projettera  suivant  une  ellipse  qui  aura 
un  contact  du  deuxième  ordre  en  m avec  la  projection  de 
la  courbe  C,  car  elle  est  la  limite  d’une  ellipse  passant 
par  m et  par  deux  points  infiniment  voisins  de  m (n°215). 
En  particulier,  si  l’on  projette  la  courbe  C sur  le  plan  du 
cercle  de  courbure  en  M,  la  projection  obtenue  aura  ce 
même  cercle  pour  cercle  de  courbure  en  M. 


Des  surfaces  enveloppes. 

283.  Désignons  par  J' (x,  y,  z , a)  une  fonction  des 
quatre  variables  x,  y,  z,  a dont  la  valeur  soit  bien  déter- 
minée quand  on  a fixé  les  valeurs  de  x,  y,  z,  a.  Si  l’on 
suppose  que  .r,  y,  z représentent  des  coordonnées  quel- 
conques et  que  a soit  un  paramètre  variable,  l'équation 

(i)  f[x,  x,  z,  «)  =o 

représentera  une  famille  de  surfaces;  à chaque  valeur 
de  a répondra  une  surface  individuelle. 

Si,  après  avoir  donné  à a une  valeur  déterminée,  on 
attribue  à ce  paramètre  la  nouvelle  valeur  a.  -1-  Aa,  on 
aura  une  deuxième  surface  ayant  pour  équation 

/(•r»  y s zj  * -+-  = o, 


et  qui  coupera  la  première  suivant  une  certaine  courbe. 
On  peut  prendre  pour  la  deuxième  équation  de  cette 
courbe 

/(.r,  r,  a,  g -I-  Aa)  — /(x,  r,  z,  a) 

Aa  ’ 

au  lieu  de  la  précédente. 

Maintenant,  si  l’on  fait  tendre  Aa  vers  zéro,  l’inter- 
section dont  nous  venons  de  parler  tendra  vers  une  cer- 
taine limite,  pour  laquelle  ou  aura,  outre  l’équation  (i), 
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el  il  y aura  sur  chacune  des  surfaces  représentées  par 
l’équation  (i)  une  courbe  déterminée  de  cette  manière. 
Le  lieu  géométrique  de  toutes  ces  courbes  est  une  sur- 
face dont  l’équation  s’obtiendra  par  l’élimination  de  a 
entre  les  équations  (i)  et  (a);  cette  surface  est  dite  l’en- 
vcloppe  des  surfaces  que  représente  l’équation  (i),  et 
celles-ci,  à leur  tour,  ont  reçu  le  nom  d' enveloppées . 
La  courbe  variable  représentée  par  les  équations  (i) 
el  (a),  et  dont  l’enveloppe  est  le  lieu  géométrique,  a été 
nommée  par  Monge  la  caractéristique  <le  l'enveloppe. 


284.  Théorème  I.  — L’enveloppe  est  tangente  à l'en- 
veloppée en  chaque  point  de  la  caractéristique. 

En  effet,  soit  M (x,  j,  s)  l’un  des  points  communs  à 
l’enveloppe  et  à l’enveloppée;  pour  établir  que  l’enve- 
loppée et  l’enveloppe  ont  le  même  plan  tangent  en  M,  il 
suffit  de  montrer  que  si  l’on  prend  x et  y pour  variables 
indépendantes,  la  valeur  de  la  différentielle  totale  dz 
sera  la  môme  au  point  M,  pour  l’enveloppée  et  pour 
l’enveloppe. 

L’enveloppée  étant  représentée  par  l'équation  (i)  où  or 
a une  valeur  déterminée,  la  valeur  de  dz  relative  à celle 
surface  est  donnée  par  l’équation 


(3) 


àf 

Tx,u+  dy 


o, 


que  l’on  obtient  en  différenliant  l’équation  (i)  dans  l’bv- 
pothèse  de  « constante. 

L'équation  (i)  peut  aussi  être  prise  pour  celle  de  l’en- 
veloppe,'pourvu  qu’on  regarde  a non  plus  comme  une 
constante,  mais  comme  une  fonction  de  x,  y,  z définie 
par  l’équation  (a).  Alors,  pour  avoir  la  valeur  de  dz  qui 
convient  à l’enveloppe,  il  faut  différenlier  l’équation  (i), 
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dans  l'hypothèse  de  a variable.  Il  vient  ainsi 


(4)  '£dx  + Vdr  + 'lfrh  + ‘fda  = 0., 

dx  dy  dz  rfa 


mais 


lion  (a),  notre  équation  (4)  se  réduit  à l’équation  (3), 
la  valeur  de  a.  devant  être  ici  tirée  de  l’équation  (a). 
Comme  cette  valeur,  pour  les  points  communs  à l’enve- 
loppe et  à l’enveloppée,  est  précisément  celle  qui  convient 
à l’enveloppée,  l’équatiou  (3)  donnera  pour  l’une  et 
l’autre  surface  la  même  valeur  de  dz,  ce  qui  démontre 
le  théorème  énoncé. 


285.  Considérons  trois  enveloppées  répondant 
valeurs 


a,  a-4-Aa,  a-f-^Aa 


aux 


du  paramètre.  Ces  trois  enveloppées  se  couperont  en 
certains  points  m,  m', . . . dont  les  coordonnées  satisfe- 
ront aux  équations  des  trois  surfaces,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  aux  trois  suivantes  : 


(5)  f(x,jr,z,a)  = o, 
en  posant 

*/(•*>  y,  *.  “}  ~/{x,  y,  z, 
vf(x,  y,  z,  *)  —f(x,  y , z, 
— :*/(•*>  y 


*.«)__  f(r,y , 

’ A*1 

a-t-Aa )—/(*,  y, 

a -1-  24a) 

» zi  “ + 4a) 


z>  a)i 

y . z,  <*)• 


Maintenant,  si  l’on  fait  tendre  A a vers  zéro,  les  points 
tri,  m',.  . . tendront  vers  certaines  limites  M,  M'.  . .,  dont 
les  coordonnées  vérifieront  les  équations 


(6)  f(r,y,  Z,  a)  — O, 


d/(x,y,z,  g) 
c/a 


d'/(x,j,  z,  a; 

°’  7ÏT- 


O, 


auxquelles  se  réduisent  les  précédentes  quand  Aa  s’éva- 
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nouit.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  points  M,  M', . . . sont 
aussi  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  points  d’inter- 
section de  la  caractéristique 

,,  '/fi*,  V.  z.  a) 

/(•r.  X,  a.  “,!  = o,  -=o, 

et  de  l’enveloppée 

/(■r.r.  « + Aa)  = 0, 

lorsque  l’on  fait  tendre  Aa  vers  zéro. 

11  y a ainsi  sur  chaque  caractéristique  un  ou  plusieurs 
points  tels  que  M,  M',. . et  le  lieu  de  tous  ces  points 
forme  une  courbe  dont  les  équations  s’obtiendront  par 
l'élimination  de  a entre  les  équations  (6);  Monge  lui  a 
donné  le  nom  d 'arête  de  rebroussement  de  l’enveloppe. 

286.  Théorème  II.  — Toutes  les  caractéristiques  sont 
tangentes  à l' arête  de  rebroussement. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  prouver  qu’en 
chaque  point  commun  à la  caractéristique  et  à l’arête 
de  rebroussement,  les  valeurs  de  dy  et  de  dz  sont  les 
mêmes  pour  les  deux  courbes,  x étant  prise  pour  variable 
indépendante. 

Représentons,  pour  abréger,  par/7,  f"  les  dérivées 

d'f  , , . , . ... 

-j—ri  les  équations  de  la  caractéristique  seront 

1 7 ) S{x,  )■>  “)  = °<  — 0 » 

et,  en  cl ifféren liant  dans  l’hypothèse  de  a constante,  on 

aura  les  équations 


(8) 


df  , df  , df  . 
d.t:  dy  dz 


■ O, 


4T 


\dr_d 

[ tU-  dy  v dz 


dIL.tr—. 


* dy  H T"  dz  = o, 

qui  détermineront  dy  et  dz  en  chaque  point  de  la  courbe. 
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Les  équations  (7)  peuvent  aussi  être  prises  pour  celles 
de  l’arête  de  rebroussement,  à la  condition  que  a y désigne 
la  fonction  de  x,  y,  z déterminée  par  l’équation 

(9)  /"’(•*./>  *.  *)  = o. 

Mais  en  dififérentiant  les  équations  (7)  dans  cette  nou- 
velle hypothèse,  on  obtient  toujours  les  mêmes  équa- 
tions (8),  car  les  termes  -£■  da,  da  ou  f da,  f"  da, 

qu’introduit  la  variation  de  a,  sont  nuis  par  les  condi- 
tions de  la  question.  Comme  a a d'ailleurs  la  même  va- 
leur pour  les  points  communs  à la  caractéristique  et  à l’a- 
rête, les  équations  (8)  donneront,  pour  les  deux  courbes, 
les  mêmes  valeurs  de  dy  et  de  dz  ; en  conséquence  ces 
courbes  sont  tangentes. 


Des  surfaces  développables. 

287.  Nous  appellerons  surface  développable  toute 
surface  qui  est  l’enveloppe  d’un  plan  mobile. 

Soient  a,  b,  c,  p des  fonctions  données  d’un  paramètre 
variable  et  a',  b',  c\p'  leurs  dérivées;  l’équation  d’un 
plan  mobile  sera 

(1)  ax  -4-  bjr  -t-  es  — p = o ; 

et  celle  de  l’enveloppe  s’obtiendra  par  l’élimination  du 
paramètre  entre  l’équation  (1)  et  la  suivante  : 

(a)  «'x-f-  b' y -t-  c'a  — p' — o; 

enfin  les  équations  (1)  et  (2)  appartiendront  à la  caracté- 
ristique. Cette  caractéristique  est  ici  une  ligne  droite  et, 
comme  elle  est  tangente  à l’arête  de  rebroussement  de 
l’enveloppe,  on  voit  qu’une  surface  développable  est  le 
lieu  géométrique  des  tangentes  d'une  courbe  gauche. 
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L’arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable 
peut  se  réduire  à un  point;  cela  arrivera  si  les  fonctions 
fl,  b,  c,  p du  paramètre  sont  liées  entre  elles  par  l’équa- 
tion 


(3) 


a.r,  -+-  b]  , -4-  ci,  — p 


xoi  Jo»  so  ®*ant  ‘les  constantes.  Dans  ce  cas,  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  se  réduisent  à 


(4) 


a (x  — x.)  -t-  b (/  — y,)  -h  c {z  — z.)  = o, 
a'(x  — x.)  + b' (y  — y,)  4-  £■'(*  — = o, 


et  la  surface  développable  est  un  cône  qui  a pour  sommet 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  z0.  Enfin  , si 

l’on  pose 


x,  — niz„ 


y = n: 


m,  n étant  des  constantes,  et  que  l’on  fasse  tendre  vers 
l’infini,  l’équation  (3)  se  réduira  à 


(5) 


am  + 4s  + c = o. 


Si  les  fonctions  a , b,  c satisfont  à cette  relation  (5),  les 
équations  (t)  et  (3)  pourront  être  mises  sous  la  forme 


(6) 


n (x  — mi)  -4 - b [y  — nz)  — p — o , 
n'  [x  — mz)  -t - b'  (y  — nz)  — p'  ~ o , 


et  elles  appartiendront  alors  à une  surface  cylindrique. 
Ici  l’arête  de  rebroussement  se  réduit  à uu  point  situé  à 
l’infini. 

288.  Le  plan  mobile  enveloppé  par  une  surface  dé- 
veloppable n’est  autre  chose  que  le  plan  oscillateur  de 
l’arête  de  rebroussement  de  la  surface.  En  effet,  dési- 
gnons par  x,  y , z les  coordonnées  d’un  point  de  l’arête, 
et  soient  a",  b'\  c",  p"  les  deuxièmes  dérivées  des  fonc- 
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lions  a,  A,  c,  p;  on  aura 

a.c  -t-  by  ■+■  cz  — p = o , 
a'x  ■+-  b' y y-  c'  z — p'  — o . 
a"  x y-  b" y -t-  e"  s — p'~  ° > 

toutes  les  quantités  qui  figurent  dans  ces  formules  sont 
fonctions  du  même  paramètre  ; nous  prendrons  ce  para- 
mètre pour  variable  indépendante.  Si  l’on  différentic  les 
deux  premières  des  équations  précédentes,  il  viendra,  en 
ayaut  égard  aux  deux  dernières, 

adx  y-  bdy  -t-  cdz  — o, 
a'  dx  -t-  b' dy  -t-  c'  dz  — o ; 

différentiant  la  première  de  ces  deux-ci  et  ayant  égard  à 
l’autre,  ou  aura 

ad'x  -t-  bd3y  -t-  cd'z  — o. 

Les  équations 

adx  y-  b dy  y-  cdz  = o , ad3x  bdxy  -t-  cd‘z  = o 

montrent  (n°  268)  que  n,  b,  c sont  proportionnels  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  coordonnés  l’axe 
du  plan  osculateur  de  l’arète;  donc  ce  plan  osculateur  est 
précisément  notre  plan  mobile. 

289 . Considérons  une  surface  développable  quelconque  ; 
soient  A un  point  de  l’arête  de  rebroussement  n partir 


if 


X» 




H \ 


v \ 


duquel  nous  compterons  l’arc  s de  cette  arête,  et  E le  point 
qui  répond  à s = S.  Inscrivons  dans  l’arc  S une  ligne 
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polygonale  ABCDE  d’un  nombre  n de  côtés  dont  les  di- 
rections soient  respectivement  AB,  BC,  CD,...;  dési- 
gnant ensuite  généralement  par  s l’arc  de  l’arête  compris 
entre  le  point  A et  l’un  des  sommets  du  polygone,  pro- 
longeons le  côté  qui  se  termine  à ce  sommet  d’une  quan- 
tité t — f (s),  (f  désignant  une  fonction  quelconque;  joi- 
gnons entin  chacun  des  points  n,  b,  c,. . . qui  terminent 
les  lignes  t au  point  suivant.  On  formera  ainsi  une  sur- 
face polyédrale  composée  de  n — i faces  triangulaires 
et  qui  sera  limitée  par  la  ligne  polygonale  inscrite  dans 
l’arc  S,  les  côtés  extrêmes  de  cette  ligne,  et  la  ligne  brisée 
abed.  Or,  en  faisant  tourner  les  faces  triangulaires  Dde , 
C cb,...  autour  des  côtés  respectifs  De,  C b,...,  on 
pourra  placer  tous  ces  triangles  dans  le  plan  ABC  du  pre- 
mier d’entre  eux;  on  obtiendra  ainsi  ce  qu’on  appelle 
le  développement  de  la  surface  polyédrale.  Dans  ce  déve- 
loppement les  longueurs  t et  les  côtés  des  deux  lignes 
brisées  ABCDE,  abede  demeurent  invariables. 

Supposons  maintenant  que  le  nombre  n des  côtés  de  la 
ligne  polygonale  ABCDE  augmente  indéfiniment , et  que 
chacun  de  ces  côtés  tende  vers  zéro,  la  ligne  ABCDE  aura 
pour  limite  l’arc  S,  et  notre  surface  polyédrale  tendra  à 
se  confondre  de  plus  en  plus  avec  la  portion  de  la  surface 
développable  limitée  par  l’arc  AE  de  l’arête,  les  tan- 
gentes Aa,  Es  aux  extrémités  de  cet  arc  et  un  certain 
arc  de  courbe  as,  défini  par  l’équation 

1 = ?(*). 

s étant  l’arc  AM  de  l’arête,  et  t la  portion  M u de  la  tan- 
gente en  M qui  est  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
l’arc  de  courbe  as. 

D’un  autre  côté,  le  développement  de  la  surface  polyé- 
drale tendra  aussi  vers  une  certaine  limite,  et  nous  dirons 
que  cette  limite  est  le  développent  nt  de  la  portion  de 
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surface  développable  que  nous  considérons.  En  particu- 
lier, la  courbe  plane  qui  est  la  limite  de  la  ligne  poly- 
gonale abcd  après  le  développement  de  la  surface  polyé- 
drale  sera  le  développement  ou  la  transformée  de  la  ligne 
courbe  at  tracée  sur  la  surface  développable.  Il  est  évi- 
dent que  le  plan  ABC  a pour  limite  le  plan  osculaleur  de 
l’arèle  au  point  A,  lequel  est  tangent  (n°288)  à la  sur- 
face développable;  aussi  le  développement  dont  nous  ve- 
nons de  parler  est-il  exécuté  sur  le  plan  tangent  en  A à 
la  surface.  Remarquons  enCn  que  l'équation  t ■=.  ÿ (s), 
qui  a lieu,  par  hypothèse,  pour  la  courbe  «£,  subsiste 
après  le  développement. 


De  la  surface  polaire.  — Lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices  aux  divers  points  d'une  courbe  donnée. 

290.  On  a vu  au  n°  26i  que  si  l’on  représente  par 
V = o 

l’équation  du  plan  normal  en  un  point  (x,y,  s)  d’une 
courbe,  la  droite  polaire  ou  axe  du  cercle  de  courbure  a 
pour  équations 

V — o , t/V  = o, 

la  caractéristique  d étant  relative  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires x, y,  z et  aux  quantités  qui  dépendent  de  la 
même  variable  indépendante  ; nous  avons  démontré  enfin 
au  n°  278  que  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère 
osculatrice,  pour  le  point  (x,  y,  z),  sont  données  par  les 
trois  équations 

V — o , dV  — o,  </’V  = o. 

Il  résulte  de  là  que  le  plan  normal  d'une  courbe  a pour 
enveloppe  une  surface  développable  dont  la  caractéris- 
tique ou  la  génératrice  est  la  droite  polaire,  et  dont  l’arète 
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de  rebroussement  est  la  courbe  lieu  des  ceniresdes  sphères 
osculatrices.  Cette  surface  développable  a reçu  le  nom  de 
surface  polaire. 

II  est  évident  que  la  courbe  lieu  des  centres  de  cour- 
bure est  située  sur  la  surface  polaire. 

291.  Nous  avons  donné  au  11“  281  les  expressions  des 
coordonnées  x0,_/0,  z0  du  centre  de  la  sphère  osculalrice; 
ces  expressions  sont 

I _ , TrfR 

1 X,  —X  -4-  R COS: — — COSÀ, 

l as 

, , 1 _ TrfR 

1 ) < yt  — r -t-  R cosn — cosit , 

' j ds 

I „ v TrfR 

! i,  = z -+-  Rcos^ — cos*, 


et  l’on  a,  en  outre 

(2) 


r'=R'  + 


T’rfR’ 
ds’  ' 


notre  notation  étant  ici  la  même  qu’au  n°274. 

Si  l’on  différentie  les  équations  (1)  et  (a)  en  faisant 
usage  des  formules  du  n°  274,  et  que  l’on  fasse 


(3) 


. , /R ds  TrfR\ 

*■=*[— +*-ûr)- 


en  attribuant  à dst  le  signe  de  ds,  il  viendra 


(4)  dx.zzz^ptls.c osX,  dy,  = rp rfi.cosfi,  dz,  — qp rfx.cosv , 


et 

(5) 


rdr  — : 


TrfR 

ds 


ds.. 


Les  formules  (4)  montrent  : i°  que  ds„  est  la  différen- 
tielle de  l'arc  de  l’arète  de  rebroussement  de  la  surface 
polaire;  a0  que  la  tangente  à cette  arête  est  précisément 
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la  droite  polaire,  ce  qui  esi  une  confirmation  des  résul- 
tats obtenus  précédemment. 

Mais  on  voit  aussi  que  ds0  peut  être  nulle,  et  alors  l'a- 
rête doit  se  réduire  à un  point.  Les  formules  (4)  et  (5) 
montrent  que  .r0,  y0,  -Sg,  r sont  des  constantes;  la  même 
sphère  est  osculatrice  en  chacun  des  points  de  la  courbe 
donnée  ; celle-ci  est  donc  située  sur  cette  sphère. 

On  peut  conclure  de  là  que  si  une  courbe  est  sphérique 
et  située  sur  une  sphère  de  rayon  a,  on  a,  par  l’équa- 
tion (a), 


(6) 


R’ 


TrfR3 

ds' 


Mais  si  celte  dernière  équation  a lieu  pour  une  courbe, 
a étant  une  constante,  il  ne  s’ensuit  pas  nécessairement 
que  la  courbe  soit  sphérique;  en  effet,  il  résulte  seule- 
ment de  l’équation  (6)  que  l’on  a 

r = a d’où  dr  — o, 

et,  d’après  la  formule  (5),  cette  circonstance  a lieu,  non- 
seulement  quand  ds0  est  nulle,  mais  aussi  quand  <iR  est 

nulle.  Lorsque  c?R  = o,  ou  a ds0  — — 5^  et  dst  ne  peut 

être  nulle  que  dans  le  seul  cas  où  T est  infini;  quand 
T = oo  , la  courbe  est  plane , et  comme  son  rayon  de 
courbure  est  constant,  elle  est  une  circonférence  de  cer- 
cle (n°  194). 

Si  l’on  a <£R  = o ou  R = const.  et  que  T ne  soit  pas 
infini,  l’équation  (a)  donne  r = R et  les  formules  (i)  com- 
parées aux  formules  (3)  du  n°  264  montrent  que  le  centre 
de  la  sphère  osculatrice  se  confond  avec  le  centre  de 
courbure.  On  a donc  ce  théorème  : 


Si  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  gauche  est  con- 
stant, la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  se  confond 
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avec  V arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable 

enveloppe  des  plans  normaux. 

292.  Désignons  par  st0,  60,  70,  £0,  V v0,  R0, 

T»  les  quantités  analogues  à a,  S,  7,...,  et  relatives  à 
l’arête  de  rebroussement.  Faisons  en  outre  abstraction  du 
cas  des  courbes  planes,  c’est-à-dire  du  cas  où  T est  infini. 

Les  formules  (4)  pourront  s’écrire  comme  il  suit: 


(7)  cosa,  = qp  cosX,  cosS0  =;qpcosa,  cos  7,  =dtcosv, 
la  différentiation  de  ces  équations  donne 

ds,  ils 

— co s ç,  =qz~  cos  5, 

ds,  ds 

— COS  r„  =:  ip  ~ COSr, 

ds,  ds 

-R-  eosïo  = qi  — cosï. 


ds,  ds 

— — = — ou  dc,  — dz, 
R.  T 


d'où 

(8) 

et 

(f) j cos;,  COSi,  COSlQ,  =^:cOSl}.  cos  t,  = q:  cosç. 

La  dilférentiation  des  équations  (9)  donne  ensuite,  en 
ayant  égard  aux  formules  (7)  et  (8), 

ds,  ds 

— cos  X„  = qr  — cosa, 

J,  K 

ds,  ds 

— cosa,  = _4_  — cosS, 


d’où 

(10) 


ds, 

Y, 


cos  V, 


ils 
' R 


cos  7, 


ds, ds 

Y.~r 


T, -r  = -5-  OU  dz,  = de, 
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Cl 


(n)  cosÂ,  =q=cosa,  cosft,,  =qrcos6,  cosv,  = qr  cos 7. 

En  comparant  ainsi  la  courbe  proposée  à l'arête  de  re- 
broussement de  la  surface  polaire,  on  voit  que  pour  les 
deux  courbes  la  direction  de  la  normale  principale  est  la 
même,  et  que  la  tangente  de  cbacuue  d’elles  est  parallèle 
à l’axe  du  plan  oscillateur  de  l’autre.  En  même  temps  les 
formules  (8)  et  (9)  expriment  que  la  première  courbure 
de  l’une  quelconque  des  deux  courbes  est  égale  à la  se- 
conde courbure  de  l’autre.  Il  est  évident  que  le  signe  am- 
bigu 4:  peut  être  remplacé  à volonté  par  4-  ou  par  — 
dans  chacune  des  formules  (7),  (9),  (il).  Remarquons 
enfin  que  la  formule  (3)  devient,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède, 

f/R 

(12)  ± rU,  — R dq,  -+-  d - • 

(1  o9 

293.  Considérons  dans  le  plan  des  xy  la  droite  mo- 
bile représentée  par  l’équation 


( 1 3 ) Xsino-,  — Ycosff,=  R, 

l’enveloppe  de  cette  droite  sera  déterminée  par  l’équation 
précédente,  jointe  à celle  qu’on  en  déduit  par  la  diffé- 
rentiation relative  à la  variable  indépendante  dont  dé- 
pendent a0  et  R,  savoir 

(•4)  Xcoso-,  4-  Ysinc,  = 


on  tirera  des  équations  (i3)  et  ( 1 4 ) les  valeurs  suivantes 
des  coordonnées  de  l’enveloppe  : 


(.5) 


1. 


X = 


4-  R sm  a,  4- 


r/R 

— - cos  V,, 


I Y = — R cos  ff,  4- 


*/R  . 

— sm  <r„ 

«<r„ 


28 


Digitized  by  Google 


434  CALCl  I.  DIFFÉRENTIEL. 

et,  en  différentiant, 


" "S) 


COS  Tt. , 


i7Y  — j Rf/c.,  -+-  tl  s’n  *•> 


'/r,. 

ce  (jui  devient,  à cause  de  la  formule  (12), 

(16)  tlX  — dtz/.i, co5u„,  <7Y  - ±i*tsinu,., 


Ces  lormules  expriment  cjue,  pour  notre  enveloppe  plane, 
l’arc  et  la  courbure  sont  les  mêmes  que  pour  l’arête  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire. 

Si  l’on  introduit,  dans  les  équations  (1)  qui  déterminent 
le  centre  de  la  sphère  osculalrice,  les  coordonnées  X,  Y. 
avec  les  angles  £0,  «,,,  X0,  p0,  v0  qui  se  rapportent  à 

l’arête,  il  viendra 


^ x,  = ,r  ± X (cos écosse,  — sin  u,  COS;„)  ± Y ( sin  u,  cosse,  -+-  COS  u,  COS:,', 
< X,  =y±:  X (cosu,cosS,  — sinu»cos>:,)  ± Y (sinu,cosC,  4-  cosu,  cos»s,), 
\ *,  — : rfc  X (cosu,  cosy,  — sin  u,  cosÇ,)  rh  Y(sinu,  cosy,  + cos u, cos ï,); 


le  signe  ambigu  rfc  doit  être  partout  remplacé  par  -+-  ou 
par  — ; on  passe  au  surplus  d’un  signe  à l’autre  en  ajou- 
tant une  demi-circonférence  à l’arc  u0. 

Les  formules  (17)  donnent  immédiatement  la  solution 
du  problème  qui  a pour  objet  de  trouver  une  courbe 
quaud  on  connaît  le  lieu  des  centres  des  sphères  oscula- 
irices.  Dans  ce  cas,  toutes  les  quantités  affectées  de  l’in- 
dice zéro  et  qui  se  rapportent  à l’arête  sont  des  fonctions 
connues  d’une  même  variable  indépendante;  les  équa- 
tions (16)  déterminent  X et  Y par  leurs  différentielles: 
après  quoi  les  équations  (17)  donnent  les  coordonnées  x. 
y,  z de  la  courbe  demandée. 


I 
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Théorie  générale  des  développées  el  des 
développantes. 


294.  Lorsqu’une  courbe  AM  plane  ou  gauche  peu!  être 
décrite  par  l’une  des  extrémités  d'un  fil,  d’abord  enroulé 
sur  une  seconde  courbe  A'M' à laquelle  il  est  fixé  par  son 
autre  extrémité,  et  que  l’on  déroule  de  manière  qu’il  soit 
toujours  tendu,  la  courbe  A'M'  est  dite  une  développer 


de  la  courbe  AM.  Réciproquement  la  courbe  AM  est  une 
développante  delà  courbe  A'M'. 


295.  Recherche  des  développées  d’une  courre  donnée. 
— Nous  désignerons  (n°  274)  par  x,  yr,  z les  coordonnées 
de  la  courbe  donnée  relativement  à trois  axes  rectangu- 
laires; para,  S,  y;  £,  r,,  f ; X,  p,  v les  angles  formés,  avec 
les  directions  des  axes,  par  la  tangente,  la  normale  prin- 
cipale et  l’axe  du  plan  oscillateur;  par  s l’arc  de  la 
courbe,  par  R el  T les  rayons  de  courbure  et  de  torsion. 
Les  quantités  analogues  relatives  à la  seconde  courbe  se- 
ront représentées  par  les  memes  lettres  accentuées. 

Cela  posé,  si  l’on  fait 


(i  ) u—  y (.r'  — r)3  -+-  (y'  — y j1  -4-  (*'  — t )’, 

les  conditions  pour  que  A'M'  soit  une  développée  de  AM 

?.8. 
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seront 

(a)  x' — x — u cosse',  y — y — « cos Ç’ , z' — s — u coi-/’ , 
avec 


(3) 


ds'  — du. 


Si  l’on  diflerenlie  la  première  équation  (a)  en  faisant 
usage  des  formules  du  n"  274,  il  viendra 

ds'  cos  a'  — ils  cos*  — - ~Jr  ros  C ■+•  du  cos*', 


ou,  à cause  de  l'équatiou  (3), 


inlii  , 
ds  cos  a = — cos  H ; 


on  aura  de  même 


ris  cos  6 = — COS  y/, 

IV 

il  du 

ils  cos-/  = — cos!;  . 


Ces  trois  formules  donnent 

(4) 

puis 


ut  la 


(5)  eos(j'  = — cos*,  cosV  — — ros£,  ros|;'  = — COS7, 

ce  qui  exprime  que  la  normale  principale  au  point  M'  de 
la  développée  est  parallèle  à la  tangente  au  point  corres- 
pondant M de  la  développante.  Les  tangentes  aux  deux 
courbes  sont  donc  perpendiculaires,  et  l’on  a 

(t>)  COSa  COSa'  -+-  cosë  cosê'  4-  COS7  COS'/'  = 0. 


Dilférentianl  celle  équation  par  le  moyen  des  formules 
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du  n°  274  déjà  rappelées,  on  trouve 


437 


ds 

R 


( cos  ' cos  a'  4-  cos  n cos?'  -4-  cosÇ  cosy') 
ils' 

4~  — — I COSot  COSË  4-  cosS  cosn  -f-  cosy  cos?  j =r  O, 

R 


ou,  à cause  des  formules  (3),  (4),  (ô), 

(y)  cosï  cosa'  4-  cos>i  cosS'  4-  cos?  cosy'  = — • 
' « 


On  a aussi 


/ ~ R’ 

(8)  cosi  cosa' 4- cos;*  rosS' 4- cos»  cosy' = w 1 -, 


car  011  trouve  une  identité  en  ajoutant  les  équations  (6), 
(7),  (8),  après  les  avoir  élevées  au  carré.  Si  l’on  ajoute 
ces  mêmes  équations,  après  les  avoir  multipliées  d’abord 
par  cosa,  cosï,  cos),  puis  par  cosë,  cosx,  cosp,  puis 
enfin  par  cos 7,  c os£,  cosv,  il  viendra 


(9) 


- R r 
cos  a = — Cos  ; -+- 


cos?'  =r 


R 

— cos  ij  4- 
u 


t 11 

cosy  = — cos  ? 4- 


el  les  équations  (2)  deviendront  alors 


^ j'  = i + R cosÇ  4-  \ — R1  cosa  , 

(10)  • , ' —y  4-  R cos7i  4-  v^"1 — R’cosfi. 

' z'  — z 4-  R cosÇ  4-  — R1  cos». 

Toutes  les  quantités  relatives  à la  courbe  AM  sont  don- 
nées en  fonction  d'une  certaine  variable  indépendante  ; 
donc,  lorsque  l’on  connaîtra  l’expression  de  u en  fonction 
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du  cette  même  variable,  les  équations  (10)  détermineront 

complètement  la  développante  demandée. 

Pour  trouver  u,  il  suffit  de  difl'érentier  l’équation  (7)  : 
cela  donne 


7 (cosç  cos!;'  -+-  COSï;  COSc,'  -+-  COsï  COSÎ') 


— — ' cos  2 cos  x!  -+-  cosS  cosC  -1-  cosy  cosy'} 

ils  , . R 

— j (rosi  cosa  -4-  cos  fi  cosS  -+-  cosv  cosy  }—>/  — ■> 

ou,  à cause  des  formules  (5),  (6),  (7),  (8), 

(") 


.R  , * / RJ 

<1 H <!-  \ I r = °> 

u y tr 


en  écrivant  dx  au  lieu  de  pour  représenter  l’angle  de 

contingence  relatif  à la  deuxième  courbure. 

Telle  est  l’équation  qui  détermine  u.  Si  la  courbe  pro- 
posée est  gauche,  dx  n’est  pas  nul,  et  l’équation  (11)  donne 

— d ‘ ’ 


vA 


la  premier  membre  est  la  différentielle  de  l’arc  dont  le 


R 


cosinus  est—;  on  a donc,  en  désignant  par  g une  con- 
stante arbitraire, 


arc  cos  — — t -t-  g, 
u 


ou 

(.,) 


R , 

- =C0S  T + , 


R 

cos  (r  -t-  g) 
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Si  la  courbe  proposée  est  plane,  l'équation  (11)  sc  ré- 
duit à 


et  l'on  a 

-,  R R 

1 4)  — COS£,  n = ■ , 

n cos» 

£ désignant  une  constante  arbitraire;  cette  valeur  de  u est 
donc  donnée  par  la  formule  (12)  du  cas  général,  quand 
on  y suppose  7 = o. 

En  substituant  dans  les  équations  (10)  la  valeur  de  u 
qu’on  vient  de  trouver,  on  obtient  : t 

| *•'  = x -+-  R cos  4 -t-  R tang  (t  4-  g)  cos  1, 

( 1 4 ) • y — y + R cosu  -t-  R tang  (t  -t-  g)  cosu, 

[ — ; -t-  R cosi  -t-  R tanj;  (t  -+-  g) cosv. 

Les  seconds  membres  de  ces  formules  sont  des  fonctions 
données  d’une  même  variable  indépendante  ; elles  renfer- 
ment cependant  la  quantité  t,  arc  de  la  courbe  sphérique 
qui  mesure  la  deuxième  courbure  de  la  courbe  proposée, 
et  la  détermination  de  7,  en  fonction  de  la  variable  indé- 
pendante adoptée,  exigera  dans  la  plupart  des  cas  des  opé- 
rations qui  sont  du  ressort  du  calcul  intégral.  Les  équa- 
tions (14)  renfermant  une  constante  arbitraire  g , on  voit 
que  la  courbe  proposée  a une  infinité  de  développées. 

29(5.  Désignons  par#,, y,,  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure  M,  relatifau  point  M,  et  soit  A,  M,  la  courbe 
lieu  de  ce  centre;  on  a (n°  26i) 

1 5)  .r,  ~ x -+-  R cos!;,  _>  1 -.v -t- R cosu,  j, s -t- RcosÇ. 

Quelque  valeur  que  l’on  donne  à la  constante  g , les  va- 
leurs de  x',  y\  z'ne  pourront  jamais  coïncider  avec  celles 
de  x,,  y,,  z,  si  7 n’est  pas  nul  ; donc  la  courbe  lieu  des 
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centres  de  courbure  n’est  jamais  une  développée  dans  le 
cas  d’une  courbe  gauche. 

Les  équations  (i4)  et  (i5)  donnent 

(.6) 

COS  A COS  {Z  cosv 

ce  qui  montre  que  les  points  M'  des  développées,  qui  ré- 
pondent au  point  M de  la  courbe  AM,  sont  sur  la  droite 
polaire  M0M,  relative  au  point  M.  Il  résulte  de  là  que 
toutes  les  développées  de  la  courbe  AM  sont  situées  sur 
la  surface  polaire,  qiûest  ainsi  le  lieu  géométrique  de  ees 
développées. 

Enfin  les  développées  que  représentent  les  formules  (14) 
sont  toutes  des  courbes  gauches,  à l'exception  de  celle  qui 
répond  à g = o,  dans  le  cas  où  t est  nul.  En  effet  la  dif- 
férentiation des  formules  (5)  donne  (n°27t) 


do' cos»'  -t-  d t'cosà'  =:  do  cosH, 


do'  cosS'  do'  cos;/  = do  cos r, , 
da'caf.-/’  -I-  c/t'cos»'  —do  cos  Ç , 

d’où 


do’’  dr']  = du'  ; 

si  donc  d r'  est  nul,  on  aura  do'  = da  et 

cos  o!  = cosç,  cos"'  = COSlj,  coiy'  = cosÇ, 


ce  qui  exige,  d’après  la  formule  (7)  ou  (8),  que  l’on  ait 
u — R , 

mais  cette  valeur  n’a  lieu  que  si  la  courbe  AM  est  plane, 
et  elle  répond  à la  valeur  g — o.  Dans  ce  cas  de  t = o, 
g — o,  le  point  M' coïncide  avec  le  centre  de  courbure  M,  ; 
donc  : 

i°  Les  développées  d'une  courbe  gauche  sont  toutes 
des  courbes  gauches. 
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a°  Une  courbe  plane  n'a  qu'une  seule  développée 
plane  qui  est  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure. 

297.  Développement  de  la  surface  polaire. — Nous 
rapporterons  à l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  po- 
laire le  système  des  développées  de  la  courbe  donnée  et 
le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  Retranchant  donc  des 
coordonnées  r'.  etx,,)-,,  z,  données  par  les  équa- 

tions (14)  et  ( 1 5 ) les  coordonnées  x0,> 0,  z0  du  centre  de 
la  sphère  osculalrice  (n°  290),  on  aura 

■r  — x,  — R tangtT  ç)-\-  — cos/., 
y —.r,  = j^R  tang(T  H-  g)  -4-  j cos» , 

*'  — **=  ^Rlang^-4-g)  -h  ~ Jcosv, 


J\  — V,  = COS!/, 


mais  ne  voulant  introduire  que  les  quantités  relatives  à 
l’arète,  nous  remplacerons  cosX,  cos p,  cosv  par  cosa0, 
cosë0,  cosy0  auxquels  il  est  permis  de  supposer  respecti- 
vement les  mêmes  signes,  puis  d r par  </d0  et  même  r 
par  <70.  Je  poserai  en  outre 

R — X sin  a,  — Y cos  c,, 

— — = X cost,  -4-  Y sinn,, 

fi 

elles  nouvelles  variables  X et  Y seront  déterminées,  en 
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fonction  des  seules  quantités  de  l’arête,  par  les  formules 

i ')  <7 X --  tls„  ros g-, , d Y — d.<j  sin  c, , 

comme  on  l’a  vu  au  n°293.  Alors  les  formules  précé- 
dentes deviendront 


1 ~ r* 

> — _ 

- — r. 

COS  aa 

COSë, 

cos/. 

.r,  — _ 

1 ' .î  H 

3.  3, 

COScr, 

cos  6, 

co  s y , 

(X  eos#  Y sing5 
cos(ff, -4 -g) 

— — (Xcos<ra  -+-  Ysimr,). 


Cela  posé,  supposons  que  l’on  ait  choisi  pour  le  plan 
des  xj  un  plan  tangent  à la  surface  polaire  et  exécutons 
le  développement  de  la  surface  dans  ce  plan;  conservons 
les  mêmes  lettres  pour  représenter  les  diverses  quantités 
de  ces  formules,  après  le  développement.  Comme  les 
points  M0,  M,,  M' sont  toujours  en  ligue  droite  et  que 
leurs  distances  mutuelles  sont  invariables,  ainsi  que  les 
ares  j0  et  a„,  les  formules  ( 1 8 ) et  (19)  subsisteront  sans 
modification.  Mais,  après  le  développement , 20,  r,,  z' 
sont  nuis;  l’arête  est  devenue  une  courbe  plane  et  (la,,  peut 
être  pris  au  lieu  de  c/«„;  on  peut  même  supposer  a„  = a0, 
à cause  de  la  constante  arbitraire  g qui  accompagne  a0  î 
d’après  cela,  on  aura 

cos*,  — cosc, , cos C — sin  a, , cos 7,  = o. 

En  outre,  les  formules  (17)  montrent  que  dX  et  d Y ne 
sont  autre  chose  que  dx0  et  dyt  ; 011  peut  donc  faire 

x — ,r.,  Y — V„, 

à cause  de  l’indétermination  de  l’origine  des  axes. 

D’après  cela  les  transformées  des  développées  auront 
pour  équations 

j,(|j  x'  — -r.  _ r'  — ,)•.  _ _ (j-.cosg-t-j  .sing) 
cosc,  sine,,  cos  (?„  -4-  g) 


cos  cr. 


sine. 
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et  la  transformée  du  lieu  des  centres  de  courbure  sera 
elle-même  représentée  par  les  équations 


(21) 


*1  — r-  _ .r,  — > . 

cosff,  sin 


[j-,  cos  s,  4-  y,  sinî,). 


On  peut  éliminer  des  équations  {2o)x0,j  o et  <70  ; celte 
élimination  donne 


(22)  jc'cosg — x,s'ng,  = °> 

et  de  là  résulte  ce  théorème  : 


Théorème  I.  — Les  développées  d'une  courbe  quel- 
conque se  transforment  en  des  lignes  droites  passant  par 
un  point  fixe  F,  après  le  développement  de  la  surface 
polaire. 

Et,  comme  les  longueurs  des  arcs  ne  changent  pas,  dans 
le  développement , on  peut  ajouter  que  les  développées 
sont,  sur  la  surface  polaire,  les  lignes  les  plus  courtes 
entre  deux  de  leurs  points;  elles  sont,  comme  on  dit,  des 
lignes  géodésiques. 

La  formule  (21)  comprend  les  deux  équations 

X . — y»  —(*>  — *.)  tang<7„, 

Xl  _ X,  COtg  (7, 

La  première  représente  la  tangente  au  point  (r„,  y0)  du 
développement  de  l’arête;  la  seconde  équation  est  celle 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’origine  F sur  cette 
tangente.  On  a donc  cette  autre  proposition  : 

Théorème  II.  — Le  lieu  des  centres  de  courbure 
d'une  courbe  gauche  devient , après  le  développement 
de  la  surface  polaire,  le  lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  sur  les  tangentes  de  l'arête  transformée, 
par  le  point  d' intersection  de  toutes  les  développées. 
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298.  Ii  faut  remarquer  le  cas  particulier  où  la  courbe 
donnée  est  sphérique  et  celui  où  elle  est  plane.  Dans  le 
premier  cas,  la  surface  polaire  est  un  cône  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère  qui  contient  la  courbe; 
toutes  nos  formules  subsistent.  Lorque  la  courbe  donnée 
est  plane,  la  surface  polaire  est  un  cylindre  qui  a pour 
section  droite  la  développée  plane  de  la  courbe  donnée. 
On  peut  supposer  ici  cos  X = o,  cos  p = o,  cos  v = i , 
et«,  = o,  alors  ou  a par  les  formules  (i4)  (n°290) 

*'=■*,1  / z'  = Rtang^; 

l'origine  de  l’arc  s,  étant  indéterminée,  on  peut  prendre 
R = r, . Après  le  développement  de  la  surface  polaire, 
devient  une  abscisse  rectiligne,  et  les  transformées  des 
développées  sont  des  lignes  droites  représentées  par  l'é- 
quation 

*'  — J,  tang^; 

ces  développées,  dont  la  tangente  fait  un  angle  constant 
avec  la  direction  des  génératrices  de  la  surface  polaire, 
ont  reçu  le  nom  d'hélices. 

299.  Recherche  des  développantes  d’une  courbe 
donnée.  — Les  équations  du  problème  sont,  comme  au 
n°  295, 

x’ — x = «cosa',  y*  — j —nco s6',  z'  — z — u cosy', 
ils1  — du  ; 

mais  la  solution  est  beaucoup  plus  facile  que  celle  du 
problème  inverse,  car  ici  x\y',  z',  a',  o',  y',  s'  sont  ex- 
primées en  fonction  d’une  même  variable,  et  on  en  con- 
clut immédiatement  les  valeurs  de  x,  y,  z en  fonction 
de  cette  variable.  On  a en  effet 
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g étant  une  constante  arbitraire,  et  les  équations  précé- 
dentes donnent  ensuite 

■r  — x'  — (j'  -t-  g ) cos  *' , 

.»  =\>'  — (*'  -V  g ) cos5' , 

: = z'  — (/  -t -g  cosy'. 

On  voit  qu’une  courbe  quelconque,  plane  ou  gauche, 
a une  infinité  de  développantes.  La  seule  difficulté  de  ce 
problème  réside  dans  la  détermination  de  l’arc  s',  dont 
la  différentielle  est  en  général  seule  donnée.  La  recherche 
de  s'  est  du  ressort  du  calcul  intégral. 


Application  des  théories  précédentes  à V IJcIice. 


300.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  l’hélice  ordi- 
naire peuvent  être  représentées  par  les  équations 

(1)  jc  — a cosf,  = i = «ycot/, 

1 étant  un  angle  donné,  et  a le  rayon  du  cylindre  auquel 
appartient  l’hélice.  Nous  conserverons  toutes  nos  nota- 
tions; celles-ci  étant  toujours  les  mêmes,  il  serait  superflu 
de  les  rappeler  ici. 

La  différentiation  des  équations  (1)  donne 


dx  =r  — <t  sin  7 d? , 

doù 

(») 


c/t  — a cos  y '/  y > 


ils  — 


ntl  y 

sin  i 


ch  — a tlf  cot  /, 


et,  par  suite, 


(3)  cosi  = — sin  i sin  ?,  cos 6 = sin  i cos®,  cosy  = cos /; 


la  dernière  de  ces  équations  montre  cjue  la  tangente  à 
l'hélice  fait  avec  l'axe  du  cylindre  un  angle  constant 
égal  à i. 
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La  différentiation  des  équations  (3)  donne 
cosÇ/Y»  = — sin/ cos  ydf, 
cos  ri  rl t — — sin  / sin  f do , 

COS  '-tl<J  --  o , 

d'où 

(4)  rfff  = sin/rfo, 

et 

(5)  cos;  — cosy,  cos/,  — — sin?,  COS î = O , 
puis,  par  les  équations  (3)  et  (4), 


(6) 


R = 


a 

sin1/' 


Les  formules  (5)  montrent  que  la  normale  principale 
ou  la  direction  du  rayon  de  courbure  est  perpendiculaire 
à l'axe  du  cylindre;  et,  d’après  la  formule  (6),  le  ray  on 
de  première  courbure,  de  l'hclice  est  constant. 

La  différentiation  des  équations  (5)  donne 

cos  ii/t  -+-  cos ).dr  = — sin  yt! ® , 
cosS  da  -f-  coSfit/r  = coso rty , 
cosy tt’z  -+-  cosv  il-  — o. 


ou,  à cause  des  formules  (3)  et  (4). 

cos  \ il  t — — cos1/  sin  <f  il  y, 

COS  jsd T = COS1 / COS  y llf  , 

cosv  il t — — cos/'  sin i da. 

On  tire  de  là 

(71  i/r  = cos  i ilf, 

et 


(8)  cos>.  = — cosi  sin  y,  cos  ‘J-  — cos  / cos^,  cosv  = — sin/; 
puis,  par  les  équations  (a)  et  (7), 

(9) 
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On  voit  que  le  plan  oscillateur  fait  un  angle  constant 
avec  le  plan  de  In  section  droite  du  cy  lindre,  et  que  le 
rayon  de  la  seconde  courbure  est  constant. 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  ici  avec  le 
centre  de  courbure;  ses  coordonnées  sont 

^ -r,  x -i-  Rcos;  — — a col’ /cos». 

(10)  l r,  i Rcosïi  — «cot’/siny, 

i Z,  Z -t-  RCOSÎ  iTçCOtf. 

11  résulte  de  ces  formules  que  l'arète  de  rebroussement 
de  la  surface  polaire  est  une  hélice  située  sur  un  cylindi  <■ 
qui  a le  môme  axe  que  le  cylindre  de  l’hélice  donnée,  et 
dont  le  rayon  est  a col’  i. 

L’équation  du  plan  normal  est 

— sin/sin<j(.r  — a cosy  -t-  sin/rosf  {y  — «sinj) 

-t-  COS!  (z  — a f col i J — o, 

ou 

(11)  — X sin  v -t-  y cosç  H-  z col  i ~ - a f col:  /. 

La  dérivée  de  cette  équation  par  rapporta  o est 

(ia)  — JTOsy — j siny  a cot!  / ; 

on  aura  donc  l'équation  de  la  surface  polaire  en  élimi- 
nant <p  entre  les  équations  (i  i)  et  (ta).  Cette  surface  est 
dite  un  hélicoïde  développable  i sa  trace  sur  la  base  du 
cylindre  a les  deux  équations 

^ ^ j — xsin?  -t-  y cosy  — «ycot* /, 

( — xsiny — y cosy  = n cot’/ , 

cl,  par  conséquent  (n°2ii},  cette  trace  est  une  dévelop- 
pante d’un  cercle  de  rayon  égal  à a cot’ 

Enfin,  comme  l’équation  (7)  donne 

• t = o cos/  -+-  const., 
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les  développées  de  l’hélice  seront  représentées  par  les 
équations 


x = — a cot2/  cos?  — . „ . sin?  tang  r?  cos/  -f-  g), 


d cos/ 


1 3)  ■ y z=.  — n col2/  sin?  H — — cos?  tang  (?  cos/'  H-  g1). 


: a » cot  / : — ; tang  (e  COS  / + g), 

1 sim 


où  g désigne  une  constante  arbitraire:  et,  à cause  de 

n s 

s = — I-  consl., 

sin  i 

on  aura,  pour  les  développantes, 

lira  cosy  -+-  ( 4^-  -I-  g^j  sin  i sine, 

(■4 ) < • / <>f  , \ . . 

n i_)=:rtsiny — I 4-  g 1 sin / cosy, 

! ^ — — g cos/; 

Ces  développantes  de  l’hélice  sont  des  développantes  de 
cercle,  ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  obtenu  au  n°  298. 

301.  L’hélice  a,  comme  on  vient  de  le  voir,  ses  deux 
courbures  constantes;  il  est  facile  d’établir  qu  elle  est  la 
seule  courbe  qui  possède  cette  propriété. 

Pour  le  démontrer,  considérons  une  courbe  dans 
laquelle  les  rayons  R et  T des  deux  courbures  sont  sup- 
posés constants.  D’après  les  formules  (a)  et  (3)  du  n°274', 
on  a 

Rr/  cosse  — T d rosi  — o , 

R il  cos  S — T d cos  fi  — o, 

Rt/cosy  — Tr/cosv  = o, 

par  conséquent,  les  différences 

R cosa  — T cos).,  R cos6  — T cosfi,  R cos  y — T eosv 
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sont  constantes,  et  comme  la  somme  de  leurs  carres  est 
égale  à y/R*  -f-  T*,  on  aura 

R cosa  — T cos)  = V R1  ■+■  T'cosa  , 

R cosS  — T cos[i=:  V R’  + T1  cosé , 

R cos  7 — T cosv  = yR1  T’ cosc; 

a,  b,  c désignant  les  angles  qu’une  droite  fixe  arbitraire 
fait  avec  les  axes.  On  peut  faire  coïncider  l'axe  des  z avec 
cette  droite,  il  vient  alors 

| R cosa  — T cosl  = o , 

(i)  RcosS  — Tcosp^o, 

^ R cosy  — T cosv  = y R1  -4-  T1. 

Retranchons  les  deux  premières  de  ces  formules  l’une  de 
l’autre,  après  les  avoir  multipliées  par  cosn  et  cosi;  res- 
pectivement; retranchons  également  la  première  et  la 
troisième  multipliées  par  cos£  et  cos£;  puis  la  seconde 
et  la  troisième  multipliées  par  cos£  et  cosn  ; ou  aura,  par 
les  formules  du  n°  265, 
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stant;  la  dernière  des  équations  (3)  montre  que  la  tan- 
gente de  la  courbe  fait  avec  l’axe  des  z un  angle  constant. 
On  a donc  ce  théorème  : 

Si  les  deux  courbures  d'une  courbe  ont  entre  elles 
un  rapport  constant , cette  courbe  est  une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  dont  la  base  est  une  courbe  quelconque. 


Des  équations  (3)  on  tire 

cosa  cosÇ  -+-  cosScos»  = o, 


d’où  il  résulte  que  cos  y cos  £ est  nul;  donc  cos£  = o. 
Alors  on  peut  écrire 


et 

(4) 


cos  « = sin£ , 

cosa  = -+-  siny  sinÇ, 
cosS  = — sin  y cosE  ; 


en  difTérentiant  la  première  des  équations  (4),  on  a 


^ cosÇ  = siny  cos£  dl, 
R 


d’où  rfi=Rsin7rfÇ, 


mais  les  mêmes  équations  (4)  donnent 

dx  . , dy 

— = sin  y sin:,  — sin  7 cos  £ 

ds  ds 


et  l’on  a aussi 


donc 


dz 

-=cos7; 

dx  = Rsin’y  sin  ldi, 
djr  = — Rsin’y  cos£  d£, 
dz  = R sin  7 cos  7 </£. 


Nous  avons  supposé  constant  le  rapport  de  T à R;  on  voit 
que  si  le  rayon  R est  lui-même  constant,  les  coordonnées 
ne  diffèrent  des  quantités 

— Rsin^cosH,  — RsinJ7sin£,  — R£sin7COS7 
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que  par  des  constantes,  et  l’origine  de  ces  coordonnées 
étant  arbitraire,  on  pourra  poser 

(5)  x = — Rsin’ycosÇ,  y — — Rsin’-ysinÇ,  z = R Ç sin7  cosy; 

les  équations  (5)  appartiennent  bien  à une  hélice  ordi- 
naire dont  le  rayon  de  courbure  est  R. 

De  l'ordre  du  contact  de  deux  Courbes  quelconques.  — 
Des  courbes  oscu/atrices. 

302.  Considérons  deux  courbes  quelconques  MM', 
MM'  ayant  au  point  M la  tangente  commune  MT.  Pre- 
nons sur  la  courbe  MM'  un  point  M' infiniment  voisin 


/ 

■éf 


m U r T 


de  M et  menons,  par  ce  point,  le  plan  M'PM’(  perpendi- 
culaire à la  tangente  MT;  soient  M',  et  P les  points  où  ce 
plan  rencontre  la  courbe  MM',  et  la  droite  MT.  Nous 
dirons  que  les  deux  courbes  MM',  MM',  ont  au  point  M 
un  contact  de  l’ordre  n,  si  la  distance  M'M',  est  un  infi- 
niment petit  de  l’ordre  n -H- 1,  MP  étant  l’infiniment  petit 
principal.  Il  est  évident  que  dans  l’estimation  de  l’ordre 
du  contact,  on  peut,  à l’infini  ment  petit  principal  et  à 
l’infiniment  petit  caractéristique  du  contact,  substituer 
deux  autres  infiniment  petits  dont  les  rapports  aux  pre- 
miers tendent  vers  des  limites  finies.  Par  exemple,  si 
l’on  mène  par  le  point  M'  un  plan  M'QN  parallèle  à un 
plan  fixe  non  parallèle  à la  tangente  MT,  que  N et  Q 
soient  les  points  où  ce  plan  rencontre  la  courbe  MM',  et  la 

’9- 
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tangente  MT,  on  pourra  prendre  MQ  pour  infiniment 
petit  principal  et  M'N  pour  infiniment  petit  caractéris- 
tique. En  effet,  menons  la  corde  NM’,,  les  angles  N et  M’, 
du  triangle  NM' M',  tendront  vers  des  limites  finies;  ces 
limites  sont  les  angles  formés  par  la  tangente  MT  avec 
des  droites  situées  respectivement  dans  deux  plans  fixes 
non  parallèles  à MT  ; il  résulte  de  là  que  le  rapport  des 
côtés  M'M',  et  M'N  du  triangle  M'M',  N tend  vers  une  li- 
mite finie.  D’un  autre  côté,  M'P  et  QP  sont  infiniment 
petits  par  rapporta  MP;  car 

M'P  = MP  tangM'MP 

et  l’angle  M'MP  est  infiniment  petit;  en  outre  le  rapport 
de  QP  à M’P  est  la  cotangente  de  l’angle  M'QP  qui  a 
une  limite  finie  ; il  en  résulte  que  le  rapport  de  MQ  à MP 
a pour  limite  l’unité. 

Cela  posé,  projetons  la  figure  sur  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  M'NQ  et  soient  mm',  mn , mq , les  projec- 
tions des  courbes  MM',  MN  et  de  la  tangente  MQ.  La 


droite  MT  n’étant  pas  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion, la  limite  du  rapport  a une  valeur  finie;  le  rap- 
port des  infiniment  petits  M'N,  m'n  a aussi  une  limite 
finie,  à moins  cependant  que  M'N  ne  fasse  un  angle  infi- 
niment petit  avec  l’axe  du  plan  de  projection  ; dans  ce  cas 

, m'n  . r.  . 

le  rapport  ^7-^  est  infiniment  petit. 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  deux  courbes  proposées  ont 


1 
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au  point  M un  contact  de  l’ordre  n , les  projections  de  ces 
courbes  sur  un  plan  non  perpendiculaire  à la  tangente 
commune  ont  un  contact  dont  l’ordre  est  au  moins  égal 
à n.  Cet  ordre  n’est  supérieur  à n que  si  M'N  fait  un 
angle  infiniment  petit  avec  l’axe  du  plan  de  projection, 
et  comme  cette  circonstance  ne  peut  pas  se  présenter  pour 
deux  plans  de  projection  non  parallèles , on  a ce  théo- 
rème : 

Pour  que  deux  courbes  aient  en  un  point  donné  un 
contact  de  l'ordre  n , il Jaut  et  il  suffit  que  leurs  projec- 
tions sur  deux  plans  non  parallèles  aient  un  contact  de 
l’ordre  n au  moins. 

Nous  n’avons  considéré  que  des  projections  orthogo-  - 
nales,  mais  il  est  facile  de  voir  que  le  précédent  énoncé 
subsiste  quand  on  fait  usage  de  projections  obliques.  Au 
moyen  du  théorème  que  nous  venons  d’établir,  on  expri- 
mera les  conditions  du  contact  des  courbes  gauches,  par 
la  méthode  du  n°  21 1 qui  se  rapporte  aux  courbes  planes. 

303.  On  nomme  courbe  osculatrice  en  un  point  d une 
courbe  donnée , celle  des  courbes  d’une  espèce  donnée 
qui  a,  avec  la  courbe  donnée,  le  contact  de  l’ordre  le  plus 
élevé.  Si  la  courbe  d’espèce  donnée  dépend  de  a n ou  de 
an  1 paramètres  arbitraires,  on  pourra  établir  un  con- 
tact d’ordre  n — 1 entre  les  projections  des  deux  courbes 
sur  deux  plans  non  parallèles  ; ces  courbes  auront  donc 
elles-mêmes  un  contact  d’ordre  n — 1 . Si  le  nombre  des 
paramètres  est  a«-)-i,  l’un  d’eux  demeurera  indéter- 
miné, on  pourra  en  disposer  de  manière  à satisfaire  à une 
condition  nouvelle,  mais  il  11e  suffira  pas  en  général  pour 
élever  d’une  unité  l’ordre  du  contact. 
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Du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  courbe  gauche. 

— Son  identité  avec  le  cercle  de  courbure. 

304.  Il  n’y  a que  six  arbitraires  dans  les  équations  du 
cercle;  savoir  les  coordonnées  du  centre,  le  rayon  et  deux 
des  angles  que  fait  l’axe  du  cercle  avec  les  axes  coor- 
donnés. On  a ici  in  = 6,  n — i = a ; donc  le  contact 
d’une  courbe  avec  son  cercle  osculateur  est  du  deuxième 
ordre.  Or,  on  a vu  (n°282)  que  les  projections  d’une 
courbe  et  de  son  cercle  de  courbure  sur  un  plan  ont  un 
contact  du  deuxième  ordre;  les  deux  courbes  ont  donc 
elles-mêmes  ce  contact  (u°  302),  et  il  s’ensuit  que  le 
cercle  osculateur  n’est  autre  chose  que  le  cercle  de  cour- 
bure. 

Du  contact  des  surfaces  courbes. 

305.  Considérons  deux  surfaces  passant  par  un  point  M 
et  ayant  en  ce  point  le  même  plan  tangent.  Menons  un 
plan  par  la  normale  commune  GH  ; ce  plan  coupera  les 
surfaces  suivant  deux  courbes  MM',  MM',  qui  auront, 
en  M,  la  même  tangente  MT  ; l’ordre  n du  contact  de  ccs 


a 


ni 

courbes  pourra  varier  avec  le  plan  normal  GHT.  Si,  pour 
tous  les  plans  normaux  menés  par  GH,  l’ordre  du  contact 
des  sections  faites  dans  la  surface  n’est  jamais  inférieur 
à n et  que  cet  ordre  ne  soit  pas  non  plus  supérieur  à n, 
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pour  toutes  les  sections,  on  dit  que  les  deux  surfaces  ont 
au  point  M un  contact  de  l’ordre  n. 

Supposons  les  axes  coordonnés  choisis  de  manière  que 
celui  des  z soit  parallèle  à la  normale  GH  et  que  les  deux 
autres  soient  parallèles  au  plan  tangent;  si  l’on  désigne 
par  x,jr  les  deux  coordonnées  du  point  M parallèles  aux 
axes  des  x et  desj^;  par  Z et  Z'  les  ordonnées  des  surfaces 
qui  répondent  aux  abscisses 

x -4-  Ax  =:  x -t-  p cos k,  y -t-  \y  = y -+-  p sinw, 

il  faut  et  il  suffit,  pour  le  contact  d’ordre  /»,  que  la  diffé- 
rence 

Z — Z' 

soit  un  infiniment  petit  de  l’ordre  « -4-  1 , au  moins  rela- 
tivement à p,  quel  que  soit  l’angle  o>.  Or,  z et  z'  étant 
les  valeurs  de  Z et  de  Z'  qui  répondent  à p = o,  on  a 


Z — 2 

dz  . d2z 

_1 _L  

1 

d’z 

“4-  R«+i» 

“T  

I 1.2 

^ • • 

i . 2 . . ,n 

TJ—  z' 

dz'  d'z' 

"4- . 

dnz' 

_j_ 

4-  Rn+|» 

I 1.2 

I .2.  . .n 

donc  les  conditions  du  contact  sont 

z'  = z,  di'  r=  dz,  d’z'  — d’z,  . . . , d’z'  z=dnz, 

les  valeurs  de  dx  et  dy  étant  p cosw  et  p sino». 

Maiscomme  ces  conditions  doivent  avoir  lieu  quel  que 
soit  a),  on  voit  qu’il  est  nécessaire  et  suffisant  pour  le 
contact  d’ordre  n que  les  ordonnées  z des  deux  surfaces 
soient  égales  au  point  M,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées 
partielles  correspondantes,  jusqu’à  celles  de  l’ordre  n 
inclusivement.  Le  nombre  total  de  ces  conditions 
( n 1 K n -+■  a ) 

a 

Cette  conclusion  subsiste  quels  que  soient  les  axes 
auxquels  les  surfaces  sont  rapportées.  En  effet,  si  l’on  exé- 
cute une  transformation  de  coordonnées,  chaque  dérivée 
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partielle  d'ordre  p,  de  la  nouvelle  ordonnée  z de  l’une 
des  surfaces  relativement  aux  nouvelles  abscisses,  s’expri- 
mera, comme  on  sait,  par  une  fonction  qui  contiendra  les 
dérivées  partielles  de  l’ancien  z relativement  aux  an- 
ciennes abscisses,  jusqu’à  ccllesdc  l’ordre  p inclusivement. 
Donc  les  égalités  qui  ont  lieu  à l’égard  du  système  d’axes 
que  nous  avons  choisi  ont  lieu  également,  dans  le  cas  d’un 
contact  d’ordre  n,  relativement  à un  autre  système  d’axes; 
notre  raisonnement  prouve  aussi  que  la  réciproque  a lieu. 
Il  faut  seulement  remarquer  que  si  l’axe  des  z du  nouveau 
système  était  parallèle  au  plan  tangent,  les  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  seraient  infinies,  et  les  formules 
illusoires. 

306.  Si  l’on  considère  une  surface  donnée  et  une  fa- 
mille de  surfaces  dans  l’équation  desquelles  figurent  k ar- 
bitraires, on  pourra  nommer  surface  osculatrice  de  la 
surface  donnée  en  un  point  donné,  celle  qui  a avec  celle-ci 
le  contact  de  l’ordre  le  plus  élevé.  Mais  cette  considéra- 
tion lie  conduit  à aucun  résultat  important;  la  surface 
osculatrice,  telle  que  nous  venons  de  la  définir,  aurait  avec 
la  proposée  un  contact  dont  l’ordre  n serait  le  plus  grand 
entier  satisfaisant  à la  condition 

£-4.i)(«4.»ï=o 

2 

et  le  plus  souvent  il  resterait  des  arbitraires  indéterminées 
dans  l’équation  de  la  surface  osculatrice. 

Dans  le  cas  du  plan  on  a k : = 3 et  n — i;  le  plan  oscil- 
lateur a un  contact  du  premier  ordre,  il  n'est  autre  que 
le  plan  tangent.  Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  a k = 4 puis 
n =i;  mais  il  reste  une  arbitraire  non  employée.  Il  est 
évident  qu’il  n’y  a point  lieu  d’admettre  pour  une  surface 
de  sphère  osculatrice. 
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CHAPITRE  X. 

DES  LIGNES  TRACÉES  SUR  LES  SURFACES  COURBES.  - 
ÉTUDE  DE  DIVERSES  CLASSES  DE  SURFACES. 

Expression  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  tracée 
sur  une  surface  donnée.  — Théorème  de  Meunier. 

307.  INous  désignerons  par  x,  y,  z les  coordonnées 
rectangulaires  de  la  surface  donnée,  et  nous  poserons 

( 1 ) dz  — pdx+q  dr, 

[dp  — rdx  -j-  sdr, 

(2)  1 

( dq  = s dx  -4-  tdy. 

Si  l’on  prend  ar  et  y pour  variables  indépendantes,  on 
aura,  par  ces  formules, 

d'i  = rdx'  -+-  isdxdy  -t-  tdy'. 

Cela  posé,  considérons  une  courbe  AM  tracée  sur  la 
surface.  Soient  M ( x,y , z)  un  point  de  celte  courbe, 
MT  la  tangente  en  M,  et  MN  la  normale  principale  dont 
la  direction  est  celle  du  rayon  de  courbure;  soit  enfin  1K. 


la  normale  en  M à la  surface.  Désignons  par  «,  6,  y les 
angles  que  fait  la  direction  MT  de  la  tangente  avec  les 
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parties  positives  des  axes  coordonnés;  par  |,  ri,  Ç les  an- 
gles formés  avec  les  mêmes  axes,  par  la  direction  MN  de 
la  normale  principale;  par  R le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  au  point  M et  par  a la  courbure  de  l’arc  AM 
compté  à partir  d’uneorigiuc  quelconque  A.  Alors  da  sera 
l’angle  de  contingence  et  R</a  exprimera  la  différentielle 
de  l’arc  AM.  On  aura  donc,  comme  on  l’a  vu  dans  le 
Chapitre  précédent  (nos  260  et  263), 

(3)  dx  — R d a cos  a,  dy  = Rdacoifi,  dz  = K d a cosy, 
et 

(4)  d cOSa  = da  cosÇ,  d cosS  = da  cosri,  dcosy  — da  cosÇ. 

Maintenant, d’après  la  formule  (î),  les  angles  que  forme, 
avec  les  parties  positives  des  axes,  l’une  des  deux  direc- 
tions de  la  normale  IK  de  la  surface  ont  pour  cosinus 

—/>  ~ 7 » 

+ y' i -4- //-'  -f-  i f y/ 1-+- p1 -y  q' 

• 

le  radical  y'i-f- />’  -f-  q*  étant  pris  avec  un  signe  quel- 
conque. Ce  signe  ayant  été  fixé  à volonté,  la  direction  de 
la  normale  à laquelle  il  correspond  sera  déterminée;  soit 
MK  cette  direction.  Désignons  enfin  par  6 l’angle  compris 
entre  o et  7t  que  forment  entre  elles  les  directions  MN  et 
MK  , on  aura 

. cosÇ  — p cosH  — q coin 

co  s fl  = — , 

y/l  + p'-\- 

ou,  à cause  des  formules  (4), 

, d COS7 — pd  ros a — r/d  cos 6 

(5)  da  cosfl=  -- 

y^l  -+-  p*  + q' 

En  substituant  dans  les  formules  (1)  et  (2)  les  valeurs 
de  dx , dy,  dz  tirées  des  formules  (3),  on  obtient 

(6l  cosy  = p cosa  -1-  q cos6, 
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et 

dp  = 'Rda  (r cosa  + s cosê  ), 
dq  = R(/o(j  cos  a -4-  / cosê); 

la  différentiation  de  la  formule  (6)  donne  ensuite 
d COS7  = (pd  cosa  -4-  qd  cosê)  -(-  (dp  cosa  -+-  dq  cosê). 


et,  à cause  des  formules  (7), 

dcosy  — pd  cosa  — qd  cosê 

= Rrf<r(rcos’a  -4-  2r  cosa  cosê  -+-  / cos’ê). 
La  formule  (5)  se  change  alors  dans  la  suivante  : 


(9) 


R \j  I -4-  px  -+•  q ’ 

cosO  r cos’  a -4-  2 s cosa  cosê  -4- /cos’ê  ’ 


et  celle-ci  exprime  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AM 
en  fonction  des  quantités  relatives  à la  surface  et  des  an- 
gles qui  déterminent  sa  tangente  et  sa  normale  principale. 
Le  rayon  R étant  une  quantité  positive,  le  signe  de  cosô 
sera  toujours  celui  du  second  membre  de  la  formule  (9). 

308.  Théorème  de  Meukier.  — Considérons  mainte- 
nant la  section  normale  obtenue  en  coupant  la  surface 
par  le  plan  des  lignes  MT,  MK.  Soit  R0  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  M de  cette  section  ; l’angle  6 sera  ici  o ou  tt  ; 
par  conséquent,  la  formule  (9)  donnera 

R.  _ y^i  -4-a>*+  7* 

d;  1 rcos’a  -4-  2 j cosa  cosê  -+-  / cos’ê 


et  l’on  aura,  en  conséquence, 

(to)  R = ± Racosfl, 

le  signe  ambigu  ± devant  être  remplacé  par  -+-  ou  par  — , 

selon  que  0 est  inférieur  ou  supérieur  à 

La  formule  (10)  exprime  l’important  théorème  de 
Meunier  qui  consiste  dans  la  proposition  suivante  : 
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Théorème.  — Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  au 
produit  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
contient  la  tangente  à la  courbe,  multiplié  par  le  cosinus 
de  l’angle  qltc  le  plan  de  cette  section  fait  arec  le  plan 
osculateur  de  la  courbe. 

Et  ce  théorème  conduit  immédiatement  à cette  consé- 
quence remarquable  : 

Corollaire.  - — Si  l’on  construit  une  sphère  qui  ait 
même  centre  et  même  rayon  que  le  cercle  de  courbure 
d'une  section  normale  Jaite  dans  une  surface , tous  les 
plans  menés  pnr  la  tangente  à cette  courbe  couperont  la 
sphère  suivant  des  petits  cercles  qui  seront  les  cercles  de 
courbure  des  sections  obliques  faites  dans  la  surface 
par  les  mêmes  plans. 

D'après  le  théorème  de  Meunier,  la  comparaison  des 
courbures  des  diverses  courbes  que  l’on  peut  tracer  sur 
une  surface  par  un  point  donné  se  ramène  à la  compa- 
raison des  courbures  des  sections  normales. 

Comparaison  des  rayons  de  courbure  des  sections  nor- 
males en  un  point  d'une  surface.  — Des  sections  prin- 
cipales. 

309.  Nous  avons  vu  que  le  rayon  de  courbure  R d’une 
section  normale  en  un  point  M d’une  surface  est  donné 
par  la  formule 

) R yjt+p'  + q1 t 

±1  rcos'a  2\cosacosÇ  -+-  fcos’C 

où  le  signe  du  radical  a été  choisi  à volonté;  le  signe 
ambigu  du  dénominateur  du  premier  membre  doit  être 
déterminé  de  manière  que  R ail  une  valeur  positive. 
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Mais  ce  dénominateur  ±1  est  le  cosinus  de  l’angle  formé 
par  la  direction  MN  du  rayon  R avec  la  direction  MK  de 
la  normale  à la  surface,  qui  répond  au  signe  adopté  pour 
le  radical  * —H  /->*  —H  <7*  ; cet  angle  est  égal  à o ou  à tr,  par 
conséquent  le  signe  ambigu  dz  doit  être  remplacé  par  -+- 
quand  le  rayon  R est  dirigé  suivant  MK,  et  par  — quand 
la  direction  du  même  rayon  R est  opposée  à celle  de  MK. 
Si  donc  on  convient  que  le  rayon  de  courbure  R soit  po- 
sitif dans  le  premier  cas  et  négatif  dans  le  second  cas,  on 
aura  la  formule  unique 


(*) 


R = 


fi 


rcos!a-t-  2iCOSacos6  4-  f cos’S 


qui  déterminera  en  grandeur  et  en  direction  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  au  point  M de  la  surface 
donnée. 

Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales 
en  un  point  M d’une  surface  sont  tous  situés  sur  une 
même  droite  et  comptés  à partir  d’une  origine  com- 
mune ; nous  nous  conformons  donc  aux  règles  générales 
de  la  Géométrie  en  regardant  ces  rayons  comme  positifs  ou 
négatifs  suivant  qu'ils  sont  dirigés  dans  un  sens  ou  dans 
l’autre. 


340.  La  comparaison  que  nous  avons  en  vue  deviendra 
beaucoup  plus  aisée,  si  l’on  place  l’origine  des  coordon- 


nées au  point  M de  la  surface,  et  que  l’on  fasse  coïncider 
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l’un  des  axes,  celui  des  z,  par  exemple,  avec  la  direction 
MK  de  la  normale  ; les  axes  des  x et  des  y seront  alors 
dans  le  plan  tangent,  et  l’on  aura 


puis 


P — o,  7=0, 
cos7  = o,  cos6  = sina; 


le  radical  P'  •+■  <?’  se  réduit  à ± i , mais  nous 

sommes  libres  de  fixer  le  signe  à volonté,  et  nous  admet- 
trons le  signe  +. 

D’après  cela,  la  formule  (a)  deviendra 


(3) 


R = 


i 

rcos’a  -I-  a j sina  cosa  -I-  t sin'a 1 


le  dénominateur  de  cette  expression  est  égal  à 
r + t r — t 

1 cos 2 a -t-  s S1D2«, 

2 2 


et  si  l’on  détermine  un  angle  a«0»  compris  entre  o et  ir, 
de  manière  que  l’on  ait 

r — t 

t — tang2a, , 

la  formule  (3)  prendra  la  forme 


(4)  a = 


\J s'  (~ i)  COS 2 ( a - a.) 


le  radical  y/ s*  -+-  j ayant  le  signe  du  quotient 


j r — 1 

de par  cosaa0. 


On  voit  que  le  rayon  R devient  maximum  ou  minimum 
pour  les  valeurs  de  « qui  satisfont  à la  condition 


cosa  (a  — a,)  = ± I, 
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laquelle  donne 

ir 

oc  = a,  -+- ( -» 

3 

i étant  un  nombre  entier.  Mais,  comme  deux  valeurs 
de  «,  qui  diffèrent  entre  elles  d’un  multiple  de  ir,  répon- 
deut  à la  même  section  normale,  il  suffit  de  considérer  les 
deux  valeurs 

ir 

a — a,,  a = a,  H 

a 

qui  définissent  deux  sections  normales  perpendiculaires 
entre  elles;  pour  l’une  d’elles,  le  rayon  de  courbure  R est 
un  minimum,  pour  l'autre  ce  rayon  est  un  maximum. 
Ces  deux  sections  normales  sont  dites  les  sections  prin- 
cipales de  la  surface  au  point  M et  leurs  rayons  de  cour- 
bure sont  nommés  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface , au  même  point. 

Cela  suppose  que  s et  r — t ne  sont  pas  nuis  simulta- 
nément ; car  si  l’on  a s = o,  r — t , l’angle  a0  n’est  plus 
déterminé.  Dans  ce  cas,  la  formule  (3)  se  réduit  à 


r 


d’où  il  suit  que  toutes  les  sections  normales  de  la  surface 
au  point  M ont  le  même  rayon  de  courbure  ; deux  sec- 
tions perpendiculaires  quelconques  peuvent  être  regardées 
comme  formant  un  système  de  sections  principales.  Les 
points  des  surfaces  qui  ont  cette  propriété  ont  reçu  le 
nom  d 'ombilics  ou  points  de  courbure  sphérique. 

311.  Nous  simplifierons  la  discussion  de  la  formule  (3), 
si  nous  prenons  pour  les  plans  coordonnés  zx  et  zy  les 
plans  des  sections  principales  dont  nous  venons  de  démon- 
trer l’existence.  Effectivement,  l’angle  désigné  par  «0  sera 
nul,  et  la  formule  qui  sert  à définir  cet  angle  nous  donnera 

s — O. 
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Alors  la  formule  (3)  deviendra 

H — _I — , 

rcos’a  -h  I sin’a 
OU 

(5)  — ■ rcos’a  -+-  t sin’a. 

R 

Soient  R,,  R,  les  rayons  de  courbure  des  sections  prin- 
cipales faites  par  les  plans  zx , zy  ; la  formule  (5)  donnera, 

JT 

pour  a = o et  pour  a = -* 


(6) 


i i 


par  suite,  l’expression  générale  de 


Il  sera 


(7) 


i i 

— cos2  a + — sin’a. 

R,  R. 


Le  second  membre  de  celte  formule  (y)  ne  change  pas 
quand  on  change  a en  7t  — a;  on  a donc  ce  théorème  : 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une 
section  principale  ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et 
de  même  signe. 

Si  l’on  désigne  par  R'  ce  que  devient  R quand  a aug- 
mente de  -)  on  aura 

2 

(8)  ^-sin’a  + ^cos’a, 


et  les  formules  (y)  et  (8)  donneront 


(9) 


I I I î 

R-  + R7  ~ Ri  + F,  ‘ 


La  demi-somme  - ( — i-  — ) 

2\R,  R,/ 


des  courbures  -- . des 

Ri  Ri 
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sections  principales  est  dite  la  courbure  moyenne  de  la 
surface  au  point  M;  la  formule  (9)  exprime  ainsi  le 
théorème  suivant  : 

La  moyenne  des  courbures  de  deux  sections  normales 
perpendiculaires  entre  elles  est  toujours  égale  à la  cour- 
bure moyenne  de  la  surface. 

312.  "Examinons  maintenant  comment  II  varie  quand 
on  donne  à a les  valeurs  successives  qui  conviennent  aux 
diverses  sections  normales,  et  qui  restent  comprises,  si 
l’on  veut,  entre  o et  7:. 

Supposons  d’abord  que  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux R,,  R,  soient  de  même  signe;  on  peut  admettre 
qu’ils  sont  positifs,  car  pour  les  faire  changer  de  signe  il 
suffît  de  changer  la  direction  des  z positives.  Cela  posé, 
soit 

R,<R,, 

la  formule  (7)  peut  être  mise  sous  la  forme 


Ou  voit  que  R croit  de  R,  à II,  quand  a croit  de  o à -, 

et  qu’il  décroît  ensuite  de  R,  à R,  quand  a.  croit  de  - 

à 7:.  La  surface  est  tout  entière  située  d’un  même  côté 
du  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 

Supposons  en  second  lieu  que  R,  et  R,  soient  de  signes 
contraires;  admettons  que  R,  soit  positif,  et  posons 


R,  = — R,  tang'  a,, 


«0  étant  un  angle  compris  entre  o et  ^ ; la  formule  (7) 
deviendra 


I. 


R 


1 

R,  sin'  a. 


'sin'  x,  — sin' a). 


3o 
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D’après  cela,  quand  on  fait  croître  a de  o à «0,  R croît 
de  R,  à -+-  ce  , et  il  change  de  signe  en  passant  par 

l'infini,  a continuant  de  croître  de  a0  à -%  R croît  lui- 

2 

même  de  — oo  à — R,  tang*  «0  ou  R,.  Quand  a croît 

de  -37: — a0,  R décroît  de  R,  à — oo  , et  il  change 

encore  de  signe  en  passant  par  l’infini.  Enfin,  à conti- 
nuant à croître  de  it — a0  à 7r,  R décroît  de  nouveau 
de  -t- oo  à R,.  Dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons, 
les  points  infiniment  voisins  du  point  considéré  sont,  les 
uns  d’un  côté  du  plan  tangent,  les  autres  de  l’autre  côté. 


Attire  manière  de  présenter  les  résultats  qui 
précèdent.  — De  l'indicatrice. 

313.  Des  considérations  très-ingénieuses  dues  à 
M.  Charles  Dupin  conduisent  facilement  aux  résultats 
divers  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  ne  pouvons  nous 
dispenser  de  faire  connaître  ici  cette  élégante  méthode. 

Considérons  une  surface  quelconque  et  rapporlons-la, 
comme  précédemment,  à trois  axes  rectangulaires  pas- 
sant par  un  de  ses  points  M,  l’axe  M:  coïncidant  avec 
la  normale,  et  les  deux  autres,  Mr,  Mj,  étant  en  con- 
séquence dans  le  plan  tangent  en  M. 

Soit  MM'  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plaît 
zMT,  dont  la  trace  sur  le  plan  xy  fait,  avec  l’axe  des  x, 
l’angle  a.  Joignons  le  point  M à un  point  inGniment  voi- 
sin M'  de  la  courbe  MM',  et  menons  par  le  point  M', 
dans  le  plan  zMT,  les  droites  M'O  et  M'K.  perpendicu- 
laires à M z et  à MM'  respectivement.  Soient  O et  K les 
points  où  ces  perpendiculaires  rencontrent  la  normale  Mz. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  rectangle  MM' K a son 
ocnlrcsur  la  normale  Mz;  il  a donc  pour  limite  (n°217) 
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le  cercle  de  courbure  en  M de  la  courbe  MM',  lorsque 
le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M.  Or 
le  diamètre  du  cercle  MM' K est 

MK  = MO  + OK  = MO  + ; 


donc,  en  désignant  par  R le  rayon  de  courbure  en  M de 
la  section  normale  MM',  on  aura 


t,  .•  M'O 
K — lim  - -- ■ 
2 MO 


Si,  par  le  point  O,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  xy,  on  déterminera  dans  la  surface  une  certaine 
courbe  J passant  parle  point  M',  et  M'O  sera  le  rayon 
vecteur  udu  point  M';  d’ailleurs,  l’équation  du  plan  de 
la  courbe  J est  z = MO;  la  formule  précédente  peut 
donc  s'écrire  comme  il  suit  : 

(i)  R — lim  — î 

iz 

3o. 
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et  elle  fait  connaître  en  grandeur  et  en  direction  le  rayon 
de  courbure  R. 

Cela  étant,  désignons  par  h une  longueur  arbitraire 
déterminée  de  même  signe  que  z,  et  soit  p une  longueur 
telle,  que  le  rapport  des  infiniment  petits 

«!  z 
?'  A 

ait  pour  limite  l'unité.  La  longueur  p étant  ainsi  déter- 
minée, prenons  M p = p à partir  du  point  M,  sur  la 
trace  MT  de  la  section  MM';  chaque  section  normale 
donnera  un  tel  point  p,  et  même  deux  points  p symé- 
triques par  rapport  à l’origine.  Le  lieu  géométrique  de 
tous  ces  points  p est  une  courbe  apb  située  dans  le  plan  xy, 
à laquelle  M.  Charles  Dupin  a donné  le  nom  à' indicatrice. 
Cette  dénomination  est  parfaitement  justifiée  par  la  pro- 
priété dont  jouit  cette  courbe;  effectivement,  le  rapport 

des  infiniment  petits  *-  ayant  pour  limite  l’unité,  la 

formule  (t)  nous  donne 

<a>  a=S’ 

et,  par  conséquent  : 

Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales 
sont  proportionnels  aux  carrés  des  rayons  vecteurs  de 
l'indicatrice  dirigés  suivant  les  traces  des  plans  de  ces 
sections. 

L’infinimcnt  petit  z étant  une  constante,  dans  le  pas- 
sage d’une  section  normale  à une  autre,  le  rapport  du 
rayon  vecteur  u de  la  courbe  variable  J au  rayon  vecteur  p 
de  l’indicatrice  est  constant,  en  négligeant  les  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à u.  On  peut  donc  dire  que 
l'indicatrice  est  une  courbe  semblable  à la  section  faite 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent 
et  infiniment  voisin  de  celui-ci. 
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Si  la  surface  est  tout  entière  située  d’un  même  côté  du 
plan  tangent,  dans  le  voisinage  du  point  M,  l'indicatrice, 
construite  comme  nous  l’avons  indiqué,  fera  connaître  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales.  Mais 
quand  le  contraire  a lieu,  la  formule  (1)  ne  peut  donner 
tous  les  rayons  qu’à  la  condition  que  l’infiniment  petit  z 
reçoive  en  même  temps  des  valeurs  positives  et  des  va- 
leurs négatives;  alors  il  faudra  donner  à la  ligne  h le 
double  signe  ±.  L’indicatrice  sera  ainsi  composée  de 
deux  courbes  distinctes,  et  elle  donnera,  comme  dans  le 
premier  cas,  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections 
normales. 

314.  Cherchons  maintenant  l’équation  de  l’indica- 
trice. Les  coordonnées  rectangulaires  étant#,  j',  z,  posons 
comme  à l’ordinaire 

dz  — pdx  -+-  qdy,  dp  — rdx  -+-  sdjr,  dq  — sdx  ■+■  tdjr  ; 

les  quantités  z,  p et  q étant  nulles  au  point  M,  on  aura, 
pour  un  point  quelconque  M'  de  la  surface, 

ï=r  ^ (rx’  -+-  7.sxy  -+-  tyl ) -+-  R,; 

dans  cette  formule,  r, s,  t ont  les  valeurs  qui  conviennent 
au  point  M,  et  Rs  désigne  le  reste  de  la  série  de  Maclau- 
rin  arrêtée  au  troisième  terme.  L’équation  précédente  est 
celle  de  la  surface,  et  si  l’on  y fait 

# = ucosa,  j = usina, 

elle  deviendra  l’équation  de  la  section  MM'  entre  les 
coordonnées  z et  u.  Faisant  cette  substitution  et  divisant 
par  u’,  il  viendra 

— = - ( r cos3 a -1-  2.tsinacosa  -I-  rsin'a)  H -• 

u*  1'  1 u1 

Telle  est  la  relation  qui  a lieu  entre  les  infiniment  petits 
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z et  u,  considérés  au  numéro  précédent.  Comme  le  rap- 

z ...  h R,  . r . 

port  — a pour  limite  — » et  que  — est  infiniment  petit, 

ou  aura  à la  limite 

(3)  — = — (rcos1  a -+-  2 s sin*  cos*  -+-  t sin1  a). 

P 2 

Cette  équation  est  celle  de  l’indicatrice  entre  les  coordon- 
nées polaires  p et  a.  Pour  revenir  aux  coordonnées  recti- 
lignes, on  posera 

p cos*  =:  ar,  psina=_), 

et  l’équation  (3)  deviendra 

(4)  rr’  -t-  •y.sxy  tjr*  = zh, 

h étant,  nous  le  répétons,  une  ligne  arbitraire  à laquelle 
on  doit  donner  le  double  signe  ±. 

Si  l’on  a rt — j’  ^>o,  il  faut,  pour  avoir  une  courbe 
réelle,  donner  à h le  signe  des  dérivées  r,  t dans  l’équa- 
tion (4);  l’indicatrice  est  alors  une  ellipse. 

Si  l’on  a rt  — s*  = o,  il  faut  encore  donner  à h le  signe 
des  dérivées  r,  t-,  l’indicatrice  est  formée  dans  ce  cas  de 
deux  droites  parallèles  situées  à des  distances  égales  du 
point  M. 

Enfin,  si  l’on  a rt  — s * < o,  il  faut  donner  à h le  double 
signe  rt  ; dans  ce  cas,  l’indicatrice  est  formée  de  deux 
hyperboles  conjuguées  ayant  les  mêmes  asymptotes,  et 
dont  l’une  a pour  axe  transverse  l’axe  non  transverse  de 
l’autre. 

La  formule  (2),  qui  donne  l'expression  du  rayon  R, 
devient,  à cause  de  l’équation  (3), 


J rx  ; — — . rr  , 

r cos1  a -t-  2.«  sma  cos*  -t-  t sin’a 

c’est  la  même  que  nous  avons  obtenue  au  n°  310  par  une 
voie  toute  différente. 
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315.  Les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  en 
un  point  d’une  surface  étant  proportionnels  aux  carrés 
des  rayons  vecteurs  de  l'indicatrice,  à chaque  propriété 
de  ces  rayons  vecteurs  répond  une  propriété  analogue 
des  rayons  de  courbure. 

Ainsi,  dans  l’ellipse,  le  rayon  vecteur  central  a un 
maximum  et  un  minimum,  et  les  directions  correspon- 
dantes sont  perpendiculaires  entre  elles;  donc,  dans  le 
cas  de  rt — s*  ]>o,  où  l’indicatrice  est  une  ellipse,  il 
existe  deux  sections  normales  de  la  surface,  perpendicu- 
laires entre  elles,  telles,  que  le  rayon  de  courbure  de  l’une 
est  un  maximum,  et  le  rayon  de  courbure  de  l’autre  un 
minimum  : ce  sont  les  sections  que  nous  avons  nommées 
principales.  L’un  des  rayons  de  courbure  devient  infini 
dans  le  cas  de  rt — s*  = o,  où  l’indicatrice  elliptique 
dégénère  en  deux  droites  parallèles.  Enfin  la  même  pro- 
priété subsiste  lorsque  l’indicatrice  est  formée  du  système 
de  deux  hyperboles.  Dans  un  tel  système,  le  carré  du 
rayon  vecteur  central  a deux  minima  qui  répondent  en- 
core à deux  directions  rectangulaires;  mais  comme  ces 
deux  rayons  correspondent,  l’un  à une  valeur  positive, 
l’autre  à une  valeur  négative  du  rayon  de  courbure,  on 
voit  que  celui-ci  a un  maximum  et  un  minimum  comme 
dans  le  cas  de  l’ellipse,  et  que  les  sections  correspon- 
dantes sont  encore  perpendiculaires  entre  elles. 

Dans  l’indicatrice  elliptique,  la  somme  des  inverses  des 
carrés  de  deux  rayons  perpendiculaires  est  constante;  la 
même  chose  a lieu,  dans  l’indicatrice  hyperbolique,  en 
substituant  la  différence  à la  somme.  Il  en  résulte,  en 
ayant  égard  aux  sigues  des  rayons  de  courbure,  que  la 
somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  perpen- 
diculaires entre  elles  est  constante  et  égale  à la  somme  des 
courbures  principales.  Nous  avons  déjà  démontré  cette 
proposition  au  n°  311. 
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Deux  rayons  vecteurs  de  l’indicatrice  également  incli- 
nés sur  l’un  des  axes  sont  égaux  entre  eux  : on  en  conclut 
que  deux  sections  normales  également  inclinées  sur  l'une 
des  seciions  principales  ont  la  même  courbure. 

On  voit  enfin  que  les  points  des  surfaces  auxquels  on 
donne  le  nom  d’ombilics  sont  ceux  pour  lesquels  l’indica- 
trice est  une  circonférence  de  cercle  ; effectivement,  toutes 
les  sections  normales  ont  alors  la  même  courbure. 

Dans  les  surfaces  du  deuxieme  degré,  les  sections  faites 
par  des  plans  parallèles  sont  des  courbes  semblables  : il 
en  résulte  que  l’indicatrice  en  chaque  point  est  l une 
quelconque  des  seciions  parallèles  au  plan  tangent  en  ce 
point.  Donc,  les  ombilics  des  surfaces  du  deuxième  degré 
sont  les  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux  plans 
des  sections  circulaires. 


Cas  où  la  théorie  précédente  est  en  défaut. 


316.  La  loi  si  remarquable,  d’après  laquelle  varie  la 
courbure  des  sections  normales  en  un  point  d’une  surface, 
suppose  l’existence  d’un  plan  tangent  en  ce  point,  et  elle 
exige  aussi  que  les  dérivées  partielles  r,  j,  t aient,  au 
même  point,  des  valeurs  déterminées.  Lorsque  le  con- 
traire a lieu,  notre  aualysc  ne  subsiste  pas,  et  la  loi  des 
variations  de  la  courbure  des  seciions  normales  peut  être 
très-différente  de  celle  qui  a lieu  dans  le  cas  général. 
J’éclaircirai  ceci  par  un  exemple. 

Considérons  la  surface  représentée  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l’équation 


(•) 


.r*  -4-  y 2 
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_/  étant  une  fonction  donnée.  En  posant 
x = jacosa,  y'  = psina, 
dans  l'équation  (i),  on  obtient 

(a)  *=  — p— 

a/(  tanga) 

ce  qui  est  l’équation  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
le  planj'  = x tanga,  z et  p étant  alors  les  coordonnées; 
celle  section  est  une  parabole  dont  la  tangente  à l’origine 
des  coordonnées  est  située  dans  le  plan  xy.  Cherchons  ce 
que  devient,  pour  cette  origine,  l’expression  générale  des 
rayons  de  courbure  des  sections  normales.  D’après  l’équa- 
tion (i),  z est  une  fonction  homogène  du  deuxième  degré 
des  cordonnées  x et  y : on  a donc,  d’après  le  théorème 
des  fonctions  homogènes  (n°  136), 

•r1  r5 

rx’  + a sjtj-  -+-  lr-  = iz—  — — 

Si  l’on  remplace  a-  et  y par  pv osa  et  psina,  puis, 
qn 'après  avoir  divisé  par  p *,  on  fasse  tendre  p vers  zéro, 
on  aura 

r cos’a  -+-  2 s sin  a cos  a -4-  t sin’a  = — - . 

f ( tan6  a ) 

r,  s,  t ont  dans  cctle  formule  les  valeurs  qui  conviennent 
à 1 origine  des  coordonnées,  et  a représente  l’angle  que 
fait  avec  l’axe  des  x la  tangente  des  sections  normales. 
L’expression  du  rayon  de  courbure  (n°310)  devient  alors 

R (tanga), 

et  la  loi  de  ses  variations  est  arbitraire  comme  la  fonc- 
tion_/’.  Ainsi,  ce  rayon  de  courbure  n’aura  plus  nécessai- 
rement, comme  dans  le  cas  général,  un  maximum  unique 
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et  un  minimum  unique  répondant  à deux  directions  per- 
pendiculaires. 

La  théorie  générale  ne  s’applique  pas  au  cas  acluel, 
parce  que,  pour  x = o,  y= o,  les  dérivées  r,  s,  t devien- 
nent indéterminées;  leurs  valeurs  dépendent  de  la  li- 
mite vers  laquelle  tend  le  rapport  - quand  x et  y tendent 
vers  zéro. 


De  l'enveloppe  des  plans  tangents  à une  surface  aux 
divers  points  d'une  courbe  donnée.  — Des  tangentes 
conjuguées. 

317.  Considérons  une  courbe  tracée  sur  une  surface 
donnée  ; le  plan  tangent  à la  surface  en  un  point  (x,  y , z) 
de  la  courbe  a pour  équation 

(0  z-*  = /»(x-x)  + 9(Y -y) 

et  il  est  enveloppé  par  une  surface  développable  qui  est 
déterminée  par  l’équation  (i),  jointe  à celle  qu’on  en 
déduit  par  la  dilléreulialiou  relative  à la  variable  indé- 
pendante, dont  dépendent  sur  la  courbe  donnée  les  quan- 
tités x,  j,  z,  p,  q.  A cause  de  dz  = p dx  -+-  q dy,  la 
différentiation  dont  je  viens  de  parler  donne 

(a)  (X  — x)dp  + (t—  y)dq  — o. 

Pour  avoir  l’arète  de  rebroussement  de  la  surface  déve- 
loppable dont  nous  nous  occupons,  il  faut  dilïérentier 
l'équation  (a),  ce  qui  donnera 

(3)  (X  — x)  d'p  -t-  (Y  — y)d’>q  — ( dx  dp  -t-  dy  dq)  = o. 

Les  équations  simultanées  (i),  (a),  (3)  sont  renfermées 
dans  la  formule 


Z — z dp  d.r  -+-  dq  dr 

pdq  — q dp  dq  d'p  — dp  d1  q ’ 
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les  valeurs  de  X,  Y,  Z tirées  de  ces  équations  sont  les 
coordonnées  du  point  de  l’arèle  de  rebroussement  qui  cor- 
respond au  point  (x,y,  z).  Les  équations  formées  en 
égalant  les  trois  premiers  rapports  de  la  formule  (4) 
équivalent  au  système  des  équations  (1)  et  (a);  ce  sont 
celles  de  la  caractéristique.  Celle  caractéristique  et  la  tan- 
gente menée  par  le  point  (x,  y,  z)  à la  courbe  donnée 
sont  dites,  d’après  M.  Dupin,  des  tangentes  conjuguées 
de  la  surface. 

Désignons  par  o,  6,  y les  angles  que  forme,  avec  les 
axes,  la  tangente  de  la  courbe  donnée  ; par  a',  ë',  y'  ceux 
que  fait,  avec  les  mêmes  axes,  la  tangente  conjuguée.  Les 
premiers  cosinus  sont  proportionnels  à dx,  dy,  dz  ; les 
autres  sont  proportionnels  à dq , — dp , pdq  — qdp , 
d’après  la  formule  (4),  ou,  selon  notre  notation  ordi- 
naire, proportionnels  à 

s dx  -+-  t dy , — (rdx  •+-  sdy),  ( ps  — qr)  dr  ■+-  (pt — <]s)dy, 
on  a donc 


(5) 


cos  a'  cos  6' 

s cos  a -t-  t cos  6 — (rcosa  -+- s cos6) 

rosy' 

(ps  — qr)  cosa  -t-  (pt  — qs)  cos  6 


Telles  sont  les  relations  qui  existent  enli-e  les  cosiuus  re- 
latifs à deux  tangentes  conjuguées  d’une  surface. 

Si  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  en  un  point  de 
la  surface,  qu’on  prenne  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent, 
pour  plans  des  zx  et  des  zy  ceux  des  sections  princi- 
pales, on  aura 

p — a,  q = o,  1 — o, 
cos  7 =0,  cos  S = sina, 
cosy'=o,  cosë'  = sina', 
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et  la  formule  (5)  donnera 

(6)  tanga  tanga' = — -• 

Cette  formule  (6)  exprime  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  — Deux  tangentes  conjuguées  quelcon- 
ques sont  parallèles  à deux  diamètres  conjugués  de 
l’indicatrice. 

Et  il  en  résulte  cette  conséquence  : 

Corollaire.  — La  somme  algébrique  des  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  qui  correspondent  à deux 
tangentes  conjuguées  est  constante. 

En  effet,  les  rayons  de  courbure  sont  proportionnels 
aux  carrés  des  diamètres  de  l’indicatrice,  et  ces  carrés 
ont  une  somme  ou  une  différence  constante. 

Expressions  générales  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux en  un  point  quelconque  d’une  surface.  — Dé- 
termination des  ombilics. 

318.  Reprenons  la  formule  générale 

(1)  R__  y/t-t-^-t-^ 

r cos’a  -4-  2 s cos  a cos  S -+- 1 cos’ë 

que  nous  avons  établie  au  n°  309  et  qui  détermine  en 
grandeur  et  en  direction  le  rayon  de  courbure  d’une  sec- 
tion normale  définie  par  les  angles  a,  S,  y que  fait  la 
tangente  avec  les  axes  ; rappelons  que  le  choix  du  signe 
du  radical  \li  + pl-hq'  détermine  le  sens  dans  lequel 
sont  comptés,  sur  la  normale,  les  rayons  de  courbure 
positifs.  Les  cosinus  des  angles  a,  ê,  y doivent  satisfaire 
à la  relation 

(2)  cos*/  —p  cosa  -+-  <7  cosê, 
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ainsi  qu'à  la  condition 

(3)  cos!st  -t-  cos'S  4-  cos:7  = i, 
et  l’élimination  de  cosy  donne 

(4)  (i  -t - p* } COS’*  -t-  ipq  COS  a COS  6 -t-  (l  -+■  (]’)  COS’6  = I . 

Multiplions  l’expression  de  R par  le  premier  membre  de 
la  formule  (4),  afin  de  la  rendre  homogène  par  rapport  à 
cos  a et  cos  6 5 l’équation  (t)  pourra  alors  être  écrite 
comme  il  suit  : 


(5) 


i -f- 


Rr  \ / R.t  \ 

p ’ ICOS’a  2 | pr/ - ■ tcosa  COS6 

'Ji-+-p'  + g'J  \ vH-f’  4-?V 

( I -t-  q1 ^ 1 | COS’ê  = O. 

\ yi+Z  + îV 


319.  Cette  formule  (5)  nous  donne  immédiatement  les 
équations  qui  déterminent  les  ombilics  de  la  surface  ; 

elle  fait  connaître  ellectivement  la  valeur  du  rapport  — —■ 

r cos  6 

qui  répond,  en  un  point  donné,  à une  valeur  donnée 
de  R.  Or.  si  le  point  dont  il  s’agit  est  un  ombilic,  la  va- 
leur de  — est  indéterminée,  et  réciproquement  ; done 

on  aura  les  conditions  des  ombilics  en  égalant  à zéro 
les  coefficients  de  cos’  a,  de  cosst  cos  S et  de  cos’S  dans  la 
formule  (5).  On  trouve  ainsi 


(6)  — — = ~ = — — , 

' ' i-4 - p'  pq  i -t-  q~ 

et  chacun  des  rapports  qui  figurent  dans  cette  formule 

exprime  la  valeur  de  ^ , R étant  la  valeur  du 

rayon  de  courbure  qui  convient  à l’ombilic. 

F.n  général,  les  deux  équations  (6)  détermineront  sur 
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la  surface  un  nombre  d'ombilics  limité  ou  illimité,  mais 
qui  11c  formeront  pas  une  ligne  continue;  il  peut  arriver 
cependant  que  les  deux  équations  (5)  se  réduisent  à une 
seule,  en  vertu  de  l’équation  de  la  surface,  et  alors  celle-ci 
admettra  des  lignes  ombilicales. 


320.  L’équation  (5)  nous  fait  connaître  aussi  les  rayons 
de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face. Effectivement,  les  deux  valeurs  du  rapport 

‘ r cos  6 

tirées  de  l’équation  (5)  doivent  être  égales  entre  elles  dans 
le  cas  du  maximum  et  dans  celui  du  minimum;  expri- 
mant donc  celle  égalité,  on  obtiendra  l'équation 


(pq  — — fi-4 -p*~  . Rr V i + =^L=\=o, 

\ yji-bp'-bq1)  \ + ^i-bp*-bq’J 


ou 


(7)  (rt  — *’)RJ— [(1  -bq*)r—  7' R -4-(l-t-/»*-t-  ^,),=  0, 


qui  a pour  racines  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Il  reste  à trouver  la  valeur  du  rapport  relative  à 

chacune  des  sections  principales.  Or,  R désignant  actuel- 
lemcnt  l’une  des  racines  de  l’équation  (7),  l’équation  (5) 
a une  racine  double,  si  l’on  y considère  cosa  ou  cosë 
comme  l’inconnue;  cette  racine  double  satisfera  donc  à 
l'équation  obtenue  en  différen tiant  l’équation  (5),  soit 
par  rapport  à cos  a,  soit  par  rapport  à cosë.  On  a,  d’après 
cela, 


/ Rr  \ / R.t  \ 

{ 1 -bp1 1 cosa  -b  [pq - ) cos  6 = o, 

\ \ji-b  p‘  -b  q‘ ) \ + 

/ Rj  \ / Rr  \ 

I pq ] cosa  + I l -b  q* 1 cos 6 = o, 

\ \ 1 -bp*  ~b  q’  / \ 'Jl-bp’-bq'J 
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et  l’on  tire  de  ces  équations 


r cosa  -+-  s cos6 
(l  -t-  p1  ) cos  a -4-  pi / cos  6 


s cosa  -f-  t cosG 
pq  cosa  -f-  (i  -4-  q1  ) cos 6 

V i -t-  p*  -t-  q' # 


l'équation  formée  avec  les  deux  premiers  des  rapports 
contenus  dans  eette  formule  est  du  deuxième  degré  par 

rapport  à elle  détermine  les  valeurs  de  ce  rapport 

qui  conviennent  aux  deux  sections  principales.  Les  équa- 
tions (a)  et  (3)  permettent  de  calculer  ensuite  les  valeurs 
des  trois  cosinus  cosa,  cos  S,  cos  y. 

L’équation  (7)  coïncidera  avec  l’équation  (7)  du  11"  157, 

si  l’on  v regarde  ^ comme  l’inconnue:  on  voit 

\jl  -f  p1  -t-  q1 

ainsi  que  les  centres  de  courbure  des  sections  princi- 
pales sont  précisément  les  deux  points  que  nous  avons 
eu  à considérer  dans  la  question  à laquelle  je  fais  ici 
allusion. 

En  désignant  par  R,  et  R,  les  racines  de  l’équation  (7), 
on  a 


(9)< 


n , „ ’/’-F-Mi-t- />’)']  v'i+^'  + î’ 

**1  + Al  ; 

rt  — j' 


R,  R,  = 


('+P1  -t-?1)’ 


(10) 


et  de  ces  formules  (9),  on  tire 
(R,  — R,)J 

_ (1-4-  p1  -4-  y1)  (1-4-/?1)  (»-t-  q')p'  g'  (“2£_ r t "P 

_ (/f—  j’)1  L PH  1+7’  t + ï;J 

(l-t-p1  -4-  7J)*(i  -+-/>»)  (1  -4-  7J)  T r t 

+ («-<*)’  L * -+"  1 “t"  72  J 
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la  formule  (10)  montre  ([lie  les  équations  (6)  ont  néces- 
sairement lieu,  lorsque  l’équation  (7)  a ses  deux  racines 
égales;  on  retrouve  ainsi  les  conditions  déjà  obtenues 
pour  les  ombilics. 


Détermination  lies  ombilics  de  l'ellipsoïde. 

321.  Pour  donner  un  exemple  de  la  théorie  précé- 
dente, nous  l’appliquerons  à la  recherche  des  ombilics 
de  l’ellipsoïde.  Désignons  par  p,  Vp’ — 6*  et  y -p* — <•'*  les 
demi-axes  de  la  surface  et  supposons  b<^c\  son  équa- 
tion sera 

.r2  y2  s1 

p2  0 2 — b2  t.2  — c 1 ’ 

et  l’on  en  tire,  par  la  différentiation, 

pz  r qz 

— *4“  ■ ■ 1 — — O,  —————  4-  ' ■ — OJ 

p2  p 2 — c1  p2 — b2  p2  — c' 

différeutiant  de  nouveau,  on  obtient 


d’où  l’on  tire 


" -4-  (■  H-/»*) 


c* 

p2' 


/Z  -t-  ( t -t-  73)  — 


r1  — A* 


sz  -4-  ptf  =z  O , 


*[/"/'■  — («  *♦*/»’)*] 


H 


“[(«  + ?’) r~  («+  P')*\ 


b2{p2  — c 2) 
p’(p2-*’] 


c2  — b2 
?—  b2 

t 


P1- 


Les  seconds  membres  do  ces  formules  étant  nuis  pour 
les  ombilics,  on  a p = o ou  = o ; mais  l’hypothèse 
de  p = o donnerait,  pour  q.  une  valeur  imaginaire  ; on 
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a donc  nécessairement  q = o,  et  il  en  résulte 


P 


b fp2 — c 1 ^ c 1 — b2  ^p2 — c’ 

— — 1 Z = * * 

c 


x = ± 


o. 


les  radicaux  devant  être  pris  avec  le  double  signe  dt. 

On  voit  que  l’ellipsoïde  a quatre  ombilics  qui  sont 
situés  dans  le  plan  principal  du  plus  grand  axe  et  du  plus 
petit,  ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  dit  au 
n°  315. 


Des  lignes  de  courbure  (T une  surface. 

322.  On  nomme  ligne  de  courbure  d’une  surface  toute 
ligne  telle,  que  les  normales  menées  à la  surface,  par 
ses  différents  points,  appartiennent  à une  surface  déve- 
loppable. 

Soient  x,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  d’un 
point  de  la  surface  donnée,  et  faisons  comme  à l'ordi- 
naire 

dt—  pdx  ■+■  qdjr,  dpxxrdx  -I-  sdjr , dq  = tdx  -H  t dy. 

La  normale  de  la  surface  au  point  (x,  y , z)  aura  pour 
équations 

(t)  (X-*)+p(Z-»)  = o,  (Y-r)H-*(Z-»)  = o. 

Maintenant,  si  les  coordonnées  x,  y,  z appartiennent  à 
une  ligne  de  courbure,  elles  seront,  ainsi  que  p et  q,  des 
fonctions  d’une  même  variable;  la  droite  (i)  étant  alors 
la  tangente  de  l'arète  de  rebroussement  d’une  surface 
développable  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  caractéris- 
tique de  cette  surface,  elle  sera  contenue  dans  le  plan 
mobile  enveloppé  par  la  même  surface;  donc  l’équation 
de  ce  plan  mobile  sera 

(2)  [(X  — x + p{Z  — *)]  — 0[(Y  — y)  + q (Z  — *)]  = o, 

1.  3i 
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9 étant  une  fonction  du  paramètre  ou  de  la  variable  dont 
dépendent  les  coordonnées  x,y,  z.  Mais,  d’après  la 
théorie  exposée  au  n°  283,  la  caractéristique  de  l’enve- 
loppe est  représentée  par  l’cquation  (a),  jointe  à celle 
qu’on  en  déduit  par  la  différentiation  relative  au  para- 
mètre qu’elle  renferme;  donc  cette  dernière  équation 
doit  devenir  identique  en  vertu  des  équations  (i).En  dif- 
fércntiant  l’équation  ( a)  et  en  supprimant  le  terme  en  d9 
qui  est  nul,  par  les  équations  (i),  il  vient 

[ — (dx-\-pdz)-\-  (Z  — z)dp\  — 8[ — (dy  -|-  qdz)  -+-  (Z  — z)dq\-=z  o. 

Cette  équation  devant  subsister,  quel  que  soit  Z,  elle  se 
décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

j dx  4-  pdz  = 9 (dy  + q dz) , 
i dp  — Qdq , 

d'où,  en  éliminant  9, 

(4)  — *—==— *-■-  ; 

1 ' ' dx  -+-  pdz  dy  -H  qdz' 

telle  est  l'équation  qui  doit  avoir  lieu,  d’après  la  défini- 
tion, pour  tous  les  points  d’une  ligne  de  courbure. 

Remplaçant  dz , dp,  dq  par  leurs  valeurs,  l’équa- 
tion (4)  devient 

rdx-ysdy  sdx  + tdy 

' ' (l  -+-  p')dx  -4-  pqdy  pqdx  -+-  (l  -+-  q1  jdy’ 

OU 

^ ( [(!-*-?’)'  — -K(« ('+/»’)»]  ^ 

I +[pqr—  = 

les  dérivées  p,  q , r,  s,  t sont  des  fonctions  données  des 
coordonnées  x,  y,  et  l’équation  (6)  est  l’équation  diffé- 
rentielle des  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  sur- 
face sur  le  plan  xy. 
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Pour  chaque  système  de  valeurs  des  abscisses  x et  y,  - 

l'équation  (6)  donne  deux  valeurs  de  — ou  de  lim  ~ ■ 

dx  A,’ 

il  résulte  de  là  qu’il  passe  deux  lignes  de  courbure  par 
chaque  point  de  la  surface  autre  qu’un  ombilic;  dans  le 
cas  des  ombilics,  l’équation  (6)  se  réduit  à une  identité. 

323.  L'équation  (2)  du  plan  mobile  que  nous  avons 
considéré  devient,  à cause  de  la  seconde  conation  (3), 

KX  ~ x)  -W'(z  ~ *)]^  ~ [(Y  -r)  +g  (Z  - z))dp  = o, 

et,  pour  déterminer  l’arèle  de  rebroussement  de  son  en- 
veloppe, il  faut  joindre  à l’équation  précédente  (n°  283) 
celles  qu’on  en  déduit  par  une  double  différentiation  faite 
dans  1 hypothèse  de  X,  Y,  Z constantes.  Une  première 
différentiation  donne,  en  ayant  égard  à l’équation  (4), 

[(X  — x)-hp(Z—  — [(Y  — jr)  +7  (Z  — *)]</>/>=:  o. 

Différentions  de  nouveau  et  désignons  par  — la  valeur  de 

chacun  des  membres  de  la  formule  (4),  il  viendra,  en 
ayant  égard  aux  équations  précédentes  qui  équivalent 
à celles  de  la  normale, 

, (Z  z M)(dpd’q  — dqd'p)  = O, 

d ou 

Z — j=M. 

La  valeur  de  Z qu’on  obtient  ainsi  se  rapporte  au  point 
de  contact  de  la  normale  avec  l’arète  de  rebroussement. 

Si  l’on  désigne  par  R la  partie  de  celte  normale  com- 
prise entre  le  point  de  contact  dont  nous  venons  de 
parler  et  la  surface,  on  aura 

R = tfï  - + (Y -7)*“+  (2  — *)», 

ou,  à cause  des  équations  (1), 

R + /'’  + ï’  (Z  — î)  = (/?+/>'  + î‘M. 

3i. 
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Or  est  la  valeur  commune  des  deux  membres  delà  foi- 
M 

mule  (4)  ou  de  ceux  de  la  formule  (5);  on  a donc 

rdr.  4-  sdy  scLc-V-tdr  ^i-S-p'  + q' 

^ (l-S-p')djc  + pqdy  pq  (Lx  -+-(!-!-  q-  )dy~  R 

Soient  a,  o,  y les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente 
à la  ligne  de  courbure,  on  aura 


dx  dy 

cos  a cos 6 


et  la  formule  précédente  devieudra 


(8) 


I 


reosa  -4-  .< COS? 


s cosa  -t-  tco  s? 


(i  •+-  p1)  cosa  -+-  pq  cos 6 pq  cosa  -+-  (t  -I-  q‘)  cosC 


v'i  -+- 


Les  deux  équations  contenues  dans  cette  formule  sont 
précisément  celles  qui  nous  ont  servi  (n°  320)  à déter- 
miner la  valeur  R du  rayon  de  courbure  des  sections 
principales  en  un  point  de  la  surface  donnée,  ainsi  que 


la  valeur  du  rapport  qui  convient  à ces  sections,  les 


angles  a,  ë,  y se  rapportant  à la  tangente  de  la  section  ; 
on  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 


Théorème.  — i°  Les  lignes  de  courbure  qui  passent 
par  chaque  point  d'une  surface  donnée  sont  tangentes 
aux  sections  principales  relatives  au  même  point,  et  par 
conséquent  elles  se  coupent  à angle  droit. 

a0  U arête  de  rebroussement  de  la  surface  dévelop- 
pable formée  par  les  normales  de  la  surface  aux  points 
d'une  ligne  de  courbure  est  le  lieu  géométrique  des 
centres  de  courbure  des  sections  principales  tangentes 
à la  ligne  de  courbure. 
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324.  Remarques.  — Il  est  important  de  remarquer 
que  les  rayons  de  courbure  d’une  ligne  de  courbure  ne 
sont  pas  égaux,  en  général,  à ceux  des  sections  principales 
tangentes.  Si  p désigne  le  ravon  de  courbure  d’une  ligne 
de  courbure,  fl  l’angle  que  fait  la  direction  de  ce  rayon 
avec  la  direction  du  rayon  de  courbure  R de  la  section 
principale,  on  a 

p = ReosO, 

comme  on  l’a  vu  au  u°  308.  L’égalité  des  rayons  p et  R 
n’a  donc  lieu  que  si  le  plan  osculateur  de  la  ligne  de 
courbure  passe  par  la  normale  de  la  surface. 

Nous  avons  obtenu  l’équation  différentielle  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  d’une  surface  sur  le  plan  xj ■; 
la  recherche  de  l’équation  de  ces  lignes  entre  les  seules 
coordonnées  exige  en  général  les  méthodes  qui  font  l’ob- 
jet du  calcul  intégral.  Mais  on  peut  voir  dès  à présent  que 
les  lignes  de  courbure  constituent  deux  systèmes  distincts 
que  l’on  nomme  orthogonaux ; ces  lignes  décomposent 
effectivement  la  surface  en  quadrilatères  infiniment  petits 
dans  lesquels  les  quatre  angles  sont  droits.  Les  courbes 
auxquelles  appartiennent  les  côtés  opposés  de  ces  quadri- 
latères forment  le  système  des  lignes  de  l’une  des  cour- 
ts bures  et  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes  con- 
stituent le  système  des  lignes  de  l’autre  courbure.  Mais, 
en  général,  les  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  par 
un  même  point  d’une  surface  ne  sont  pas  analytiquement 
distinctes-,  elles  ne  sont  en  réalité  que  deux  branches 
d'une  même  courbe;  c’est  seulement  dans  des  cas  particu- 
liers que  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  peuvent 
être  représentés  par  des  équations  distinctes. 

Toute  ligne  tracée  sur  un  plan  ou  sur  une  sphère  doit 
être  regardée  comme  une  ligne  de  courbure  de  cette  sur- 
face. Dans  le  premier  cas,  les  normales  de  la  surface  me- 
nées par  les  points  d’une  ligne  quelconque  forment  une 
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surface  cylindrique  qui  est  développable;  cette  ligne 
satisfait  donc  à la  définition  des  ligues  de  courbure.  Dans 
le  cas  de  la  sphère,  les  normales  vont  concourir  en  un 
même  point  et  elles  forment  une  surface  conique  qui  est 
encore  développable.  On  voit  au  surplus  que  l'équa- 
tion (4)  des  lignes  de  courbure  est  toujours  satisfaite 
dans  le  cas  du  plan  et  dans  celui  de  la  sphère.  Pour 
une  courbe  plane  on  a effectivement 
dp  — o , dq  — o ; 
dans  le  cas  de  la  sphère, 

(x  — x,)l  + (/  — /,)’  + (*— s.;>  — a*  = ©, 

on  a 

rfx  pdz  -+  (s — z,)dp  — o et  dy  ■+■  qdz  -4-  (a — z,)dq  — o. 


Propriétés  relatives  aux  lignes  de  courbure. 


323.  Reprenons  l’équation 

d/i  dq 

dr  -f-  pdz  dy  -t-  qilz 

qui  appartient  aux  lignes  de  courbure. 

Si  l’on  désigne  par  a,  6,  y les  angles  que  fait,  avec 
les  axes,  la  tangente  d’une  ligne  tracée  sur  une  surface, 
par  6',  y ceux  que  la  normale  de  la  surface  fait  avec 
les  mêmes  axes,  on  aura 

cos  *'  cos  S' 

^ C0S7'  cosy' 

puis 

dr  dy  _ dz 

cos  a cos  6 cos 7 


L’équation  précédente  des  lignes  de  courbure  devientalors 

cosy'</cosa'  — eosa'f/cosy'  cos  7'  d cosfî'  — cos  6'  d cosy' 
cos  a COS7'  — COS7  cosa'  cosS  C0S7'  — C0S7  cosS' 


ou 
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| (cos S COS7'  — cosy  cosê'  ) d cosa' 

(l)  < -t-  (COSyCOSa' — cosa  cos/')  d rosé' 

I -h  (cOSa  COSê'  — COSê  COSa')  COS 7'  = O. 

On  a d’ailleurs 

cos  a cosa'  -I-  cosê  cosê'  -+-  COS7  cos 7'  = 0, 
cos5  a'  -4-  cos!  ê'  -t-  cos5  7'  = 1 , 
et,  par  la  dillërcntialion, 

cosa'  d cosa'  -+-  cosê'  d cosê'  ■+-  COS7’  d C0S7'  = o. 

En  combinant  cette  dernière  identité  avec  l'équation  (1), 
on  obtient 

d cosa'  il  cosê'  d cos 7' 

' cosa  cosê  cosy 

Ainsi,  pour  qu’une  courbedonnée,  tracée  sur  une  sur- 
face, soit  ligne  de  courbure  de  cette  surface,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  tangente  de  la  courbe  en  chaque  point  soit 
parallèle  à la  droite  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  proportionnels  aux  différentielles 

d cosa',  d cosê',  d cosy', 

ê',  ■/'  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  parla  nor- 
male de  la  surface. 

Posons 

(3)  du'  = ^(rfeosa')1  -f-  (d  cosê'  )5  -t-  (d  cosy')2, 

et  déterminons  trois  angles  r/,  £'  par  les  équations 

(4)  dcosa'  =rfa'cos|',  rfcosê'  = rfar'cos»',  dcosy'  = da'cosi'. 

Si  la  courbe  proposée  est  ligne  de  courbure,  les  nor- 
males de  la  surface  menées  par  ses  différents  points  se- 
ront tangentes  à une  courbe;  dans  ce  cas  du'  est  l’angle 
de  contingence  de  cette  dernière  courbe  et  t,',  r/,  sont 
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les  angles  formés  par  sa  normale  principale  avec  les  axes. 
Dans  tous  les  cas  la  direction  que  déterminent  les  angles 
y/,  Ç'  est  perpendiculaire  à la  normale  de  la  surface, 
et  par  suite  elle  est  dans  le  plan  tangent;  car  l’équation 

cos’ a'  -+•  cos’ S’  -+-  cos’ 7'  = 1 

donne,  par  la  différentiation,  à cause  des  formules  pré- 
cédentes, 

cosa  cosï'  -+-  cosS'  cos>i'  -l-  cosy'cosÇ'  = o. 

Soient  encore  par  X',  p',  v'  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  une  droite  perpendiculaire  à la  normale  de  la 
surface  et  à la  direction  qui  répond  aux  angles  £', 
les  cosinus  des  angles  £',  n',  étant  proportionnels  à 
d cosa',  de  os  6',  dcosy',  ils  le  sont  aussi,  d’après  le  cal- 
cul du  n°  273,  aux  différentielles  d cosX',  d cosp',  de osv'. 
Si  donc  on  pose 

(5)  d t'  = v^(rfcosi')’  -+-  (y/cosft  )’  -t-  (</cosv')’, 
on  aura 

(6)  rfcos'A'  = cosç'rfT',  rfcosp'  — cosjiVt',  rfcosy'  = cosÇ'rfr'. 

Cela  posé,  désignons  généralement  par  co  l’angle  formé 
par  la  tangente  de  la  courbe  donnée  avec  la  direction  qui 
répond  aux  angles  \\  r',  Ç7;  par  6 l’angle  que  fait  la  nor- 
male de  la  surface  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 
Soient  d’ailleurs,  pour  cette  dernière  courbe,  conformé- 
ment à nos  notations  habituelles,  Ç,  y,,  Ç et  X,  p,  v les 
angles  formés  avec  les  axes  par  la  normale  principale  et 
par  l’axe  du  plan  osculateur,  da  et  <ir  les  angles  de  con- 
tingence relatifs  à la  première  et  à la  seconde  courbure. 
Les  droites  qui  font  avec  les  axes  les  angles 

6'»  y, 

a',  V, 

y,  y,  v, 
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forment  un  système  rectangulaire,  et  les  cosinus  des 
angles  formés  avec  ces  trois  droites,  par  la  tangente,  la 
normale  principale  et  l'axe  du  plan  osculateur  de  la 
courbe  donnée  sont  respectivement 


0» 

cosu, 

sinw , 

cos  9, 

db  sin  6 sin  u , 

rp  sin  6 cos  u 

sin  6, 

zp.  cos6  sin  u , 

± COS 6 COSw 

mais  comme  on  passse  des  signes  inférieurs  aux  supé- 
rieurs en  changeant  co  en  w-f-71  et  en  substituant,  à la 
direction  d’abord  choisie  de  la  tangente  à la  courbe,  la 
direction  opposée,  nous  admettrons  les  signes  supérieurs, 
et  l’on  aura  en  conséquence  les  formules  suivantes  : 


(7) 

(8) 
(9) 


COS  a COS  a' 
COS  a COS?'  ■ 
COSa  COS''  • 

COS?  COSa'  ■ 
COS?  COS?'  • 

cos?  cosX'  ■ 

COS  A cosa'  - 
COS).  COS?'  - 
COS  A COS  À'  - 


- cos  6 cos  6' 

- cosS  cosn' 

- cos  6 cos  ia'  • 

- cos»cos6'  - 

- COS r,  COSv,' 

- COS  J]  COS  fi' 

COS  fl  COS^'  ■ 
COS  fi  COS  r,  ' ■ 
COS  fl  COS  fi'  ■ 


- cos  y cos  y 

- cos  7 cos  Ç 

- COS7  COS» 

■ COSÎ cos 7 

• COS  Ç COS  1 

- COS? COS V 

• COSv  COS  7 

■ COS  V COS  Ç‘ 

■ COSv  COSv 


— o, 

— COSw , 

= sinw; 

= cos9, 

— -+-  sin  8 sinw, 
= — sinS  cosw; 

= sin  8 , 

= — cos  6 sin  «i, 

— -)-  cos 8 cosu. 


Si  l’on  différentie  la  première  et  la  troisième  équa- 
tion (y),  puis  la  première  équation  (8),  en  faisant  usage, 
pour  cet  objet,  de  nos  formules  du  n°  274,  il  viendra,  en 
ayant  égard  à toutes  les  précédentes  équations. 


(10) 

coswf/<r'  cos8/^a  = 0, 

(>0 

dx'  — du  -+-  sinOi/a, 

(la) 

dx  — drJ  + sinw  do', 

et  à cause  de  la  formule  (10),  la  formule  (ta)  donne 
( 1 3 ) dx  — d9 — rosO  tanguf/a. 
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326.  Les  formules  (10),  (11),  (12),  (1 3) conviennent  à 
une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface.  Nous  avons 
vu  que  la  condition  des  lignes  de  courbure  est  sin  w = o; 
celte  condition  se  réduit  donc  à 

rfr  — rf8, 

d’après  la  formule  (<3),  ce  qui  donne  le  théorème  remar- 
quable de  Lancret,  savoir  : 

Théorème  I.  — Pour  qu'une  courbe  tracée  sur  une 
surface  soit  ligne  de  courbure  de  cette  surface,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  soit  égal  à ta 
différentielle  de  l’angle  formé  par  le  plan  osculateur  de 
celle-ci  avec  la  normale  de  la  surface. 

Si  l’on  a dx  = o,  il  en  résulte  dO  = o,  d’où  0 = const., 
et  réciproquement;  on  a donc  cette  autre  proposition  : 

Corollaire.  — Pour  qtt  une  courbe  plane  tracée  sur 
une  surface  soit  ligne  de  courbure  de  la  surface , il  faut 
et  il  suffit  que  le  plan  de  la  courbe  coupe  la  surface 
partout  sous  le  même  angle. 

Si  la  courbe  proposée  est  une  ligne  de  courbure  plane 
de  la  surface,  on  a sin  w = o,  dus  — o et  dO  = o;  alors 
les  équations  (10)  et  (1 1)  donnent  par  la  division 

dê 

— - = — tangô  = const. 

fit 7 

on  a donc  ce  théorème  : 

Théorème  II.  — Si  une  ligne  de  courbure  d'une  sur- 
face est  plane,  les  noimalcs  de  la  surface  aux  points  de 
la  ligne  de  courbure  forment  une  surface  développable 
dont  l'arête  de  rebroussement  jouit  de  la  propriété  que 
scs  deux  courbures  ont  un  rapport  constant.  Cette  arête 
de  rebroussement  est  donc  une  hélice  tracée  sur  un  cylin- 
dre à hase  quelconque  (n"  301  ). 
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327 . Considérons  maintenant  une  courbe  appartenant 
à deux  surfaces;  on  aura  par  la  formule  ( 1 3 ) du  n°  325 

dx  dQ  — cosfl  tangu  du, 
dx  ~ dO,  — cosO,  tangu,  du, 

en  dénotant  par  0,,  w,  les  quantités  analogues  à 0,  w,  et 
relatives  à la  deuxième  surface.  On  tire  de  là 

d(  Si  — 8)  = (cosO,  tangu,  — cos0  tangu)  de, 

les  angles  9 et  0,  sont  situés  dans  la  même  plan,  comptés, 
tous  les  deux,  dans  le  même  sens,  à partir  de  la  normale 
principale  de  la  courbe  donnée;  donc  la  différence  0,  — 0 
exprime  l’angle  que  les  deux  surfaces  font  entre  elles  ; 
d’ailleurs  l'équation 

sinu  = o ou  sinu,  = o 

est  la  condition  pour  que  la  courbe  considérée  soit  ligne 
de  courbure  de  la  première  ou  de  la  seconde  surface.  On 
a donc  ce  théorème  : 

Théorème  III.  — Si  l' intersection  de  deux  surfaces  est 
une  ligne  de  courbure  de  chacune  d'elles,  ces  surfaces 
se  coupent  partout  sous  le  meme  angle.  Réciproquement , 
si  deux  surfaces  se  coupent  partout  sous  le  même  angle 
et  que  l intersection  soit  une  ligne  de  courbure  de  l'une 
des  surfaces , elle  est  aussi  ligne  de  courbure  de  l'autre 
surface. 

Et,  comme  une  ligne  plane  ou  sphérique  est  ligne  de 
courbure  du  plan  ou  de  la  sphère  qui  la  contient,  on  a ce 
corollaire  qui  comprend  celui  du  théorème  I (n°  326)  : 

Corollaire  I.  — Pour  qu’une  courbe  plane  ou  sphé- 
rique tracée  sur  une  surface  donnée  soit  une  ligne  de 
courbure  de  la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  ou 
la  sphère  qui  contient  la  courbe  coupc  la  surface  partout 
sous  le  même  angle. 
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Les  plans  tangents  à une  surface  développable  font  par- 
tout avec  la  surface  uu  angle  nul,  et  ils  contiennent  la 
génératrice.  On  a donc  cette  autre  proposition  : 

Corollaire  II.  — Les  génératrices  d'une  surface 
développable  sont  des  lignes  de  courbure  de  cette  sur- 
face. 

328.  — On  peut  établir  facilement  le  théorème  III  sans 
recourir  aux  formules  du  n°  325.  Effectivement,  consi- 
dérons deux  surfaces  pour  lesquelles  on  a respectivement 

iiz  — p dx  -f-  qdy,  dt  — />,  dx  -t-  q,  dy. 

Ces  deux  équations  ont  lieu  simultanément  pour  l’inter- 
section des  deux  surfaces,  et  l’on  en  tire 

dx  dy  dz 

7 7>  P>  P IP'  PI'  ’ 

désignons  par  dt  chacun  de  ces  trois  rapports  égaux,  et 
posons 


dx  + pdi 
-dp—-*' 

dy-t-qdz  n 

dq  Q’ 

dx  -h  p,dz 

dr  q.di n 

j — ”i> 

dp , 

y ' V* 

dq  i 

on  aura 

=7  (‘  -*-PP-  -*-??■)  — 7i(‘  -t-/1’  -+-  ?’)• 

Q \ 

— - = (I  ) — />  ( I +pp t 4-  qqy). 

Si  donc  on  fait 

y-  t-f-jPp,  +_77i_ 

^ i -+-  p-  -t-  q'  ^ i -h  p\  •+■</' 
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on  aura 


d\ 

dp 


Qdq 


d’où 


dt\Ji  4-  «?ï (1  -t-/»3  + q'Y 

d\ P dp 

dq  1 

dt^l  -h  p]  4-  q\ (l  + p'  4-  q'Ÿ 

dp  dq 


7Ï  dp+d^j  dq  = ( Q_p) 


V1  + p\  + «7Ï(i  4/>“+î’)!  fit 


on  aura  évidemment  aussi 
g^,4-^rf7l  = (Q,-p,) 
et,  en  ajoutant, 

Q-P 


dp,dq, 


y/i4-/>34-  q7(i  4 -p;  4-  q])'  dt 


l + p'-+-q'dpdq+  T+p\^+qi  •tP'à'b 


dt\ji  +p'  4-7,VI  +P\  -+-  V! 

On  voit,  par  cette  formule,  que  si  deux  des  quantités 
rfV,  Q — p,  Q.-P, 

sont  nulles,  la  troisième  est  nulle  aussi  ; ce  qui  est  préci- 
sément la  proposition  que  nous  voulions  établir. 


De  la  surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics. 

329.  Si  l'on  désigne  par  X,  Y,  Z les  cosinus  des  angles 
que  fait,  avec  trois  axes  rectangulaires,  la  normale  d'une 
surface,  011  a 


_ _ — P 
\jl  4-  p1  4-  q1 


, Y = 


— <7 


-,  Z = 


/ï~4-  p7  + q’1  ^1  4-/,'  4-  q 1 
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dX 

_ W‘-(' 

-t-  q*  ';  r 

dX 

pqt—(\ 

i + 9:)' 

dx 

3 

('+/>’ 

+ 9’)’ 

(*  + /'1 

+ 1? 

d Y 

_pqr—  ( 

I -h  p7\  S 

dY 

pqs  - ( 

i-hp’)t 

dx 

r ’ 

(l  +p' 

Les  équations 

r s t 

i -t-  p'  pq  i -t-  q'  ’ 

qui  délerminent  ( n°  319)  les  ombilics  des  surfaces,  équi- 
valent donc  aux  suivantes  : 


dX  d Y 

ti  r dy  ’ 


lesquelles  se  réduisent  à deux  distinctes. 

Il  est  facile  de  démontrer,  par  ces  formules,  que  la 
sphère  est  la  seule  surface  dont  chaque  point  soit  un 
ombilic.  En  effet,  pour  une  telle  surface,  les  équations  (i) 
ont  lieu  en  chaque  point;  les  deux  premières  expriment 
que  le  cosinus  X est  indépendant  de  y et  que  Y est  indé- 
pendant de  x\  en  d’autres  termes,  X est  fonction  de  x 

seule,  Y de  r seule;  en  outre,  les  dérivées  et  - . - étant 
J ’ dx  dy 


égales,  leur  valeur  est  nécessairement  une  constante-; 
on  a donc 


dX  _i_  d Y i 
dx  a dy  a ' 


par  conséquent,  X et  Y ont  des  valeurs  de  la  forme 


X = 


a 
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x0  et  y0  étant  des  constantes;  le  cosinus  Z sera  dès  lors 


Z — ^a>~  (j  — J-.)*—  (7  — .r«>* 

a 

X 

Maintenant,  les  valeurs  de  p et  q étant  — > 

Ci 

formule  dz  = p dz  -f-  qdy  devient 


la 


(2)  dz  = - . 

VA»1 — (x  — x,)1  — (j-— /•;’ 

Le  second  membre  de  cette  formule  est  la  différentielle 
totale  de  — (x — «c0)’ — (y — Je)’;  on  a donc,  en 
désignant  par  z„  une  nouvelle  constante, 


z — Zt—yja1  — (x  — x,)'— 

OU 

(3)  (x  — X.)*  + (jr—  r.)’4-  (*—  = 

ce  qui  est  bien  l’équation  de  la  sphère. 


Des  systèmes  triples  de  surfaces  orthogonales. 

330.  Désignons  par  x,  y,  z des  coordonnées  rectan- 
gulaires, par  p,  p,  v trois  paramètres  variables,  par f,f, 
f,  des  fonctions  données.  Chacune  des  équations 

(«)  P =/(■*,  r»  *)>  f*=/(x,  j , a),  v=/,(x,  r»  *) 

représentera  une  famille  de  surfaces,  et  ces  trois  familles 
constitueront  un  système  triple  de  surfaces.  Si  l'on  ima- 
gine que  les  équations  (1)  soient  résolues  par  rapport  à x, 
y,  z,  de  manière  que  l’on  ait 

(2)  * = F(p,  p,  v),  r = F,(p,  f*,  v),  * = F,(p,  p,  »); 

les  divers  points  de  l’espace  seront  déterminés  par  les  trois 
variables  p,  p,  v auxquelles  on  a donné  le  nom  général  de 
coordonnées  curvilignes . 
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Il  imporle  de  remarquer  surtout  le  cas  où  les  surfaces  de 
chacune  des  trois  familles  qui  composent  le  système  triple, 
sont  coupées  à angle  droit  par  toutes  les  surfaces  des  deux 
autres  familles.  Un  tel  système  est  dit  orthogonal. 

Posons 


(3) 


les  normales  des  trois  surfaces  au  point  (x,^,  z)  forment 
avec  les  axes  coordonnés  des  angles  qui  ont  respectivement 
pour  cosinus 


1 

il. 

1 

il, 

! 

il 

p 

dx 

P 

P 

dz  ’ 

1 

dji 

I 

dy. 

I 

dy 

M 

dx  * 

M 

dy' 

M 

dz  ’ 

i 

dy 

i 

rfv 

i 

d-j 

N 

77' 

N 

dÿ' 

N 

Hz' 

par  conséquent,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu’un  système  triple  de  surfaces  soit  orthogonal 
sont 

/ ±1  ii 

1 dx  dx 

} dp  dy  dp  d v dp  dy 

(dx  dx  djr  dy  dz  dz  °f 

du  dy  du  dy  ^ du  dy 

dx  dx  dy  dy 


(4) 


dp  d y dp  d p. 
dx  dy  ^ dz  dz  °’ 


dz  dz 


331 . On  peut  éliminer  deux  des  fonctions  p , p,  v entre 
les  équations  (4)  et  celles  qu’on  en  déduit  par  la  différen- 
tiation; le  résultat  de  celte  élimination  est  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Voici  comment 
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ou  peut  établir  cet  important  théorème  dû  à M.  Ossian 
bonnet.  Les  deux  dernières  équations  (4)  donnent 


K 

(l'J 

_<h 

,ij_ 

(lP 

dp 

dx 

•‘y 

dz 

dZ 

dy' 

K 

d v 

_ dp 

dp 

dp 

dp 

<h 

dz 

dx 

dx 

dz  5 

K 

dV 

_ ’h 

dp 

dp 

dp 

dz 

dx 

dy 

dy 

dx 

MP 

formules  où  K a la  valeur  — — • Il  est  évident  d’ailleurs 

N’ 

que  si  l’on  ajoute  les  trois  quantités 


dz 

■'(M! 


•ty 


MS)  '{*$) 

dy  dx  ’ 

. i . , . , . tlv  d v (il 

apres  les  avoir  multipliées  respectivement  par  — , — •, 

on  obtiendra  une  somme  nulle;  on  a donc,  par  les  for- 
mules (5  ), 


dj 

d /dp 

dp 

dp 

dp) 

d 

(dp 

dp 

dp 

''Ml 

dx 

dz  \dt 

dx 

dx 

dz) 

dy 

\ dx 

dy 

dy 

d*)  J 

rfv 

- d /dp 

dp 

dp 

dp) 

d 

(dp 

dp 

dp 

''Ml 

1 dy 

dx  \ dx 

dy 

dy 

dx  ) 

dz 

\dy 

dz 

dz 

dy)  J 

d V 

r d / dp 

dp 

dp 

dp) 

d | 

(dp 

dp 

dp 

''M‘l 

dz 

L dy  [dy 

dz 

dz 

dy) 

dx 

\dz 

(lx 

dx 

d*  / J 

Si  l’on  effectue  les  différentiations 

I. 


et  qu’on  ajoute  à 
3?. 
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IVqualion  obicnue  les  deux  dernières  équations  (4)  mul- 
tipliées respectivement  par 

\ */-r2  </z*  J \dx3  dy3  dz3  ) 

il  viendra  : 

dvTdfj  d3  p dp  d3p  dp  d3  p dp.  d3p  dp  d3p 

dx  \jtx  dx2  dy  dx  dy  dz  dx.  dz  dx  dx3  dy  dx  dy 

dvTdp  d3p  dp  d3 p dp  d3p  dp  d3p  d3 p dp 

dyyjixdxdy  dy  dy3  dz  dydz  dx  d.rdy  dy3  dy 

dvVdp  d3  p dp  d3p  dp  d3  p dp  d3o  dp  d3  p 

dz  \^dr  dxdz  dy  dydz  dz  dz3  dx  dxdz  dy  dydz 

On  peut  cliasscr  de  cette  équation  les  dérivées  du  second 
ordre  de  la  fonction  p.  On  a, en  effet,  en  différentiant  la 
première  des  équations  (4)  par  rapport  à chacune  des 
variables  x,  y,  z , 


tlp  d3  p du  d3  p 

, dP  d>  __ 

dp  d’p 

d p d’p 

d p d’p 

dx  dx 3 

dy  dx  dy 

dz  dxdz 

~ dx  dx’  ~ 

dy  rixdy 

dz  dxdz 

dp  d3p 

pif  Ha 

, dP  rf,f*  _ 

dp  d’p 

d p d’p 

d p d’p 

dx  dx  dy 

dy  dy’ 

dz  dydz 

dx  dx  dy 

dy  dy’ 

dz  dydz 

dp  d’p  dp  d’p 

dP  d’y  _ 

dp  d’p 

d p d’p 

d p d’p 

dx  dxdz  dy  dydz 

dz  dz' 

dx  dxdz 

dy  dydz 

dz  dz’ 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  formules  (5),  qui  per- 
mettent d’éliminer  les  dérivées  de  y,  l’équation  (6) 
devient 

dp  d f*\  /ftp.  d’p  dp.  d’p  dp  d’p  \ 

dz  dy  J \ dx  dx’  dy  dxdy~^~  dz  dxdz) 

dp  d p\  (dp  d’p  dp  d’p  dp  d’p  \ 

dx  dz  ) \dx  d.r dy  dy  dy’  dz  dydz) 

dp  dp\  /dp  d’p  dp  d’p  dp  d’p  \ 

dy  dx  ) \ dx  dxdz  dy  dydz  dz  dz ’ / °’ 


(7) 


l‘h‘h_ 

\ dy  dz 

(’liiL— 

\dz  dx 

(ii'Li  _ 

' dx  dy 


îï.  1 

dz  dxdz  J 

dV-  d*P  1 
dz  dydz  J 

dz  dz’  | 
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* 


+ z'  il  il  + n-  i±  il  ,C'dl  il 

dy  dz  dz  dx  iLc  dy 

en  faisant,  pour  abréger, 


dp  d1p  do  d*p 

dz  dxdy  dy  dxdz 


- il 

d’p 

dp  d’p 

dx 

dydz 

dz  dxdy' 

_ ii 

d’p 

dp  d’p 

dxdz 

dx  dy  dz  ’ 

~ il 

dx 

lili. 

\dz’ 

-.ti\  + lii 

dy’)  \dy 

d’p 

dxdy 

_ il 

dz 

d’P  \ 
dxdz)  ’ 

_ il 

(d’p 

d’?\,(dP 

d’p 

_ il 

JÜL.V 

dy 

\dx’ 

dz’  ) 

dydz 

dx 

dx  dy  ) 

— ii 

(iii _ 

dif\.(dl 

d’p 

_ il 

d’p  \ 

dz 

\dy’ 

dx’  ) \dx 

dxdz 

d) 

dydz  ) ' 

Nous  avons  donc  deux  équations  qui  ne  renferment  pas 
la  fonction  v et  qui  ne  contiennent  que  les  dérivées  du 
premier  ordre  de  p,  savoir,  la  première  équation  (4)  et 
l’équation  (8).  Ces  deux  équations  sont  homogènes  par 

rapport  aux  dérivées  on  pourra  donc  en 

tirer  les  rapports  de  deux  de  ces  dérivées  à la  troisième, 
en  sorte  que  l’on  aura 


dp  dp  dp 

dx  dy'  dz 

•X  Ut.  © 


*'»>  i)!j,  © étant  des  fonctions  connues  des  dérivées  du  pre- 
mier et  du  deuxième  ordre  de  la  fonction  p.  On  aura, 


3*. 
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d’après  cela, 

(•o) 


H 


àr 


tfî>,  H^  = C. 
dz 


L’élimination  de  p peut  se  faire  par  le  procédé  employé 
plus  haut  à l’égard  de  v.  Si  l’on  ajoute  les  trois  quantités 


"(-ÿ)  j(h£) 


dy 


'(■ï)  '(4:) 


dx 


dz 


*(■2)  '(■£) 


dy  dx 

après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 


dx  ’ 


ii 

dy  ' 


il 

dz 


on  obtiendra  une  somme  identiquement  nulle,  et  par 
conséquent  on  a,  par  les  équations  (10), 


Cette  équation  (n)  ne  renferme  que  les  dérivées  du 
premier,  du  deuxième  et  du  troisième  ordre  de  la  fonc- 
tion p.  On  a ainsi  ce  théorème  : 


Théorème.  — Pour  que  l'équation  p =f  (x,y,  2) 
puisse  représenter  l'une  ries  familles  d'un  système  triple 
orthogonal , il  faut  que  la  fonction  p satisfasse  à une  cer- 
taine équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre. 

332.  Supposons  qu’on  prenne  pour  variables  indépen- 
dantes les  paramètres  p,  p,  v d’un  système  triple  ortho- 
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gonal;  les  dérivées  partielles  de  x,y,  z , relatives  à p,  p, 
v,  s’obtiendront  très-aisément  en  fonction  des  dérivées 
partielles  de  p,  p,  v,  relatives  à x,y,  z.  Effectivement,  si 
dans  la  formule 


dx  dx  dx 

dx  ——dp  H — dp  ■+■  -T-  d j , 

dp  r "(*  ' «v* 


on  remplace  dp,  dp,  <7  v par  leurs  valeurs 


il 

dx 


dx 


dp 

djr 


il  viendra,  en  égalant  de  part  et  d’autre  les  coefficients 

de  dx,  dr,  dz , 

* 

dx  d a dx  d p 

d p dx  d p dx 

dx  d p dx  d p 

dp  dy  dp  î/j • 

dx  d p dx  il  p 


d p dz 


dp  dz 


dx  il  'J 
d v d. r* 
dx  dv 
du  djr’ 
dx  d v 
d v dz 


Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

. dp  d p dp  . d p d U.  d p 

pectivement  par  — , --j  — ■>  puis  par  puis 

enfin  par  il  viendra, à cause  des  formules  (3) 

1 dx  dy  dz  ' ' 

« (4), 

(12) 

On  trouve  de  la  même  manière 


dp  dx 

7lx  = Pdp’ 


d p dx 

dx=Wd~p7 


d v dx 

di  ~ N’  Tv 


(i3) 

dp 

dr 

= P*  -f-, 

dp 

dr 

= M' 

dy 

dp 

djr 

dp 

(«4) 

do 

dz 

dp 

dz 

dz 

dp 

dz 

= M , 

dp 

ÿ = N>ÿ, 

dy  d'd 

d v __  dz 

7-=ni7-» 

dz  d'j 


et  de  ces  formules  combinées  avec  les  formules  (3)  et  (4) 
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on  tire 

/ l / dx  \'  t dy\'  / dz\' 

+ ( ip ) + 

(.5) 

(iT  = (S)  +(È)  + (£)  ’ 

j dx  dx  dy  dy  dz  dz 

(.6) 

l dp  dp  dp  d fi  dpdp.  ’ 

1 dx  dx  dy  dy  dz  dz 

J dp  dy  d p dy  d p fi  y ’ 

f dx  dx  dy  dy  dz  dz 

d p dy  d p dy  dp  dy 

333.  Les  équations  (i5)  et  (16)  expriment  simple- 
ment les  relations  qui  existent  entre  les  cosinus  des 
angles,  formés  avec  les  axes  par  trois  directions  rectan- 
gulaires, et  on  peut  en  conclure,  par  la  différentiation, 
un  grand  nombre  d'autres  relations  qui  expriment  autant 
de  propriétés  des  systèmes  orthogonaux.  Cette  analyse 
n’offre  aucune  difficulté  et  elle  conduit  à des  résultats 
importants,  mais  pour  ne  pas  sortir  des  limites  que  je 
ine  suis  fixées,  je  me  bornerai  à établir  ici  les  formules 
qui  expriment  les  dérivées 

d'  X fi'.T  d'x 

dpdp  dpdv'  dpdv 

en  fonction  des  dérivées  du  premier  ordre  des  variables 
x,j,  z et  des  quantités  P,  M,  N. 

A cet  effet,  différenlions  la  première  équation  (t5)  par 
rapport  à u,  et  la  deuxième  par  rapport  à p;  on  aura 

dx  d'x  dy  d'y  dz  d' z I z/logP 

dp  dpdp i dp  dpdp  dp  dp  dp.  P1  dp 

dx  d'x  i dy  d'y  ^ dz  d'z  i f/logM 

dp  dpdp  dp  dpdp  dp  tlpdp  Jtj  dp 
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Différenlions  ensuite  les  équations  (i 6)  par  rapport  à 
v,  f i,  p respectivement;  ajoutons  les  deux  dernières  équa- 
tions obtenues  et  retranchons  la  première,  on  aura 


d.r  (O  .r  dy  d1  y dz  d’z 
d v dp  dp.  du  dodu.  du  do  dp 

Maintenant,  si  l’on  ajoute  les  trois  équations  précédentes 

, . dx  dx 

après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  — , 

d v . dy  d y dy  . dz  dz  dz 

— > puis  par  -p-»  — j — y -p->  puis  enlin  par  — , -y-, 

du  r 1 dp  dp  du  1 * dp  dp  du 

il  viendra,  en  ayant  égard  aux  formules  (i5)  et  (ib), 


r/loeP  dx. 

r/logM  dx 

i d P 'yf*  ~ 

dp  dp 

dp  dp 

(.7)  ! ti'r  - 

d logP  dy 

d log M dy 

1 7 ' dp  dp 

dp  dp 

do  d p.  ' 

d*z 

d logP  dz 

d logM  dz 

dp  dp 

dp.  dp 

dp  du 

Ces  formules  (ly)  donnent,  par  des  changements 
très,  les  valeurs  des  six  autres  dérivées 

d'x 

dy 

d:  z 

dp  dv'* 

d p du  ' 

dp  dv' 

d * .r 

d1  y 

d'z 

d p dv 

dp  du  ' 

dp  du 

Théorème  de  M . Dupin  sur  les  surfaces  orthogonales. 

334.  On  doit  à M.  Charles  Dupin  le  beau  théorème 
suivant  : 

Théorème.  — Dans  tout  système  triple  orthogonal , 
chacune  des  surfaces  qui  composent  l'une  des  familles 
est  coupée  suivant  ses  lignes  de  courbure  par  tes  diverses 
surfaces  des  deux  autres  familles. 
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La  démonsi ration  tic  ce  théorème  est  contenue  dans  les 
équations  (17)  du  numéro  précédent.  Efléctivement,  ces 
équations  peuvent  être  renfermées  dans  une  même  for- 
mule, savoir  : 


flîâ)  lilü  ll!Ê) 

d y dy  d y 

dx  dy  dz 

d y i ( l y d y. 


JL  ÜJ 

M dp  ■ 


Considérons  l'intersection  C de  deux  surfaces  apparte- 
nant aux  deux  familles  pour  lesquelles  on  a respectivement 


p = const.,  v = cons!.; 

les  dérivées^-»  — sont  proportionnelles  aux  cosi- 

d u d u d y 1 

nus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  de  la 
courbeC 5 d’un  autre  côté,  les  quantités  P^->  P P ~ 

idpidpidp  . . , , 

ou r1  » - -r  t sont  les  cosinus  des  angles  que 

P dx  P dy  P dz  01 

fait  avec  les  axes  la  normale  à la  surface  p,  et  leurs  diffé- 
rentielles 


relatives  à un  déplacement  sur  la  courbe  C,  sont  propor- 
tionnelles, d’après  notre  formule,  aux  cosinus  des  angles 
qui  se  rapportent  à la  tangente  de  C.  Or,  cette  propor- 
tionnalité est  précisément  la  condition  pour  que  C soit 
ligne  de  courbure  de  la  surface  p (u“  325);  le  théorème 
de  M.  Dupin  se  trouve  donc  établi. 
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Des  systèmes  triples  rie  surfaces  orthogonales 
du  deuxième  degré. 

335.  Parmi  les  systèmes  triples  de  surfaces  orthogo- 
nales, il  faut  remarquer  surtout  celui  qui  est  formé  de 
surfaces  du  deuxième  degré  homofocalcs.  Les  équations 
de  ces  surfaces  sont 


b et  c étant  des  lignes  données  ; nous  supposerons  b <^c. 

Si  l’on  donne  au  paramètre  p * des  valeurs  supérieures 
à c*,  au  paramètre  p*  des  valeurs  comprises  entre  b * et  c*  ; 
enfin  au  paramètre  d des  valeurs  inférieures  à b',  la 
première  des  équations  précédentes  représentera  des  ellip- 
soïdes, la  deuxième  des  hyperboloïdes  à une  nappe,  et  la 
troisième  des  hyperboloïdes  à deux  nappes.  Toutes  les 
surfaces  du  système  sont  concentriques  et  leurs  sections 
principales  ont  les  mêmes  foyers;  aussi  dit-on  que  les 
surfaces  sont  homofocalcs. 

Les  équations  (t)  étant  du  premier  degré  par  rapport 
à x’,  j'*,  z*,  il  est  facile  de  les  résoudre,  et  l’on  arrive 
rapidement  au  résultat  en  opérant  comme  il  suit  : si  l’on 
ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  p*  la  première  des 
équations  (i),  il  vient 

l — { i’  -t-  c2  -t-  x’  -t-  y7  4-  z7  ) p ' 

I -t-  [i’cJ  -t-  (b1  -t-  c1)  j’  -t-  c’y’  -t-  — b7c7x'  = o. 

Comme  les  deux  dernières  équations  (i)  se  déduisent  de  la 
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première,  par  le  changement  de  p'  en  p*  et  en  v%  l’é- 
quation (a),  qui  est  du  troisième  degré  eu  p’,  admet  les 
trois  racines  p’,  pi’,  v*  ; on  a donc 

i p3  -t-  p1  ■+■  v3  = x1  -+-  JT1  -+-  s*  b1  -+-  c3, 

(3)  < p’p'-t-  p3v3  -t-  p,v,=  è’c3  -t-  (b1  c3)  x'  4-  c3.»3  -t-  6!i’, 

( p3p3v3  — iVi’, 

La  dernière  équation  (3)  donne  la  valeur  de  x*  ; or  les 
équations  (i)  ne  changent  pas  quand  on  permute  les  let- 
tres x et  j,  pourvu  qu’on  remplace  ensuite  b * et  c‘  par 

— b ’ et  c1  — b *,  puis  p’,  pt’,  v’  par  p’  — p‘  — b1, 
v*  — Z>*  ; les  mêmes  équations  ne  changent  pas  quand  on 
permute  x*  et  z pourvu  qu’ou  remplace  b * et  c*  par 

— (c*  — &’)  et  — c’,  p*,p’,  v’  parp* — c*,  pi*  — c*,  v*  — c’  ; 
on  peut  donc  faire  les  mêmes  changements  dans  les  équa- 
tions (3),  et  la  dernière  équation  de  ce  système,  donnera 

( (p1 — C3)(t3  — pt3  ; (c1  — V3)=C3(c3 — 6J)z3. 

On  a ainsi 


ppv 

bc  ’ 

^p3  — b*  — b1  ^ b3 — v3 

b ^ c 1 — b' 

yjo*  — c3  ^c‘  — pt3  y/c3  — v3 
\ c y^c3  — b 1 

Les  quantités  v,  y/61  — v’,  vp’  — b*  et  — p 1 passant 
par  zéro,  il  faut  admettre  qu’elles  changent  de  signe,  et 
cela  est  nécesairc  pour  que  les  formules  (5)  puissent 
donner  tous  les  points  de  l’espace.  On  évitera  la  difficulté 
qui  peut  résulter  de  l’ambiguïté  des  signes  en  introduisant 
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deux  angles  ip  et  <p  tels,  que  l'on  ail 


v = 6cosi|i,  ^b' — »’  = b sin-J, 


yÇ’-  b ’ 

= \'c2 — 6’cosij),  y/c1 — 

? = 

= ^ c 1 — 6’sinf. 

On 

tire  des 

équations  (5) 

dx 

p-j 

<b  _ 

p ^ p2  — b3  \'b2  — v2 

dz 

p^C2 p3  ^C3  V2 

dp 

bc' 

dp 

b y/c2  — b2  y/p2  — b2 

dp 

c yV1  — b'  y/p1  — c1 

dx 

_P 

dy 

p^p7  — b3  ^ b3  — v2 

dz 

— p^p7  — c2  ^c2  — V2 

dp. 

bc' 

dp 

b ^ c1  — b 1 ^ p ’ — b1 

dp 

c y U7  — b 1 y^c!  — f*1 

dx 

. PP- 

dy 

— V vÿ  - b 'y'p’  — b1 

dz 

— v y^p1  — c’  ^c'  — p1 

d'd 

br 

d, 

b ^ c ’ — b!  ^ b'- — -j1 

r/v 

c ^ c 1 — - b1  ^ c 3 — ï1 

et  r 

on  véri 

fie  immédiatement  par 

ces 

formules  que  les 

équations  (1)  ou  (5)  appartiennent  efléctivement  à un 
système  triple  orthogonal. 

336.  Les  équations  (i)  ne  cesseront  pas  de  représenter 
un  système  triple  orthogonal,  si  l’on  y remplace  x,  y,  z , 

p par  -«  -»  ->  -•>  « étant  une  constante.  Si,  après  la  sub- 

r r t E E S 

slitution,  on  fait  e = o,  les  équations  (i)  deviendront 


I x’ 

-f.  y î>  = p». 

1 - 

r’ 

— 1_  • — £ 

(6) 

<** 

p3  — b 5 c 3 — p1 

r 1 z2 

- 

V5 

v*  — b2  c 3 — v2 

ce  nouveau  système  est  formé  d’une  famille  de  sphères 
concentriques  et  de  deux  familles  de  cônes  du  second  de- 
gré, ayant  leur  sommet  au  centre  des  sphères.  En  faisant, 
dans  les  formules  (5),  la  même  substitution  que  dans  les 
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formules  (i),  il  vient 


(7) 


PP 
bc' 

p v^’  — A1  \j  b'1  — »’ 
b ^ c1  — b 1 

P — fl1  ^C1 V1 

c — è’ 


337.  Remplaçons  dans  la  première  équation  (1)  x par 
x — b,  ce  qui  revient  à transporter  l’origine  des  coor- 
données à l’un  des  foyers  communs  des  sections  princi- 
pales relatives  au  plan  xy  ; écrivons  en  même  temps  c -t-  b- 
au  lieu  de  c,  et  p -+-  b au  lieu  de  p,  il  viendra 


(j+ py 

•H)' 


a(x-Hp) 


2p 


£ 

b 


= 0; 


et  si  l’on  fait  tendre  b vers  l'infini,  celte  équation  se  ré- 
duira, à la  limite,  à la  suivante  : 


Zi 

4p 


z> 

+"4(p  — c) 


= (*-+-p). 


En  opérant  de  même  sur  les  deux  dernières  équations  (1), 
on  obtiendra  des  équations  limites  qui  se  déduiront  de  la 
précédente,  par  le  changement  de  p en  p et  en  v.  O11  for- 
mera ainsi  un  nouveau  système  triple  de  surfaces  ortho- 
gonales et  homofocales,  savoir  : 


(8) 


r'  . 

Z1 

4p  + 

4(p-r*+p’ 

r- 

4p 

4 («  — (*)“ 

r’ 

2* 

-4» 

1 

1 

< 

1 

il 

1 

V. 
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La  longueur  constante  c étant  positive,  si  l’on  donne  à p 
des  valeurs  comprises  entre  c et  •+■  oo  , la  première  des 
équations  (8)  représentera  des  paraboloïdcs  elliptiques; 
en  donnant  à p.  des  valeurs  comprises  entre  o et  c,  on  ob- 
tiendra, par  la  deuxième  équation,  des  paraboloïdes  hy- 
perboliques ; enfin  la  troisième  équation  donnera  une 
nouvelle  famille  de  paraboloïdes  elliptiques,  si  l’on  attri- 
bue à v des  valeurs  négatives  quelconques. 

Les  deux  dernières  équations  (8)  se  déduisent  de  la 
première  en  remplaçant  p par  pt,  puis  par  v;  en  ordonnant 
cette  équation  par  rapport  à p,  elle  devient 


p*  — (c 

on  a donc 


• x) 


/j'l+t'  \ C)1 

*-(— (-  J =°-, 


p + |!+»  = o — X 
î: 


pp  + pv  •+-  pv  : 


(.r*+  *’  , \ 

\-f- + e*r 


et  on  lire  de  là 


cy‘ 

pp  = — T* 

4 


il  est  aisé  de  vérifier,  au  moyen  de  ces  formules,  que  le 
système  triple  dont  nous  nous  occupons  est  effectivement 
orthogonal. 


Des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

338.  Considérons  l’ellipsoïde  représenté  par  l’équation 
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et  dont  les  demi-axes  p,  Vjô* — b*,  \]p* — c*  ont  des  va- 
leurs déterminées.  Nous  connaissons,  par  le  théorème 
de  M.  Dupin,  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 
Effectivement,  si  p*  est  un  paramètre  variable  compris 
entre  b 1 et  c’,  les  hyperboloïdcs  à une  nappe  représentés 
par  l’équation 


détermineront  sur  l'ellipsoïde  un  premier  système  de  li- 
gnes de  courbure;  pareillement,  v*  étant  un  paramètre 
variable  inférieur  à £*,  les  lignes  de  la  seconde  courbure 
seront  les  intersections  dé  l’ellipsoïde  et  des  hyperbo- 
loïdes  à deux  nappes  représentés  par  l’équation 


(3) 


= i. 


On  obtiendra  les  équations  des  projections  des  lignes 
de  courbure  sur  les  plans  principaux  de  la  surface  en  éli- 
minant successivement  2*,  y *,  x’  entre  l’équation  (1)  et 
chacune  des  équations  (2),  (3).  On  trouve  ainsi,  pour  le 
premier  système, 

1c!.r’  (c1 — b*). y*  

pV  + (p’—  b,)(p2—  6’)  ~~  ' ’ 
b7x*  (c7  — b7)  z 7 

4 j pV  (p1  — C2)(C2  — fl’) 

I b7 y1  c 2 i1 

\ (P1—  b’Jlp’—b’)  + (p’—  c*)(c»  — p1)  — 

et,  pour  le  second  système, 

1c1  js*  ( c 2 — b’)y’ 

p’v1  (p1 — 6’)  (A* — v:)  * 

y?  (<■-»■).■ 

1 pV  (p*  — c'j^  — »>)  ’ 

I b2 y2  c2  z2 

\ (p1—  b2)(b2  — v»)  + (p*  — c*)(cJ  — v*)  ~ *’ 
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Les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes  se  projettent 
donc  suivant  des  ellipses  sur  le  plan  xz  qui  est  relui  du 
grand  axe  et  du  petit  axe  ; sur  les  plans  xy  ctj>  z qui  con- 
tiennent l’axe  moyen  de  l’ellipsoïde  avec  le  grand  axe  ou 
le  petit  axe,  les  lignes  de  l’une  des  courbures  se  projet- 
tent encore  suivant  des  ellipses,  mais  les  lignes  de  l’autre 
courbure  ont  pour  projections  des  hyperboles. 


339.  Monge  a indiqué  une  construction  très-simple 
pour  obtenir  les  projections  des  ligues  de  courbure  de 
l’ellipsoïde  sur  l’un  des  plans  principaux.  Considérons,  par 
exemple,  les  projections  sur  le  plan  xy  qui  est  celui  du 
grand  axe  et  de  l’axe  moyen.  Désignons  par  x,  et  y,  les 
longueurs  des  demi-axes  de  l’ellipse  suivant  laquelle  se 
projette  une  ligne  de  courbure  du  premier  système,  on 
aura,  d’après  les  équations  (4), 


v*-'- 


p’  — b 

d’où,  par  l'élimination  de  u, 
(c«— 


P =»*’-**, 


(6) 


è»(p’  — 


Si  les  lettres  x,  et  y,  représentaient  les  demi-axes  de  l’hy- 
perbole suivant  laquelle  se  projette  une  ligne  du  second 
système  sur  le  plan  xy,  ou  aurait  de  môme,  par  les  équa- 
tions (5), 


rx\ 

P! 


(c!  — b1)  y 
p'J  — b > 


= b'  — 


d’où,  par  l’élimination  de  v, 


_i_  (c*~ — , 

A’p1  7>>{pJ— èJ) 


Regardons  x,  et  y,  comme  des  coordonnées;  les  équa- 
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tion  (6)  et  (7)  appartiendront  à une  hyperbole  et  à une 
ellipse  qui  a même  centre  que  l’ellipsoïde  et  dont  les  axes 
coïncident  en  direction  avec  les  axes  des  projections  des 
lignes  de  courbure.  Monge  a nommé  ces  courbes  hyper- 
bole auxiliaire  et  ellipse  auxiliaire.  Si  on  les  suppose 
construites  et  qu’on  prenne  les  coordonnées  de  chaque 
point  de  la  première  pour  les  demi-axes  d’une  série  d’el- 
lipse, les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  seconde  poul- 
ies demi -axes  d’une  série  d’hyperboles,  on  aura  les  pro- 
jections des  lignes  de  l'une  et  de  l’autre  courbure. 

Si  l’on  fait  j!  = o,  les  équations  (6)  et  (7)  s’accordent 
à donner 


or  ces  abscisses  sont  celles  qui  conviennent  aux  ombilics 
(n"321);  donc  les  sommets  communs  de  l’bybcrbole  auxi- 
liaire et  de  l’ellipse  auxiliaire  sont  précisément  les  pro- 
jections des  ombilics  sur  le  planxy;  en  outre,  ces  som- 
mets sont  toujours  à l’intérieur  de  la  section  principale, 

car  b étant  inférieur  à c,  par  hypothèse,  la  quantité  — 

est  moindre  que  Je  demi-grand  axe  p de  l’ellipsoïde. 

Lorsque  p*  = b*,  l’ellipse  projection  des  lignes  de  la 
première  courbure  a pour  grand  axe  l’axe  commun  de 
l’hyperbole  auxiliaire  et  de  l’ellipse  auxiliaire,  et  son 
petit  axe  est  nul;  cette  ellipse  se  confond  ainsi  avec  l’axe 
des  x,  et  il  en  résulte  que  l’ellipse  principale  située  dans 
le  plan  xz  est  uue  ligne  de  courbure  de  l’ellipsoïde. 
Quand  p * croit  de  b * à c’,  les  deux  axes  de  l’ellipse  aug- 
mentent j pour  u*  = c*,  cette  ellipse  se  confond  avec  l’el- 
lipse principale  située  dans  le  plan  xy,  laquelle  est  ainsi 
une  ligne  de  courbure  de  l’ellipsoïde.  La  variable  p ’ ne 
devant  pas  avoir  de  valeurs  supérieures  à c’,  l’hyperbole 
auxiliaire  doit  être  limitée  aux  points  où  elle  est  reucon- 
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trée  par  les  tangentes  menées  à l'ellipse  principale,  pa- 
rallèlement aux  axes. 

Passons  aux  lignes  de  la  seconde  courbure.  Quand  v’ 
est  égal  à ô*,  l’hyperbole  projection  des  lignes  de  cour- 
bure a pour  axe  transverse  l’axe  commun  de  l'hyperbole 
auxiliaire  et  de  l’ellipse  auxiliaire;  l’axe  non  transverse 
est  nul  et  la  courbe  se  réduit  aux  portions  de  ligne  droite 
comprises  entre  les  projections  des  ombilics  et  l’ellipse 
principale.  Quand  v*  décroit  depuis  sa  valeur  maxima  b' 
jusqu’à  zéro,  l’axe  transverse  diminue  et  l’axe  non 
transverse  augmente  ; le  premier  axe  est  nul  pour  v’  = o, 
l’hyperbole  se  réduit  alors  à l'axe  des  et  il  s’ensuit  que 
la  troisième  section  principale  de  l’ellipsoïde  située  dans 
le  plan yz  est  encore  une  ligne  de  courbure. 

Tontes  les  ellipses  et  les  hyperboles  dont  nous  nous 
occupons  tournent  leurs  concavités  vers  les  deux  points 
où  se  projettent  les  ombilics.  Les  lignes  de  courbure  sont 
pliées  autour  de  ces  quatre  ombilics,  les  unes  d’un  côté, 
les  autres  du  côté  opposé;  elles  se  resserrent  toujours  à 
mesure  qu’elles  s’en  approchent,  et  quand  elles  les  attei- 
gnent elles  se  confondent  avec  l’ellipse  principale  qui  les 
contient. 

340.  Toutes  les  lignes  de  courbure  de  l’ellipsoïde  ont 
pour  projections  des  ellipses  sur  le  plan  du  plus  grand 
axe  et  du  plus  petit;  pour  construire  ces  projections,  il 
suffit  ici  d’employer  une  seule  ellipse  auxiliaire.  Dési- 
gnons, en  effet,  par  x,  et  s,  le*  demi-axes  de  l’une  des 
ellipses  projections  des  lignes  de  courbure,  on  aura 


ou 
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l’élimination  de  u*  ou  de  v’  donne 


(8) 


b'x]  | 

c'p  c‘(P‘  — c1) 


équation  d’une  ellipse  qui  pourra  être  employée  pour  la 
construction  des  projections  des  lignes  de  l'une  et  de 
l’autre  courbure.  Pour  les  lignes  de  la  première  cour- 
bure, on  aura 

P»  > h\  d’où  x,  > p,  i,  < \Zp’  — c'. 


et,  pour  celles  de  la  seconde  courbure, 

ï1  d’où  x,  p,  z,  > vV  — c’- 


Il  suffit  pour  notre  objet  de  considérer  le  quadrant  de  l’el- 
lipse auxiliaire  situé  dans  l’angle  des  x et  des  z positives: 
alors  on  voit  que  la  droite  x,  = p , qui  est  tangente  à l’el- 
lipse principale,  divisera  le  quadrant  de  l’ellipse  auxi- 
liaire en  deux  parties  dont  l’une  répondra  aux  lignes  de 
la  première  courbure,  l’autre  aux  lignes  de  la  seconde 
courbure. 

Les  coordonnées  des  sommets  de  l’ellipse  auxiliaire 
sont 

±££,  ±Wjï Efî. 

O ^ C1  £2 


les  droites  qui  joignent  ces  sommets  deux  à deux  forment 
un  losange  dont  les  côtés  ont  pour  équation 


<9) 


± 


bx  yjc1  — b‘  z 

c?~  c Vp’  — c‘ 


Si  l’on  élimine  x entre  l'équation  (9)  et  celle  des  pro- 
jections des  lignes  de  courbure,  savoir  : 


ô*  x3  (ca— 

pV  (p1  — c*)  (c1  — p’j  —I’ 
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on  trouvera 

( z dz  (c*  — t**)  — C>Y  _ 0. 

\ c je*  — b 1 / 

celte  équation  ayant  ses  deux  racines  égales,  on  en  con- 
clut que  les  projections  de  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  tangentes  à chacun  des  quatre  côtés  du  losange  ; elles 
sont  donc  inscrites  dans  ce  losange.  Il  résulte  de  là  que 
les  ombilics  sont  les  quatre  points  où  les  côtés  du  même 
losange  touchent  l’ellipse  principale  située  dans  le  plan 
xz  ; car  nous  avons  vu  que  cette  ellipse  principale  est  une 
ligne  de  courbure,  et  elle  contient  d’ailleurs  les  ombilics. 

341.  Pour  former  l’équation  différentielle  des  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  l’ellipsoïde,  conformé- 
ment à la  méthode  du  n°  322,  il  suffira  de  calculer  les 
quantités  p,  q,  r , s,  ;,  d'après  l’équation 


de  la  surface,  et  de  substituer  les  valeurs  trouvées  dans 
l’équation  (6)  du  numéro  cité.  Nous  avons  déjà  fait  une 
partie  de  ce  calcul  au  n°  321  et  nous  avons  trouvé 


X pz 

1 — ' 

p‘  p’  — c3 


y 


</z 


p*  — 6’ 


= o, 


puis 


On  tire  de  là 


n -+-  («  +P1)  = 

, c3  — à» 

/*  + (,+,»)=-— j, 

sz  -+-  pq  — O. 


*[Pir—  (l  + p')s]=  -pq, 

ç*  — b* 

z[ti+q')t-pqt]  = — -f—^pq, 


C* 


* t(»  + f’>  ' - (.  +#’’)']  = + j?  - p-rzri.  P 


c’  — h ! 

jl  

33. 
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substituant  ces  expressions  dans  l’équation  (6)  du  n°  322. 
et  remettant  ensuite,  au  lieu  de  p et  q,  leurs  valeurs  en  .r 
et  y , on  aura  l’équation  demandée,  savoir  : 

('«)  Kxy  k?'  - B)  % — *y — °* 


où  nous  avons  fait,  pour  abréger, 

a — (c’  — P1  R b1  p1 

c’(p’  — b’)'  c’ 

On  verra,  dans  le  calcul  intégral,  comment  on  revient 
de  cette  équation  différentielle  à l’équation 

c1  x1  (c2  — b'  )_)  ’ 

p'pt*  (p3 — b')  (pi3 — b1)  ’ 


entre  les  seules  coordonnées,  équation  qui  nous  a été 
fournie  immédiatement  par  la  propriété  générale  des 
systèmes  de  surfaces  orthogonales  ; il  est  facile  de  vérifier 
que  l'équation  (to)  résulte  de  l’élimination  de  p*  entre 
l’équation  (i  i)  et  celle  qu’on  en  déduit  par  la  différentia- 
tion relative  à xct  à y. 


Des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 


342.  Une  surface  étant  rapportée  à trois  plans  coor- 
donnés rectangulaires  dont  l’un,  celui  des  xjy  est  supposé 
horizontal,  on  nomme  lignes  de  niveau  les  sections  hori- 
zontales de  la  surface. 

Pour  toute  ligne  de  niveau,  on  a 


dz  “ o , 


ou,  à cause  de  dz  — pdx  -{-  q dy , 


p dx  -4-  q dv  — o, 


dr 

dx 


H 
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Celle  équation  exprime  qu’en  chaque  point  d’une  ligne 
de  niveau  la  tangente  est  parallèle  à la  trace  horizontale 
du  plan  tangent  à la  surface,  au  même  point.  Ce  plan  a 
effectivement  pour  équation 


Z — z = />(X  — j:)-4-7(Y  — jr), 
et  le  coefficient  d’inclinaison  de  sa  trace  horizontale  est 
bien  égal  à — -• 

Si  l’on  porte  la  valeur  précédente  de  ~ dans  l’équa- 
tion (6)  du  n°  322  qui  détermine  les  lignes  de  courbure, 
il  viendra 


telle  est  Y équation  aux  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  qui  appartient  aux  surfaces  pour  lesquelles  les 
lignes  de  niveau  sont  des  lignes  de  courbure. 

On  arrive  à un  résultat  plus  simple  quand  on  prend 
pour  plan  horizontal  le  plan  des  zx  ; alors,  on  a,  pour  les 

lignes  de  niveau,  ~ =o,  et  en  faisanteette  hypothèse  dans 
l’équation  des  lignes  de  courbure,  celle-ci  devient 
r s 

• + P'  1>V  ~~ 

Pour  les  surfaces  qui  satisfont  à cette  équation,  l’une 
des  conditions  des  ombilics  estsatisfaite  d’elle-mème;  ces 
points  sont  donc  alors  donnés  par  une  seule  équation,  et 
la  surface  admet  par  conséquent  une  ligne  ombilicale. 

313.  On  nomme  ligne  de  plus  grande  pente  d’une 
surface  une  ligne  tracée  sur  la  surface  et  qui  a pour 
tangente  en  chaque  point  celle  des  tangentes  de  la  surface 
qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal.  11 
est  évident  que  la  tangente  en  un  point  d’une  ligne  de 
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plus  grande  pente  est  elle-même  ligne  de  plus  grande 
pente  relativement  au  plan  langent  de  la  surface;  par  con- 
séquent, elle  est  perpendiculaire  à la  trace  horizontale 
de  ce  plan  tangent. 

La  surface  étant  rapportée  à trois  axes  rectangulaires 
dont  l’un,  celui  des  z,  est  vertical,  la  trace  horizontale  du 

plan  tangent  aura  pour  coefficient  d’inclinaison  — ~,en 

faisant,  comme  à l’ordinaire,  dz  — pdx  -+-  qdy  ; l’équa- 
tion différentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente  est  donc 

dy  q 
dx  />  ’ 

les  dérivées  q et  p sont  données  en  fonction  de  x et  y par 
l’équation  de  la  surface. 

Si,  par  un  point  d’une  surface,  on  mène  une  ligne  de 
niveau  et  une  ligne  de  plus  grande  pente,  il  est  évident  que 
les  tangentes  à ces  deux  lignes  seront  perpendiculaires, 
puisqu’elles  sont,  l’une  parallèle,  l’autre  perpendiculaire 
à la  trace  du  plan  tangent  de  la  surface.  Il  résulte  de  là  que 
les  lignes  de  niveau  et  les  lignes  de  plus  grande  pente 
forment  sur  la  surface  un  système  double  de  courbes 
orthogonales. 

D'après  cela,  lorsque  les  lignes  de  niveau  d’une  sur- 
face sont  des  lignes  de  courbure,  les  lignes  de  plus  grande 
pente  constituent  le  deuxième  système  de  lignes  de  cour- 
bure. On  vérifie  d’ailleurs  ce  fait  en  substituant,  dans 

l’équation  (6)  du  n°  322,  la  valeur  j de~  qui  convient 

aux  lignes  de  plus  grande  pente  ; on  retrouve  la  même 
équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  a donnée  la 
substitution  relative  aux  lignes  de  niveau. 


341.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  de  l’ellipsoïde. 
Soit 


x ’ -t-  my  ’ -t-  m 1 — a1  - 
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d'où 


x -4-  nzp  = u,  my  -t-  nzq  = o, 


9 

P 


my 

x 


L’équation  différentielle  des  lignes  de  plus  grande  pente 
est  donc 

dy  my  dy  dx 

-j-  = — ou m — = o. 

dx  x y x 

Le  premier  membre  de  celte  équation  est  la  différen- 
tielle de 

!ogr  — m log.r  ou  log  ; 


le  quotient  est  donc  égal  à une  constante  c,  et  l’on  a 

y = ex" 


pour  l’équation  des  projections  horizontales  des  lignes  de 
plus  grande  pente  de  l’ellipsoïde. 


Des  surfaces  réglées  ,•  leur  distinction  en  surfaces 
développables  et  en  surfaces  gauches. 

345.  Mous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va  suivre, 
d’étudier  diverses  classes  de  surfaces  et  de  faire  connaître 
les  équations  aux  dérivées  partielles  par  lesquelles  on  peut 
représenter  toutes  les  surfaces  d’une  même  classe. 

Parmi  les  surfaces  dont  nous  allons  nous  occuper,  il 
faut  remarquer  surtout  les  surfaces  réglées , c’est-à-dire 
celles  qui  sont  engendrées  par  une  droite  mobile.  Cette 
classe  des  surfaces  réglées  se  subdivise  en  deux  genres 
très-distincts  qui  comprennent,  l’un  les  surfaces  que  nous 
avons  nommées  développables,  l’autre  les  surfaces 
gauches. 
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Désignons  par  x,  y , z des  coordonnées  rectilignes 
et  soient  a,  b,  a',  b'  des  fonctions  d’un  paramètre  va- 
riable; les  équations  de  la  génératrice  d’une  surface  réglée 
quelconque  seront 

(1)  x=zai- 1- a,  j ==  ht  +■  6. 

Il  est  évident  qu’on  peut  prendre  pour  le  paramètre  va- 
riable l’une  quelconque  des  quantités  a,  b,  a,  6,  à moins 
qu’elle  ne  se  réduise  à une  constante;  il  n'y  a donc  en 
réalité  que  trois  fonctions  arbitraires,  dans  le  cas  le  plus 
général. 

Cherchons  d’abord  la  condition  pour  que  la  droite  (i) 
engendre  une  surface  développable.  Comme  une  surface 
développable  est  l’enveloppe  d’un  plan  mobile  qui  con- 
tient la  génératrice,  l’équation  de  ce  plan  mobile  sera 

(2)  (x — ai — ot)  -H  0 (y  — bi  — 6)  — o, 

9 étant  une  certaine  fonction  du  paramètre  dont  dépen- 
dent a,  b , a,  6;  en  différenliant  celle  équaûon  (a)  par 
rapport  au  paramètre,  il  vient 

(3)  — (zda  -\-  du)  — 0 [zdb  + dë)  -h  dO  (y — bz  — 6)  = o , 

et,  pour  que  notre  surface  soit  développable,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  système  des  équations  (2)  et  (3)  représente 
la  même  droite  que  le  système  des  équations  (1).  L'équa- 
tion (2)  est  vérifiée  par  les  équations  (1),  et  pour  que 
l'équation  (3)  le  soit  aussi,  il  faut  que  l’on  ail 

( z da  -4-  da.)  -+-  8 ( z db  -+■  dë  ) — • o , 

quel  que  soit  z.  Cela  donne  les  deux  conditions 

da  + ëdb  — o,  dx-^-Odë  — o, 

d’où,  par  l'élimination  de  0, 

(4)  da  dë  — dbda  — O 
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Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  condition  d’une 
surface  développable;  le  raisonnement  qui  nous  y a con- 
duit est  le  même  que  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
pour  déterminer  les  lignes  de  courbure  des  surfaces. 
Lorsque  la  condition  (4)  n’est  pas  satisfaite,  la  droite 
mobile  représentée  par  les  équations  (i)  engendre  une 
surface  gauche. 

3(6.  Désignons  par&le  paramètre  dont  dépendent  a, b, 
or,  6,  et  considérons  les  deux  génératrices  qui  répondent 
aux  valeurs  0,0  4-  A 0 du  paramètre;  les  équations  de 
ces  génératrices  seront 

1x  = az-+-oi,  x=(o  +An):  + (a  + Ai), 

y = bz  + j3,  y = (b  -I-  Ab)  z -+-  (6  4-  AS). 

Soient  D la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites 
cl  < l’angle  qu’elles  font  entre  elles;  on  aura,  par  les  for- 
mules connues, 
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et,  lorsque  la  condition  (4)  n’est  pas  remplie,  le  second 
membre  de  cette  formule  a une  valeur  finie  differente  de 
zéro.  On  conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  — Dans  une  surface  gauche  ta  plus 
courte  distance  de  deux  génératrices  infiniment  voisines 
et  l'angle  de  ces  mêmes  génératrices  sont  des  infiniment 
petits  du  même  ordre. 

347.  Dans  le  cas  des  surfaces  développables,  les  cylin- 
dres exceptés,  le  rapport  ? tend  vers  la  limite  zéro  et  par 

conséquent  la  distance  D est  un  infiniment  petit  d’ordre 
supérieur  à i,  relativement  ài;  il  importe  d’évaluer  cet 
ordre  infinitésimal.  Mais  comme  les  génératrices  d’une 
surface  développable  sont  tangentes  à une  même  courbe 
qui  est  l’arète  de  rebroussement  de  la  surface,  il  convient 
d’introduire  les  quantités  relatives  à cette  arête.  Désignons 
donc  par  x, y,  z les  coordonnées  rectangulaires  de  l’arôte 
et  par  a,  S,  y les  angles  que  fait  sa  tangente  avec  les  axes, 
les  équations  de  cette  tangente  seront 

X — r Y — y Z — z 
COS*  COS  S COS*/  ’ 

on  aura  de  même,  pour  une  seconde  tangente, 

X — x — A.r  Y — y — à y Z — z — Az 

cosa  4-  A cos*  cos6  -t-  A cosë  cos*/  -+-  A cos  y 

et  si  l’on  fait,  pour  abréger, 

IA  :=  cos6  A cosy  — cosy  A cosë, 

B = cosy  A cosa  — cosa  A cosy, 

C = cosa  Acosë  — cosë  A cosa, 

l’expression  de  la  plus  courte  distance  D des  deux  tan- 
gentes sera 

, , A Ax  + BAr  + CAz 

(2)  D = r : 

y' A’  4-  B5  -4-  C1 
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Soient,  comme  à l’ordinaire,  £,  r,,  £ et  ï,  [x,  v les  angles 
formés  avec  les  axes  par  la  normale  principale  et  par 
l’axe  du  plan  osculateur  de  l’arèle,  s l’arc  de  celte  arête, 
d a et  d t les  angles  de  contingence  et  de  torsion.  La 
formule  de  Taylor  donne 

, d*x  d'x 

Xx  — dx  -4- -4-  ■ > ■ -H  ...  ; 

2 6 

en  outre,  si  l’on  prend  Tares  pour  variable  indépendante, 
on  aura  (n°  27-i) 

dx  = du  cos  a, 

d*x  = ds  de  COS Ç, 

d3 x ~ dsd-ts  cos 5 — d<r1çosz  — ds  dv  dr  cosl, 

et  la  valeur  de  Ax  sera,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  quatrième  ordre, 

/ dsda3\  / dsd<s  dsd,<r\ 

(ds  ~ ~~6  j cos“  + (“T"  + ~6~  ) cosï 

ds  des  dx 

cosà: 

b 

on  obtiendra,  par  cette  même  formule,  les  valeurs  de  A y 
et  de  A z en  remplaçant  a,  Ç,  X d’abord  par  6,  n,  u,  puis 
par  y,  Ç,  v.  Comme  on  a évidemment 

Acosa  -+-  Bcos6  -4-  CC0S7  = o, 

la  valeur  de  D sera,  aux  infiniment  petits  près  du  qua- 
trième ordre, 

D=( 

ds  d*s  dx  A cos).  -+-  B cosfx  -+-  Ccosv 
<>  \/A • -4-  B'  -4-  C' 


ds  d7» t\  A cos Ç -4-  B cos»!  -+-  C cos Ç 
^ J VA’  +-  B' C’ 
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Or  on  a,  par  les  formules  du  n°  26o, 


AcosÇ  -+-  Bcosm  -+-  CcosÇ 

= — [ cos  A A cos  a 4-  cos  u A cos  6 4- cosv  A COS7], 

A cosA  4-  B cos  u 4-  Ccosv 

= 4-  [cosÇA  cosa  4-  cosri  AcosS  4-  cosÇ  Acosy]. 


On  a ensuite,  en  négligeant  ici  les  infiniment  petits  du 
troisième  ordre, 


c/’cosa 

A cosa  = d cosa  4 

2 


_ d u ’ du  dr 

cosE cosa COSA, 

2 2 


formule  d’où  l’on  déduit  AcosS  et  A cos  y par  des  chan- 
gements de  lettres  ; on  conclut  de  là  que 


A cos  ï 4-  B cos  r,  4-  C cos  Ç = - du  du, 

2 

« 

aux  infiniment  petits  près  du  deuxième  ordre,  et 

A co si  4-  Bcosji  4-  Ccos»  = du, 

aux  infiniment  petits  près  du  premier  ordre;  on  a enfin, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  deuxième  ordre, 

^A>  4-  B!  4-  C*  = du, 


et  par  conséquent  l’expression  de  D devient 


(3) 


_ ds  d <7  dr 

D = , 

12 


aux  infiniment  petits  près  du  quatrième  ordre.  On  peut 
écrire  aussi,  en  désignant  par  R et  T les  rayons  des  deux 
courbures, 

D=— — 

12TR 
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On  a ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  II.  — Le  rapport  de  la  plus  courte  distance 
d’une  tangente  donnée  d'une  courbe  quelconque  et 
d'une  deuxième  tangente  infiniment  voisine,  au  cube  de 
l’arc  compris  entre  les  points  de  contact,  a pour  'limite 
la  douzième  partie  du  produit  des  deux  courbures  à 
l'origine  de  l'arc. 

Il  faut  remarquer  que  l’ordre  infinitésimal  de  D ne 
peut  jamais  s’élever  au-dessus  du  troisième  ; car  le  terme 
de  cet  ordre  ne  disparaît  de  la  formule  (3)  que  si  dz  = o,  et 
alors,  la  courbe  étant  plane,  on  a rigoureusement  D=o; 
de  là  ce  théorème  dû  à M.  Bouquet  : 

Théorème  III.  — Étant  donné  un  système  de  droites 
dont  les  équations  contiennent  un  paramètre  variable , 
la  plus  courte  distance  de  deux  droites  infiniment  voi- 
sines ne  peut  pas  être  d’un  ordre  infinitésimal  supérieur 
à 3,  relativement  à l'angle  des  mêmes  droites , à moins 
q u elle  ne  se  réduise  rigoureusement  à zéro. 

Des  surfaces  cylindriques.  — Équation  aux  dérivées 
partielles  de  ces  surfaces. 

3i8.  Le  cas  le  plus  simple  des  surfaces  développables 
est  celui  des  surfaces  cylindriques.  Le  plan  mobile  qui 
est  enveloppé  par  la  surface,  et  qui  n’est  autre  que  son 
plan  tangent,  est  parallèle  à une  droite  fixe  donnée; 
cette  considération  permet  de  former  immédiatement 
l’équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface.  Car 
soient 

X = u Z,  Y = èZ 

les  équations  de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  par 
l’origine  des  coordonnées  rectilignes,  et 

Z-,=p(X-x)  + q(Y-jr) 
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l’équation  du  plan  tangent  au  point  (x,  y,  s)  de  la  sur- 
face. La  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à la 
droite  est 

(t)  ap  + bq  — \\ 

c’est  l’équation  aux  dérivées  partielles  qui  appartient  à 
toutes  les  surfaces  cylindriques. 

On  peut  aussi  déduire  l’équation  (i)  de  l’équation 
entre  les  coordonnées  qui  appartient  aux  surfaces  cylin- 
driques. Supposons  que  les  équations 

(a)  x = ai  -1-  a,  y — bz  fj 

représentent  une  génératrice  de  la  surface;  a et  S dépen- 
dent d’un  même  paramètre  et,  par  conséquent,  ces  quan- 
tités sont  liées  entre  elles  par  une  équation 

'3)  4*  (a,  6)  = O, 


<I>  étant  une  fonction  arbitraire.  L’élimination  de  a et  S 
entre  les  équations  (a)  et  (3)  donne 

(4)  * (x  — az,  ) — bz)=z  o, 


qui  est  l’équation  générale  des  cylindres  entre  les  coor- 
données. Pour  avoir  l’équation  aux  dérivées  partielles,  il 
suffit  d’éliminer  la  fonction  *J>  par  la  méthode  du  n°  83. 
En  différentiant  l’équation  (4)  ou  (3),  d’abord  par  rap- 
port à x,  puis  par  rapport  à y,  il  vient 


(la 


(i  — ap)  — — bp—  o, 


d$ 


d< 1> 


~T*aq+  77ë(,-*?)  = °’ 


et  l’élimination  du  rapport  — : --  conduit  à l’équa- 
tion (i). 

On  verra,  dans  le  calcul  intégral,  comment  on  peut 
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revenir  de  l’équation  aux  dérivées  partielles  à l’équation 
entre  les  seules  coordonnées. 

Les  surfaces  cylindriques  étant  développables,  leurs 
génératrices  constituent  un  premier  système  de  lignes  de 
courbure  (n°  327)  ; le  deuxième  système  est  évidemment 
formé  par  les  sections  droites  de  la  surface. 

Des  surfaces  coniques.  — Équation  aux  dérivées 
partielles  de  ces  surfaces. 

349.  Les  surfaces  coniques  appartiennent  aussi  au 
genre  des  surfaces  développables,  le  plan  mobile  qu’elles 
enveloppent  passe  par  un  point  fixe;  ce  plan  mobile  est 
d’ailleurs  le  plan  tangent  de  la  surface;  par  conséquent, 
si  l’on  désigne  par  Jr0,  j'0,  z0  les  coordonnées  rectilignes 
du  sommet,  par  x,jr , z celles  de  la  surface,  et  que  l’on 
pose  dz  = pdx  + q dy , on  aura 

(1)  z—  z,  — p(x  — x,)-hq[y—  y,). 

Telle  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
coniques. 

Celte  équation  (i)  peut  aussi  être  obtenue  au  moyen 
de  l’équation  générale  des  surfaces  coniques  entre  les 
coordonnées.  Soient 

(2)  x-x,  — a{z-  z,),  y—y,  = b(z—  z,) 

les  équations  de  la  génératrice.  Les  quantités  a et  b étant 
fonctions  d’un  même  paramètre,  elles  sont  liées  entre 
elles  par  une  équation 

(3)  *(«,*)  = o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  arbitraire; 
l’élimination  de  a et  de  b entre  les  équations  (a)  et  (3) 
donne  l’équation  entre  x,  y,  z qui  appartient  aux  sur- 
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faces  coniques,  savoir  : 


Dilférentions  l’équation  (4)  ou  (3)  d’abord  par  rapport 
à x,  puis  par  rapport  à y,  il  viendra 


— [(a  — *.)  —p  (x  — — p[y  — r,)  = o, 

f/4*  il  4* 

— — t(*  — -•)  — 7 (jr — r.)]  = *>-. 


a • • il  4*  fi  4* 

l’élimination  du  rapport  — : entre  ces  deux  équa- 


tions conduit  encore  à l’équation  (i);  celle  équation  (i) 
a pour  conséquence,  à son  tour,  l’équation  (4),  ainsi 
qu’on  le  verra  dans  le  calcul  intégral. 

Les  génératrices  d’une  surface  conique  constituent  un 
premier  système  de  lignes  de  courbure  (n°  327);  le 
deuxième  système  s’obtiendra  évidemment  en  coupant 
la  surface  par  des  sphères  ayant  pour  centre  le  sommet 
de  la  surface. 


Des  surfaces  conoïdes.  — Équation  aux  dérivées 
partielles  de  ces  surfaces. 

350.  Les  surfaces  conoïdes  appartiennent  à la  classe 
des  surfaces  réglées  et  au  genre  des  surfaces  gauches. 
Elles  sont  engendrées  par  une  droite  mobile  qui  ren- 
contre constamment  une  droite  fixe  et  qui  reste  paral- 
lèle à un  plan  fixe  ; la  droite  fixe  est  nommée  directrice , 
le  plan  fixe  est  le  plan  directeur-,  le  paraboloïde  hyper- 
bolique est  un  conoïde. 

Soient,  relativement  à trois  axes  quelconques, 

x — ms  -4-  fi,  y = ni  ■+■  v 
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les  équatioDs  de  la  directrice  donnée, 
Ax  -4-  B/  -t-  Cs  = o 
celle  du  plan  directeur,  et 
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(l)  x = az  4-  a,  y — bz  -t-  6 

les  équations  de  la  génératrice  de  la  surface.  Cette  géné- 
ratrice rencontrant  la  directrice  et  étant  parallèle  au  plan 
directeur,  on  aura 

(a  — rn  b — n 
a — (t  6 — v’ 

( A a -f-  B b + C — o j 


les  équations  (2)  déterminent  deux  des  quantités  a,  b, 
«,  S en  fonction  des  deux  autres,  et  celles-ci  sont  liées 
entre  elles  par  une  équation  arbitraire.  Pour  avoir  l’é- 
quation aux  dérivées  partielles  de  la  surface,  il  suffit 
d’exprimer  que  le  plan  tangent  en  un  point  (x,  y,  z)  de 
la  surface,  plan  dont  l’équation  est 

Z-t=p(X-x)  + q{Y-y), 

renferme  la  génératrice,  ou  est  parallèle  à la  droite 
X = aX,  Y = b Z;  on  obtient  de  cette  manière 

(3)  _ V aP  -t-  bq  =.  1. 

Si  l’on  élimine  les  quatre  quantités  a,  b , a,  S entre  les 
cinq  équations  (1),  (2),  (3),  on  obtiendra  l’équation  aux 
dérivées  partielles  demandée,  savoir  : 


(4) 


p (x — 7 ni  — f»)  -( -q  [y  — nz  — ») 
mp  + nq  — 1 

_ A(x — rnz  — fi)  B(.r — nz  — v) 
A ni  4-  B n 4-  C 


Cette  équation  se  simplifie  lorsqu’on  prend  la  droite 
directrice  pour  axe  des  z et  le  plan  directeur  pour  plan 


I. 
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des  xy  ; alors  on  a 

in  — o,  n = o,  n = o,  v = o,  A = o,  B = o, 
cl  l’équation  (4)  se  réduit  à 

(5)  px  + qy  — o. 

Dans  ce  cas,  les  paramètres  a , />,  æ,  € ont,  dans  les 
équations  (i)  de  la  génératrice,  des  valeurs  infinies;  cette 
génératrice  étant  parallèle  au  plan  des  xy  et  coupant 
Taxe  des  z,  elle  a des  équations  de  la  forme 

(6)  z = h,  x = g*i 

les  constantes  h et  g sont  liées  l’une  à l’autre  par  une 
équation  arbitraire,  et  si  l’on  pose 

(7)  A = f(g)> 

l’élimination  de  h et  de  g entre  les  équations  (6)  et  ( q) 
donnera  l’équation  générale  des  conoïdes  entre  les  coor- 
données x,y,  z;  celte  équation  est 

<8>  *=t(£)> 

cl  elle  exprime  que  z est  une  fonction  homogène  du  degré 
zéro  des  abscisses  x et  y.  Pour  éliminer  la  fonction  q>, 
il  suffit  donc  d’appliquer  le  théorème  des  fonctions  homo- 
gènes à la  fonction  z,  ce  qui  reproduit  l’équation  (5). 

Des  surfaces  de  révolution . — Équation  aux  dérivées 
partielles  de  ces  surfaces. 

351.  Dans  toute  surface  de  révolution,  la  normale  en 
chaque  point  rencontre  l’axe.  Cette  propriété  permet  de 
former  immédiatement  l’équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  dont  il  s’agit.  Car  soient,  relativement  à 
trois  axes  rectangulaires, 

(X — x)  -4-/>(Z  — z)  = o,  (Y  — y)  + q[i  — z)  — o. 
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les  équations  de  la  normale  au  point  [x,y,  z),  et 
X ~ m Z -+-  Y -- ■ nZ  -t-  v 

celles  de  l’axe  de  la  surface.  En  éliminant  X,  Y,  Z entre 
les  quatre  équations  précédentes,  il  vient 

(i)  (<7  -+-  n)  (x  — mz  — fi)  — [p  -+-  m)[y  — nz  — v)=  o, 

ce  qui  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
de  révolution. 

On  peut  encore  tirer  celle  équation  de  celle  qui  a lieu 
entre  les  coordonnées.  Effectivement  la  surface  est  en- 
gendrée par  un  cercle  dont  le  centre  est  situé  sur  l’axe  et 
dont  le  plan  reste  perpendiculaire  au  même  axe.  On  peut 
prendre,  pour  représenter  ce  cercle,  les  deux  équations 

(•*  — (*)’  -l - [y — v)1  + *>  = «, 
mx  -t - ny  z — v, 

dont  la  première  appartient  à une  sphère  variable  qui  a 
pour  centre  la  trace  de  l’axe  sur  le  plan  xy,  et  la  se- 
conde à un  plan  mobile  perpendiculaire  à l'axe.  Les 
quantités  u et  f sont  liées  par  une  équation  arbitraire 

(3)  <t>(u,v)  = o, 

qui  devient  l’équation  des  surfaces  de  révolution  quand 
on  remplace  u et  y par  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (a).  Si  l’on  différentie  l’équation  (3)  par  rapport 
à a;  et  par  rapport  à y,  on  aura 

» ^[(*  — I*)  -H/»*]  + ^(m+p)  = o, 

(/(|)  cl  <t> 

2 Vu  {{jr  ~ + + + = ° ; 

l’élimination  de  ^ et  de  ^ entre  ces  équations  repro- 
duit l’équation  (i)  que  nous  avons  obtenue  directement. 

34. 
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Si  l’on  prend  pour  axe  des  z l’axe  de  la  surface,  on  a 
m = o,  fx  = o,  n — o,  v = o,  et  l’équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  de  révolutiou  se  réduit  à 

(4)  <i*—pr= °i 

en  même  temps,  les  équations  (a)  et  (3)  donnent  l’équa- 
tion suivante  entre  les  coordonnées, 

(5)  (x2 -hy2,  z)  — o ou  x1  -4- Z1  = 2y(z), 

<p  (z)  étant  une  fonction  arbitraire. 

3o2.  Dans  les  surfaces  de  révolution,  les  méridiens  et 
les  parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure;  effectivement  les  normales  de  la  surface  me- 
nées par  les  points  d’un  méridien  sont  contenues  dans  un 
même  plan,  et  celles  qui  sont  menées  par  les  points  d’un 
parallèle  forment  un  cône  de  révolution.  On  peut,  au 
surplus,  vérifier  ce  fait  au  moyen  de  l'équation  générale 

dp  dq 

dx  -4-  p dt  dy  -t-  q dz 

des  lignes  de  courbure.  On  a effectivement  par  l'équa- 
tion (4) 

p q p dx  ■+-  q dy  dz 

x y xdx-hydy  x dx  -4-  y dy' 


et,  à cause  de  l’équation  (5),  chacun  des  rapports  qui 

:st 

P = WV  q 


figurent  dans  celte  formule  est  égal  à -, 1 - ; on  a donc 

T \z) 


?'(*) 


d’où 


dx  xq"[z)dz 

p=7(ï)~  f’(*)  ’ 


d = dy  — fh 

7 ?'(*) 


Si  l’on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  p,  q,  dp,  dq 
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dans  l’équation 

dp  dq 

d.r  H-  p dz  dy -+-  qdz 
des  lignes  de  courbure,  on  obtient 

[i  -+-  <y*(s) ]di{xdy  —ydx)z=  o; 
cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

Y 

dz  = o et  d - = o ; 

.T 

on  a donc,  pour  les  lignes  de  l’une  des  courbures, 
z — const.,  et  pour  les  lignes  de  l’autre  courbure 

- = const.  ; ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

De  l 'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
développables. 

353.  Lorsque  l'équation  d’une  famille  de  surfaces  entre 
les  coordonnées  rectilignes  x,  y,  z et  un  paramètre  va- 
riable «,  savoir  : • 

/[x,  y,  z,  oc,  ?(<*)]  = O 

ne  renferme  qu’une  seule  fonction  arbitraire  y (a)  du  pa- 
ramètre, on  peut  éliminer  la  fonction  arbitraire  y des 
deux  équations 


qui  appartient  à l’enveloppe  des  surfaces  proposées,  et 
l’on  obtient  ainsi  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  laquelle  convient  à toutes  les  enve- 
loppes qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  nature  de  la 
fonction  <p.  Nous  11e  reprendrons  pas  ici  le  calcul  que 
nous  avons  suffisamment  développé  au  n°  86,  et  à l’égard 
du  cas  où  l’équation  proposée  renfermerait  plusieurs 
fonctions  arbitraires  du  paramètre  a,  nous  devons  nous 
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borner  à indiquer  ce  qui  concerne  les  surfaces  dévelop- 
pables. 

354.  Considérons  un  plan  mobile  représenté  par  Té- 
quation 

(l)  2 = «i  + /^(a)  + ^i(«), 

a étant  un  paramètre  variable,  <p  (a)  et  (a)  deux  fonc- 
tions arbitraires  de  ce  paramètre.  La  dérivée  de  l’équa- 
tion (i)  par  rapport  à a est 

(а)  O = * + /</(<*)-!-'}<'  (“). 

et  le  système  des  équations  (i)  et  (a)  représente  toutes 
les  surfaces  développables. 

La  valeur  de  la  différentielle  totale  dz  s’obtiendra  en 
différcntiant  l’équation  (1)  dans  l’hypothèse  de  « variable  ; 
mais  comme  le  coefficient  de  da  est  nul  en  vertu  de  l’é- 
quation (a),  on  aura  simplement 

(3)  ' dz  — a dx  -H  y (a)  dy 

comme  si  a.  était  constant.  Il  résulte  de  là  que  l’on  a 

(4)  />  = «.  ?=•?(“)> 

et  de  là  il  est  aisé  de  conclure  deux  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  qui  conviennent  à toutes 
les  surfaces  développables  cl  qui  ne  renferment  chacune 
qu’une  seule  fonction  arbitraire.  En  elTet,  les  équa- 
tions (4)  donnent  d’abord,  par  l’élimination  de  or , 

(5)  9 = ?(p)i 

et,  en  portant  dans  l’équation  (î)  les  valeurs  de  a et 
de  (a)  tirées  des  équations  (4)>  on  obtient 

(б)  z = px  -h  qy  -+■  \j<  (p). 

Chacune  des  équations  (5)  et  (6)  renferme  une  seule 
fonction  arbitraire;  ces  équations  sont  celles  que  nous 
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voulions  obtenir.  Il  faut  remarquer  que  l'équation 

(7)  Z=px  -f-7/  -+  V{p,  q), 

où  Ÿ désigne  une  fonction  arbitraire  de  p etc/,  n’a  pas 
plus  de  généralité  que  l'équation  (6),  car  q étant  une 
fonction  de  p,  Ÿ (p,  q)  est  elle-même  une  simple  fonc- 
tion arbitraire  de  p.  On  verra  dans  le  calcul  intégral  que, 
réciproquement,  l’équation  (5)  ne  peut  donner  que  des 
surfaces  développables;  il  en  est  de  même  de  l’équa- 
tion (6)  ou  (7),  avec  une  certaine  restriction. 

355.  Maintenant,  pour  éliminer  la  fonction  arbitraire 
qui  reste  dans  chacune  des  équations  (5),  (6)  ou  (7),  il 
faut  introduire  les  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

Considérons  d’abord  l’équation  (5);  en  la  différcntiant 
totalement,  il  vient 

dq  = f'(p)  dp 

ou 

r tlx  -+-  1 djr  = f'(p)  ( sdx  -+-  tdy)  ; 
on  tire  de  là 

r — t<f'(p),  i?'(p)  = s, 

et,  en  multipliant,  il  vient 

(8)  rt  — i>  = o. 

Telle  est  l’équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  convient  aux  surfaces  développables;  elle 
exprime,  comme  on  voit,  que  l’un  de3  rayons  de  courbure 
principaux  est  infini  en  chaque  point  de  la  surface. 

Considérons  maintenant  l’équation  (7),  qui  comprend 
l’équation  (6),  et  diflercntions-la  totalement,  on  aura 

/ d'V\  ( d' F \ 

dz  = [pdx  -h  7 dj  ) + l.r  -|-  — J dp  -f-  ^r-H  — J d,/, 

ce  qui,  à cause  de  dz  — p dx  -f-  q dy,  se  réduit  à 
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Remplaçant  dp  et  dq  par  leurs  valeurs  rdx-\-sdy, 
sdx  + tdy,  et  égalant  ensuite  à zéro  les  coefficients  de 
dx  et  de  dj , il  vient 


en  multipliant  ces  équations  l’une  par  l’autre,  on  repro- 
duit l’équation  (8).  Nous  devons  remarquer  toutefois  que 
les  équations  précédentes  sont  satisfaites  en  posant 


(9) 


d<¥ 

*+7  = o,  y 

dp 


d<V 

dq 


l’élimination  de  p et  q entre  les  équations  (7)  et  (9) 
donne  une  équation  entre  x,  y,  z qui  appartient  en  gé- 
néral à une  surface  non  développable  et  qui  satisfait 
cependant  à l'équation  (7).  Mais  je  n'insisterai  pas  ici  sur 
ce  sujet  qui  se  rapporte  surtout  au  calcul  intégral. 

356.  En  portant  les  valeurs  de  p,  q , dp  et  dq  tirées 
des  équations  (4)  et  celle  de  dz  tirée  de  l’équation  (3) 
dans  l’équation 

dp  dq 

dx  p dz  dy  -t-  q dz 


des  lignes  de  courbure,  on  obtient 

+ [«?(*)  — (>-+-  =OJ 

cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  : 


(il)  da  = o, 

(ia)  dy  — (1  + a,)?'(a)  — «T(<*) 

dx  — ay(a)f'(a^ 

L’équation  (11)  donne  a = const.  ; elle  convient  aux  ca- 
ractéristiques ou  aux  génératrices  de  la  surface  qui  for- 
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ment  ainsi  un  premier  système  de  lignes  de  courbure, 
comme  nous  en  avons  déjà  fait  la  remarque  (n°327). 
Ensuite,  si  on  élimine  l’une  des  variables  x,  y ou  a 
entre  l’équation  (ia)  et  l’équation  (a),  on  aura  l'équation 
différentielle  qui  convient  au  deuxième  système  de  lignes 
de  courbure. 


Des  surfaces  des  canaux. 

357.  La  surface  d’un  canal  est  l’enveloppe  d’une 
sphère  de  rayon  donné  dont  le  centre  décrit  une  courbe 
plane  arbitraire.  Si  l’on  désigne  par  a le  rayon  de  la 
sphère,  par  a un  paramètre  variable  et  par  <j>  (a)  une 
fonction  de  ce  paramètre,  l’équation  générale  des  sur- 
faces que  nous  considérons  résultera  de  lYr.uination 
de  a entre  les  deux  équations 

(l)  ( ( x — a)1  -t-  [y  - ? (a)]1  -+-*’  = a ’, 

i (x  — a)  -t- [.T  — ?(*)]?'(“)  = O. 

Nous  avons  déjà  formé  au  n°87  l’équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  qui  convient  à ces  surfaces; 
nous  avons  vu  que  la  première  équation  (1)  donne 

(a)  (x—  a)-hpz  — o,  [y  — qz  — o, 

et  que  l’on  a,  par  l’élimination  de  a et  de  <f  (a) , 


(3) 


n 

y/ 1 -+-  p2  -+-  q1 


Nous  nous  proposons  de  plus,  ici,  de  trouver  les  lignes 
de  courbure  de  la  surface.  La  didérentiation  des  équa- 
tions (a) donne 

j dx  + p dz  y-  z dp  = da, 

^ | dy  -t-  q dz  -+-  z dq  zzz  cp*  ( a ) dz  ; 

d’ailleurs  on  a par  les  mêmes  équations  (a)  et  la  deuxième 
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des  équations  (i) 

p -+-  qq'(a)  = o ou  q' [a)  — 

on  conclut  de  là 


<ip 


fia 


fi jc  4-  p cl-  tix  4-  p clz 


tiq 

I + 2 — 7* 

dy  -f-  (j  dz 


p dot 
q dy  -4-  q dz 


Or,  les  premiers  membres  de  ces  formules  sont  égaux 
entre  eux  pour  les  lignes  de  courbure;  donc  l’équation 
de  ces  lignes  sera 

q fl  a p fia 

' H = O 

itx  4-  p dz  ilj  ■+  q riz 

OU 

(l  -4-  p 7 4-  q')dz  cia  = o, 

ce  qui  donne 

fia  — o ou  tl  i=o, 

c’est-à-dire 

a = const.  ou  z ■=  const. 


Ainsi  les  lignes  de  la  première  courbure  ne  sont  autre 
chose  que  les  caractéristiques  de  l’enveloppe,  lesquelles 
sont  des  circonférences,  de  grands  cercles  de  la  sphère 
mobile;  ces  lignes  de  courbure  seront  aussi  les  lignes  de 
plus  grande  pente  de  la  surface  si  l’on  suppose  le  plan  ry 
horizontal,  car  les  lignes  de  la  seconde  courbure  sont 
alors  des  lignes  de  niveau. 


De  l'équalion  aux  dénuées  partielles  des  surfaces 
réglées. 

358.  Nous  considérerons  enfin,  en  terminant  ce  Cha- 
pitre, le  cas  général  des  surfaces  réglées.  Les  équations 
de  la  génératrice  renferment  trois  fonctions  arbitraires 
cl  l'élimination  de  ces  fonctions  exige  que  l’on  introduise 
les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Nous  ferons 
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donc,  comme  à l’ordinaire, 

dl  — pdx  4-  qdy,  dp  — r dx  s dy , 

et  nous  poserons,  en  outre, 
dr  = u dx  4-  wdy , ds  = uidx  4-  vdy, 
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dq  = sdx  + (dy, 
dl  — v dx  4-  wdy. 


Cela  posé,  soient 

(1)  x — az-hx,  y—bz  4- S 

les  équations  de  la  génératrice  de  la  surface. 

Dilférenlions  les  équations  (1)  par  rapport  à x et  y,  et 
dénotons  par  a! , b',  a',  6'  les  dérivées  de  a,  b,  a,  o rela- 
tives au  paramètre  6 dont  dépendent  ces  quantités.  Ou 
aura 

^ 1 = ap  4-  («  î 4-  « ) — , 


(*) 


(3) 

On  tire  de  là 

il 

dx  a p — 1 

db  aq 
dy 

il  en  résulte 

(4) 


1 


o = bp  4-  [b1  z 4-  6') 


, , , d B 

\ O = oq  4-  {a  z 4-aJ-, 
I I = bq  4-  [b'  Z 4-  §')  ~dy 


bp  b (ap  — 1 ) — ùbp 


bq  — 1 baq  — a [bq  — IJ 


ap  -\-  bq  — I 


et 

(5) 


d 9 , dO 

— 4-  b — =z  o; 

dx  df 


les  dérivées  a',  b',  a',  6'  que  nous  avons  introduites  ne  figu- 
rent pas,  comme  on  voit,  dans  les  précédentes  équations. 
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Difïérentiant  l’équation  (4)  par  rapport  à x,  puis  par 
rapport  à y , il  vient  : 

(«r-t-  b*)  + Wp  + b'q)  ^ = °. 

(as  -+-  bt ) -f-  (a' p -+-  b'q)  ~ = o; 

ajoutant  ces  deux  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a et  b,  il  viendra,  à cause  de  la  for- 
mule (5), 

(6)  «’r  + labs  -+■  b' t = o. 


En  différentiant  encore  cette  équation  (6)  par  rapport 
à x et  par  rapport  à y,  on  a 


(a7  a -1-  labm  -+■  b 7 v)  ■ 


d ( a 7 


2 a b. s 
~dî 


b7t)  dQ 
dx 


(a7ta  -4-  2 abf  -+-  b 7 te) 


d(a7  r 2 abs  -|-  b7 1)  dQ 

d9  dy  °’ 


enfin,  en  ajoutant  ces  équations  multipliées  par  a et  b, 
on  obtient,  à cause  de  la  formule  (5), 

(7)  a1  u -+-  3«’  but  + 3ab7  p b7  <v  = o. 


Les  équations  (6)  et  (7)  ne  contiennent  que  les  deux 
fonctions  a et  5;  elles  sont  d’ailleurs  homogènes  et  suf- 
fisent pour  l’élimination.  Si  l’on  fait,  pour  abréger, 


(8) 


— AH-  \! s1  — rt 

w = , 

t 


on  tirera  de  l’équation  (6)  b = au>\  et  en  substituant 
cette  valeur  dans  l’équation  (7),  on  aura 

(g)  u -t-  3 m/w  3ews  -H  icw1  = o, 

équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  qui 
appartient  aux  surfaces  réglées. 
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CHAPITRE  XI. 

DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES  IMAGINAIRES. 


Manière  de  représenter  les  variables  imaginaires.  — 
Des  fonctions  algébriques. 

359.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  que  des  quan- 
tités réelles  ; nous  nous  proposons  maintenant  d’étendre 
l’analyse  que  nous  avons  développée  dans  les  premiers 
Chapitres  de'cet  ouvrage,  au  cas  où  les  constantes  et  les 
variables  ont  des  valeurs  imaginaires  quelconques. 

Le  cas  où  l’on  a une  fonction  de  la  forme  u -t-  v s/—  1 , 
u et  v étant  des  fonctions  réelles  données  de  variables 
réelles,  n’exige  aucun  principe  nouveau.  Il  est  naturel  de 
définir  la  différentielle  de  la  fonction  dont  il  s’agit  en 
disant  qu’elle  est  la  somme  obtenue  par  l’addition  des 
différentielles  du , dv  respectivement  multipliées  par  les 
facteurs  t et  V — 1 . La  différentielle  du  -H  dv  — 1 s’ob- 
tenant alors  en  opérant  comme  si  V — * était  une  con- 
stante réelle,  les  règles  qui  ont  été  établies  pour  la  diffé- 
rentiation des  fonctions  réelles  s’étendent  d’elles-mèmes 
aux  fonctions  de  la  forme  u 4-  v \J—  ï,  pourvu  que  les 
variables  indépendantes  demeurent  réelles. 

Mais  quant  aux  fonctions  de  variables  imaginaires, 
elles  ne  peuvent  être  introduites  dans  l'analyse  qu’à  la 
condition  d’avoir  été  définies  avec  précision,  et  nous 
procéderons  ici  comme  nous  l’avons  fait  à l’égard  des  va- 
riables réelles. 
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Toute  fonction  explicite  peut  être  obtenue  en  exécu- 
tant sur  des  variables  et  des  constantes  données  un  cer- 
tain nombre  d’opérations  élémentaires  ; quand  une  seule 
de  ces  opérations  suffit,  le  résultat  est  une  fonction  simple 
d'une  seule  variable  ; dans  le  cas  contraire,  le  résultat  des- 
opérations exécutées  est  une  fonction  composée  de  fonc- 
tions d’une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes.  A 
l'égard  des  fonctions  implicites,  elles  sont  définies  au 
moyen  des  équations  qui  expriment  la  manière  dont  elles 
sont  liées  aux  variables  indépendantes;  les  premiers 
membres  de  ces  équations  sont  donc  des  fonctions  expli- 
cites des  diverses  variables,  et  on  les  obtiendra  en  exé- 
cutant sur  ces  variables  diverses  opérations  successives 
répondant  chacune  à ce  que  nous  nommons  une  fonction 
élémentaire  ou  simple. 

Il  suffit  donc  de  définir  les  fonctions  élémentaires 
d'une  seule  variable  que  l’on  veut  introduire  dans  l'ana- 
lyse, pour  avoir  une  notion  précise  de  l’ensemble  de 
toutes  les  fonctions  explicites  que  l’on  aura  à considérer; 
je  dis  fonctions  explicites,  car  les  équations  dont  dépen- 
dent les  fonctions  implicites  ne  définissent  pas,  en  géné- 
ral, ces  fonctions  d’une  manière  complète.  Or  les  fonc- 
tions élémentaires  sont  pour  nous,  jusqu’à  présent,  en 
très-petit  nombre;  elles  se  composent:  i°  des  fonctions 
qui  résultent  de  l’une  des  opérations  de  l’Algèbre  ; a°  des 
fonctions  exponentielle  et  logarithmique;  3“  des  fonc- 
tions circulaires;  nous  donnerons  la  définition  de  ces 
diverses  fonctions  pour  le  cas  où  la  variable  indépendante 
est  imaginaire. 

360.  Désignons  par  z la  variable  indépendante  et 
posons 

s = x -t — i, 

x et  j étant  des  variables  réelles.  Si  l’on  trace  deux  axes 
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de  coordonnées  rectangulaires,  x et  y représenteront  les 
coordonnées  d’un  point  M du  plan,  et  l’on  peut  dire,  avec 
Cauchy,  qu’à  chaque  valeur  de  la  variable  z répond  un 
point  déterminé,  et  inversement.  Soient  p et  u les  coor- 
données polaires  du  point  M,  on  aura 

t — p cos  w , _^  = (>sinu, 

et,  par  conséquent, 

z — p (cosm  -t-  \/ — 1 sinu), 

les  quantités  p et  u seront  dites  le  module  et  t argument. 
de  la  variable  z. 

Pour  que  la  variable  z prenne  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles ou  représente  successivement  tous  les  points  du 
plan,  il  suffit  de  donner  à p toutes  les  valeurs  de  o 
à -|- 00  , et  à m les  valeurs  comprises  entre  o et  2tr  ou, 
ce  qui  vaut  mieux,  les  valeurs  comprises  entre  — it  et 
-+-  Tt • Alors  à une  valeur  donnée  de  z,  c’est-à-dire  à des 
valeurs  données  de  x et  de  y , répondront  des  valeurs 
déterminées  de  p et  de  «;  il  y aura  cependant  excep- 
tion, dans  le  cas  de  y = o,  x étant  négatif;  alors  on  a 
coso)  = — i,  sina>  = o,  et  l’on  peut  prendre  à volonté 
(0  = — it  ou  w = + jt.  Mais  on  fera  disparaitre  cet  in- 
convénient si  l’on  convient  que  l’angle  co  compris  entre 
— it  et  -t-  jî  peut  approcher  autant  que  l’on  voudra  de  la 
limite  inférieure  — rc,  saus  cependant  jamais  l’atteindre. 

361 . Une  fonction  entière  de  z est  un  polynôme  f (z) 
toujours  réductible  à la  forme 

?(•»»/)  -+-  y—"* + (•*»/). 

<51  (x,  y)  el<\i{x,y)  étant  des  polynômes  à coefficients 
réels.  Toute  fonction  rationnelle  de  z est  égale  au  quo- 
tient de  deux  fonctions  entières,  et  on  peut  encore  lui 
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donner  la  forme 

T(-r.r)  + v'— ' + (*»/)» 

y (x,j),  <fi  (x,  y)  étant  ici  des  fonctions  rationnelles 
fractionnaires  et  à coefficients  réels.  Si  l’on  substitue  les 
coordonnées  polaires  aux  coordonnées  rectangulaires, 
une  fraction  rationnelle  quelconque  sera  toujours  de  la 
forme 

p+Qy/ITT, 

P et  Q étant  des  fonctions  rationnelles  de  p,  de  sin  « et  de 
cos  (a. 

362.  Le  seul  cas  des  fonctions  algébriques  élémentaires 
que  nous  ayons  à examiner  est  celui  de  la  fonction  zm , m 

étant  un  exposant  fractionnaire  ^ dont  le  dénominateur 

q est  positif. 

Si  l’on  fait,  en  désignant  par  k un  entier  quelconque, 

z = p ( cosw  4-  y — t sin  w ) 

= p [cos(w  -4-  2 /b)  -I-  — I sin(w  4-  aXirjJ, 

on  aura,  par  la  formule  de  Moivre. 

zm  — om  [cosm  (»  -t-  aXir)  ■+■  ij—  i sin»i  (<u  -t-  aX*)J, 
ou 

zm  _ p"(cos/nw  4-  ^ — i sinmw)  (cosamXir  4- y^— ~ î sin2mX»r), 

p"  étant  une  quantité  réelle  et  positive.  Cette  expression 
de  zm  est  susceptible  de  q valeurs  différentes,  pour  chaque 
système  de  valeurs  attribuées  à p et  à ca;  on  obtient  ces 
q valeurs  en  donnant,  à l’entier  k,  q valeurs  successives, 
o,  i,  a - (q — i),  par  exemple.  La  formule  précédente 
comprend  donc  q fonctions  distinctes  dont  la  plus  simple 
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répond  au  cas  de  k = 05  si  l’on  adopte  celle  valeur,  on 
aura 

zm—pm  (cos mu  -4-  y/ — 1 sin wu), 
el  la  fonction  zm  sera  ainsi  complètement  déGnie. 


Des  séries  dont  les  termes  sont  imaginaires. 

363.  Si  les  deux  séries 

W|J  ^1  j 9 • • • 9 ^«-1  J • • • » 

I t 9*  » • • • t P* — I » • • • » 

dont  les  termes  sont  réels,  sont  convergentes,  et  que  leurs 
sommes  soient  respectivement  U et  V,  on  dit  que  la  série 

«, -4-e.  y / — 1 , u,  y/ — 1,  «,  -4-  v,  y/— 

est  convergente  et  qu’elle  a pour  somme  la  quantité 
U + V yCTT. 

La  même  série  est  dite  au  contraire  divergente , lorsque 
les  parties  réelles  de  ses  termes  et  les  parties  multipliées 
par  \J — 1 ne  forment  pas  deux  séries  convergentes. 

Théorème  I.  — Une  série  est  convergente,  lorsque 
les  modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente. 

En  effet,  soit  la  série 

ü»j  üi)  um—  1 » • • • J 

désignons  par  pn  et  co*  le  module  et  l’argument  du  terme 
général  u„,  en  sorte  que  l’on  ait 

u„  = p„  (cosw„  -4-  y/ — I sinw„) . 

La  série 

P»,  pn  pn  • • • . P«— • , • • • 

I.  35 
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étant  convergente  par  hypothèse,  les  deux  séries 

f,  COSMj,  p,  COSw,  , piCOSU;,..., 
p,  siiiM,,  p,  siiiM,,  pjsinw,,... 

sont  elles-mêmes  convergentes  (n°  98,  théorème  III,  et 
n°  97,  corollaire  I),  et,  par  conséquent,  la  série  pro- 
posée l'est  aussi  par  définition. 

364.  Multiplication'  des  séries.  — Théorème  II.  — 
Soient 

. , 

(0  ) 

deux  séries  convergentes  ajant  respectivement  pour 
sommes  S et  S',  et  qui  restent  convergentes  quand  on 
y remplace  les  termes  par  leurs  modules,  la  série 

(a)  

dont  le  terme  général  u>n_,  a pour  valeur 

«’.-i  = «.  •+•  «i  «’-.-j  -+-  u,  <v_,  -4- ...  4-  p,  -+-  u_,  v„ 

est  convergente,  et  elle  a pour  somme  le  produit  SS'. 

Ce  théorème  a été  établi  au  n°  104  pour  le  cas  oit  les 
termes  des  séries  (t)  sont  réels;  nous  supposons  ici  ces 
termes  quelconques.  Désignons  par 

p«  i pi  > ft  > • • • > p.« — i » • • ■ i 
■ • • » 

les  séries  convergentes  formées  avec  les  modules  des 
termes  des  séries  (i)  et  posons 

f,_l  ==  p«  8„_,  4-  pl  8»->  4-  pl  8„_,  ■+•••.-+•  pn-l  8,  -H  p»-l  8.; 

la  série 

(4)  Ti»  . . . , t«_,,  . . . 
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est  aussi  convergente  (n°  104)  et  elle  a pour  somme  le 
produit  des  sommes  des  séries  (3). 

Cela  posé,  soient  S„,  S'„  les  sommes  obtenues  en  ajou- 
tant les  n premiers  termes  dans  les  deux  séries  (1)  respec- 
tivement, SI  la  somme  des  n premiers  termes  de  la 
série  (a)  -,  soient  aussi  2„,  ’L', ,,  21  les  sommes  obtenues  en 
ajoutant  les  n premiers  termes  dans  chacune  des  deux 
séries  (3)  et  dans  la  série  (4);  on  aura 

S.  Si  — Si  = e„_,  4-  ( u„_,  4-  p_, 

-+-  («_,  p,  -I-  un — , p,  4-  «,  P. 

( ï,  K — ïl  = P»-'  I + (?»-<  <!■.-.  -+*  P«-l  ».-.)+  • • • 

(0)  : 

( 4-  (p»_  1 ff,  -t-  1 . . . 4-  p, 

et  comme  le  module  d’une  somme  ne  peut  surpasser  la 
somme  des  modules  des  parties,  on  conclut  de  ces  for- 
mules que  le  module  de  la  différence  S„  S'„  — SI  est  infé- 
rieur, ou  au  plus  égal  à 2„Z'„ — 21.  Mais  celte  dernière 
différence  tend  vers  zéro,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
quand  n augmente  indéfiniment;  donc  le  module  de  la 
différence  S„S'„  — SI  tend  aussi  vers  zéro,  et  l’on  a 

lira.  (S. S'„ — Si)  = o,  ou  lim.Sl=SS', 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  — Il  faut  remarquer  que  le  précédent 
théorème  ne  subsiste  pas  nécessairement  dans  le  cas  de 
deux  séries  qui  cessent  d’ètre  convergentes  quand  on  y 
remplace  les  termes  par  leurs  modules. 

365.  [Nous  présenterons  encore  ici  un  théorème  im- 
portant dont  on  verra  bientôt  l’application. 

Théorème  III.  — Soient  m un  nombre  entier  positif, 
z une  quantité  imaginaire  donnée , et  Z une  variable  qui 

35. 
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se  réduise  à z quand  l'entier  m devient  infini.  L’expres- 
sion 


tendra  vers  line  limite  égale  à la  somme  de  la  série 
convergente 


(*■) 


Z Î*  z' 

1 H 5 ■+■•••* 

I 1.2  I .2.3 


si  l'on  fait  tendre  l’entier  m vers  l'infini. 

D’abord  la  série  dont  il  s’agit  est  convergente  (n°  363)  ; 
car  si  p désigne  le  module  de  z,  la  série 


1 -+- 


P 

i 


I .2 


1.2.3 


4-.  . 


converge  vers  une  limite  finie  qui  est  égale,  comme  on  sait, 
à ep- 

Cela  posé,  désignons  par  S la  somme  de  la  série  (i), 
par  S„  la  somme  de  ses  n premiers  termes,  et  posons 

(a)  S = S„-t-R„, 


on  aura 

_ z"  T z z’ 

* l .2.3. . .n  l ' /i-t-i  ^_(n  + i)(/i-t-2)_t-’’’ 


Le  module  de  la  somme  entre  crochets  est  inférieur  au 
module  de  la  somme 


obtenue  en  remplaçant  z par  son  module  p elles  diviseurs 
n - 4-i,  n + 2,...  par  n ; celle  dernière  somme  est  égale  à 

— - — ; si  donc  on  désigne  par  0 une  certaine  quantité 

i — £ 

n 
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imaginaire  dont  le  module  est  inférieur  à 1,  on  pourra 
écrire 


n 


Maintenant,  l'entier  m étant  supposé  plus  grand  que  n, 


développons  la  puissance 


la  formule  du 


binôme  relative  à l’exposant  entier  et  positif;  désignons 
par  S'„  la  somme  des  n premiers  termes  et  par  R’„  la 
somme  des  ternies  suivants.  On  aura 


Désignons  par  P le  module  de  Z;  le  facteur  entre  cro- 
chets, dans  l’expression  de  R'„,  est  une  somme  dont  les 
termes  sont  en  nombre  limité,  et  le  module  de  celte 
somme  est  évidemment  moindre  que  le  module  de  la 
somme  illimitée 


dont  la  valeur  est p;  on  aura  donc,  en  désignant 


H 

par  O une  quantité  imaginaire  dont  le  module  est  infé- 
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Enfin,  si  l’on  pose 


(6)  «»=(,-£)•■■(,- 

on  aura 


k — 1\  Z* 
m J I . 1 . . k 


.2 ...k' 


( 7 ) S»  — S,  — >i  H-  *i  -4- . . . 4-  «*-i . 

Cela  posé,  en  retranchant  la  formule  (a)  de  la  for- 
mule (4)j  on  a 

(8)  ^ i -+-  — S — (i i -f-  s,  -H  • . . -t-  *„_i  ) -t-  R„  — R„; 

et  si  l’on  fait  tendre  l’entier  m vers  l'infini,  n restant 
constant,  les  quantités  e s’annuleront  à la  limite  d’après 
la  formule  (6),  puisque  Z tend,  par  hypothèse,  vers  la 
limite  s 5 d’ailleurs  l’expression  (5)  de  R'„  devient 

z"  S' 

j 

\1 ...  ri  p 

I — — 

• n 


6'  étant  une  quantité  comprise  entre  o et  1.  Donc  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (8)  tend  vers  une  limite 
qu’on  peut  représenter  par 

z"  6'  — 0 
1 .2. . .«  p ’ 

I — - 

» n 

mais  je  dis  que  cette  limite  est  nulle  et  que  l’on  a 9'  = Q. 
En  effet,  le  nombre  n est  arbitraire,  et,  en  le  prenant  suf- 
fisamment grand,  le  module  de  l’expression  précédente 
deviendra  inférieur  à une  quantité  quelconque  donnée. 
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De  là  résulte  que 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 


Définition  de  la  fonction  exponentielle,  dans  le  cas 


dC une  variable  imaginaire. 


36G.  La  série 


I ~f"  — 

I 


1.2.3 


étant  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou 
imaginaire  attribuée  à z,  elle  tend  vers  une  limite  qui 
est  une  fonction  de  la  variable  z\  désignons  celle  fonc- 
tion par  (J  (z),  on  aura 


Z Z3 

(>)  ?(*)=«-*-  y 

et,  en  changeant  z en  g,, 

Z,  z 3 

Ÿ (s.)  = H 1 - 

I 1.2 


Z’~' 

1.2...  [n  — i) 


Ces  deux  séries  restant  convergentes  quand  on  y rem- 
place chaque  terme  par  son  module,  la  nouvelle  série 
dont  le  premier  terme  est  i et  dont  le  terme  de  rang  n est 


1.2...  («  — I) 


X i 


I . 2.  . . (n  — 2)  1 


Zl 

4-  “ 


I i . 2.  . K(n  — 2) 


i"  — ») 


sera  elle-même  convergente  et  elle  aura  pour  somme  le 
produit  ÿ(s)  (n°36t).  Or  l’expression  précédente 

est  évidemment  égale  à 

(z  z,)—' 

I .2.  . .(«  — l) 
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donc  la  série  nouvelle  dont  nous  parlons  a pour  somme 

<f  (z  -+-  z,)  et  l’on  a,  en  conséquence, 

{2)  ? (z  + z,)  = ? (z)  ?(*,)• 

On  peut  encore  démontrer  celte  relation  fondamentale 
sans  recourir  au  théorème  sur  la  multiplication  des  séries 
et  en  faisant  usage  du  théorème  démontré  au  n°  365.  On 
a effectivement,  en  désignant  par  m un  entier  positif, 


H)-*  M'=w—ir 

et,  en  faisant  tendre  m vers  l'infini,  on  a à la  limite 


lim. 


X lim. 


ou  (n°  303) 

?(*)?(*>)  = ?(*  + *>)» 
comme  nous  l’avons  déjà  trouvé. 

D’après  cela,  si  z,  z,,  z,,...,  * , désignent  des 

expressions  imaginaires  quelconques,  on  aura 


et,  en  supposant 

z = z,  =:  z,. . zfJL—l  > 

on  aura 

(3)  t?  (•)]'*  = ?0 **)- 

fx  étant  un  entier  positif  quelconque. 

Si  z sc  réduit  à une  fraction  positive  ou  négative  dr  - , 
on  aura 

b 
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mais  la  formule  (a)  donne  pour  z — i , z,  = — i , 


f(— ,)ï(+0  = ?(o)  = i,  d'où  ? (—  i)  =[?(i)]-'. 
et,  par  conséquent, 

(4)  ? = [*(«)]*’• 

On  a 


donc,  en  extrayant  la  racine  arithmétique  des  deux 
membres  de  l’équation  (4),  on  aura 


ou,  en  écrivant  z au  lieu  de  ± - > 

U 

t 

? (*)  = e*- 

Ainsi,  notre  analyse  nous  permet  de  démontrer  direc- 
tement que,  dans  le  cas  où  z est  une  quantité  réelle,  la 
fonction  y ( z ) n’est  autre  chose  que  la  fonction  exponen- 
tielle e*.  Or,  l’équation  (a)  qui  exprime  la  propriété  ca- 
ractéristique de  cette  fonction  subsiste  quelle  que  soit  la 
variable  z ; il  est  donc  naturel  d’étendre  à tous  les  cas 
la  notation  déjà  admise  dans  l’hypothèse  où  z est  réelle. 
Nous  poserons,  d’après  cela, 


Z z* 

(5)  c‘  = H 1 1 4- . . .; 

I 1.2  1.2.3 

cette  formule  exprime  la  définition  de  la  fonction  e‘  dont 
la  propriété  caractéristique  consiste,  d’après  la  for- 
mule ( a ) , en  ce  que 

n‘  x e'1  = e’+’<. 
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Définition  dos  fonctions  circulaires  directes  dans  le  cas 
d'une  variable  imaginaire. 


367.  Lorsque  la  variable  z est  réelle,  les  fondions  cos  z 
etsinzsont  développables  en  séries  convergentes  or- 
données suivant  les  puissances  croissantes  de  z, et  l’on  a 


i 


COSI  = 


I . 3 


I 1.3.3 


z* 

i .3.3.4  1 a.  • .6 

si 

1 .2. 3. 4-5  ' ' ’ ’ 


les  séries  contenues  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules  demeurent  convergentes  quand  z y désigne  une 
variable  imaginaire  quelconque  ; on  peut  même  ajouter 
que  la  convergence  subsiste  quand  on  remplace  chaque 
terme  par  son  module;  effectivement,  si  p désigne  le 
module  de  z,  les  modules  des  termes  des  précédentes 
séries  formeront  les  séries  nouvelles 


1 ■+• 


P’ 


P4 


1.2  I .2.3.4 
P* 


I 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 ’ 

qui  convergent  respectivement  vers  les  limites 

eP—e-P 


eP  -+-  r~ 


3 

Cela  posé,  lorsque  z est  une  variable  imaginaire,  nous 
définissons  les  fonctions  cos  z et  sin  * comme  étant  res- 
pectivement les  limites  des  séries  convergentes 


1 


1 


z'  z' 

1.2  I . 2 . 3.4 

7*  ï‘ 

i .2.3  1 .2. 3. 4* 5 
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Quant  aux  autres  fonctions  circulaires  directes,  nous 
les  définissons  par  les  formules 


(*) 


sina  cos  z 

lanes  = , cot  z = — — , 

ro«2  sinz 


COSCC  2 ==  -t — y 

si  ns 


qui  sont,  pour  le  cas  de  z réelle,  l’objet  d’une  démons- 
tration dans  la  Trigonométrie. 


Relations  entre  les  fonctions  exponentielles 
et  les  fonctions  circulaires  directes. 

368.  Si,  dans  la  formule 


I Z1  z‘ 

t*  = H 1 H s 

I 1.2*  1.2.3 


on  écrit  successivement  z y — î et  — z y' — i au  lieu  de  z, 
on  aura 


*> 

( z Zi 

# 

1.2 

v i 1.2.3 

Z1 

\ / , 

Iz  s> 

I . 2 

(n°  367) 

■J  — y — 1 l 

' I 1.2.3 

. I = coss  f— T sinz, 

t 1 J 1 vCT  / • 

( e ‘ 1 = cosz  — y — i sim, 

formules  où  z désigne  une  quantité  réelle  ou  imaginaire 
quelconque.  On  déduit  de  là 

V—i  , , V -l 


(»> 


_ , 


«vr; 
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(3) 


<Fï. 


Les  fonctions  circulaires  s’expriment  donc  par  des 
exponentielles,  et  inversement  les  exponentielles  peuvent 
être  remplacées  pardes  fonctions  circulaires.  Si  h désigne 
un  entier  quelconque,  on  aura,  par  les  formules  (i), 

(4)  e,kn^~r,  = t,  e(2* "i-  ')»/—■  — — i . 

369.  Si  dans  la  formule  fondamentale 


c*  X e*'  = e*+", 

on  remplace  z et  z,  par  z \J — i et  z,  y/ — i,puis 
par  — zyj — t et  — z,  y — on  aura,  par  les  formules  (i), 

cos  ( * -+-  z,  ) ^ — i sin  ( z 4-  z,  ) 

= (cos*  4-  ^ — i sin*}  (cos*,  4-  V — i sinz,), 
cos(*  + z,  ) — ^ — i sin  (*  4-  *,) 

= (cos z — s'nz)  (cos*,  — \J — isin*, ); 

en  ajoutant  ensemble  ces  deux  équations  et  en  retran- 
chant ensuite  la  seconde  de  la  première,  on  trouve 

cos  (*  -+-  z,)  = cos*  cosz,  — sinz  sinz, , 
sin  (z  4-  *,)  = sinz  cosz,  4-  cos*  sin*,. 

Ce  sont  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie 
générale  j elles  s’appliquent,  comme  on  le  voit,  à deux 
quantités  quelconques  z,  z,  réelles  ou  imaginaires,  cl  la 
même  chose  a lieu,  en  conséquence,  à l’égard  de  toutes 
les  autres  formules  que  l'on  a déduites  des  équations  (6), 
dans  la  Trigonométrie,  pour  le  cas  des  variables  réelles. 
On  a,  par  la  formule  (3)  du  n°  366,  en  désignant 
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par  p.  et  v des  entiers  positifs, 


changeant  z en  z \J — i et  extrayant  la  racine  v'4"**  des 
deux  membres,  il  vient 


ce  qui  est  la  formule  de  Moivre,  dans  le  cas  d’un  expo- 
sant fractionnaire  quelconque  -»  étendue  à une  variable 

quelconque  z.  Si  l’on  suppose  la  fraction  - irréductible, 

le  second  membre  de  la  formule  (y)  aura  v valeurs  dis- 
tinctes qui  répondent  aux  valeurs  o,  i , a, . . . , v — i de 
l’entier  indéterminé  A. 

370.  Les  formules  précédentes  permettent  de  réduire 
à la  forme  p - q \J — i chacune  des  fonctions  e‘,  cosr, 
sinz,  langr,  etc.,  de  la  variable  imaginaire 

ï = x -t -y  ^ — i . 

On  a effectivement 

(8)  e*  = ' = e‘  X — c*  ( cosr  -+-  \j—  i sin/), 

et,  par  les  formules  (6), 

cosz  = cos  (x  -+-  y y — t ) 

= cosxcos(j\/ — i ) — sinx  sinf/v^- ' ;» 
sin  z = sin  (x  -t-  / ^ — i) 

= sinx  cos  ( y — i ) -t-  cosxsin  {y^ — tj, 
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ou,  par  les  formules  (a), 


! cos  (x  -4-  y y/ — l) 


t'9> 


e’  — c-r  r 

:cos.r — — sinx  y — i, 

a a 


sin  f j 


+ y \j—  * i 


er  -f-  c~r  e>  — er  r 

: SID  -r h COS  j: il  — I . 

a 2 


On  a aussi 


, i \ sin  {r  + y \J—  i) 

Ung(x-I-/V  — lj  = 1 J=r 

cos  ( x -4-  / y — 1 ) 


ou 


2 sin  ( x + / ^ — i ) cos  x — jr  \j — i ) 
i cos  ( x -+-  y y/—  i ) cos  ( .r  — y \J — i ,) 


< , v sinax sinf  2 r ^ — •) 

tang(x+r  </—']  = 


cosax  -+-  cos(a/  y — i ) 
ou,  d’après  les  formules  (a), 

sin?.  x 


e'r  — er'r 


(io)  tang  (x  4- j \j — i ) : 


V/~> 


C1T  e->/ 

C0S2X  H 

2 


Dans  le  cas  de  x — o,  les  formules  (9)  deviennent 

(cos(,^)  = '-!±^, 

j . , X 't-e-r  — 

j sm (jr v/ — 0 = — - — y/—  *> 

on  en  tire,  par  la  division, 

C'a)  tang(  r >/~i)  = j7  ~ ^ y/-C. 
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De  la  fonction  logarithmique  et  (les  fonctions  circulaires 
inverses,  dans  le  cas  d'une  variable  imaginaire. 

371.  N ous  nommerons  logarithme  népérien  d’unequan- 
tilé  donnée  z = x -f-  y •q — 1 , toute  quantité  u + c — 1 
telle,  que  l’on  ait 

(1)  = ar  + j 1 . 

Posons 

x~  p cosu,  ^ = psin», 

p étant  positif  et  w étant  compris  entre  les  limites  — 5: 
et  H-îtj  l’expression  donnée  x-\-y  \/ — 1 pourra  être  mise 
sous  la  forme 

p(cosw  4-  y/ — 1 sinu)  = pe'''v—l, 

et  l’équation  (1)  deviendra 

e*  (cosv  + \l — • sine)  =r  p ( cosm  4-  — 1 sinw)-; 

or,  pour  que  cette  équation  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  expressions  contenues* dans  les  deux  membres  aient 
le  même  module  et  que  leurs  arguments  ne  diffèrent  que 
par  un  multiple  de  la  circonférence.  On  a donc 


et 


c“  = p,  d’où  u = logp 
v = u -|-  ik  jr, 


k étant  un  entier  indéterminé. 

Il  résulte  de  là  qu’une  quantité  imaginaire  z = peù‘^~' 
a une  infinité  de  logarithmes  népériens  qui  sont  donnés 
par  la  formule 

(2)  logz  = logp  + (w -t- 2X  ir) 

Si  l’on  suppose  i = o,  on  aura,  en  adoptant  une  locu- 
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lion  de  Caucliy,  la  valeur  principale  de  l’expression  logz, 
et  la  formule 

(3)  logz=:logp  +o\J—  I, 

où  u est  compris  entre  — n et  -r-  Jr,  définit  alors  une 
fonction  bien  déterminée  de  la  variable  z \ il  est  bien 
entendu  que  dans  les  formules  (a)  et  (3)  nous  repré- 
sentons par  logp  le  logarithme  népérien  arithmétique  Au 
nombre  positif  p. 

Si  le  module  p se  réduit  à l'unité,  logp  est  nul  et  la 
formule  (3)  donne 

(4)  logz  =«  y'— i; 

si  l’on  a z — — i,  l’argument  w se  réduit  à jr  et  la  for- 
mule (4)  donne  pour  la  valeur  principale  du  logarithme 
de  — i 

Io6  ( — l ) = tt  y1 — i . 

372.  Les  expressions 

arcsinz,  arccosz,  arctangz,... 

admettent  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  valeur 
réelle  de  z , et  il  eu  est  de  même  quand  z reçoit  des  va- 
leurs imaginaires.  Nous  nous  bornerons  ici  à indiquer 
comment  on  obtient  les  diverses  valeurs  qui  répondent  à 
une  valeur  donnée  de  z , et  nous  prendrons  comme 
exemple  l’expression  arccosz. 

11  s’agit  de  trouver  deux  quantités  réelles  u et  v telles, 
que  l’on  ait 

COS  («  4-  P \j — I )=:z  = x + j'\l  — I, 

x et  jr  étant  des  quantités  réelles  données.  Cette  équa- 
tion revient  à 

r*  r—  . f*  — if'  . 

cosu smu V — i = x + y V — t . 

2 2 
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ei  par  conséquent  les  inconnues  u,v  doivent  satisfaire  aux 
deux  équations 

. , if  ■+-  e—  e — e— 

(1)  cosu = x,  sin  u = — r. 

2 2 

On  tire  de  là 

(2) 

' cosu  sinu  cosu  sinu 


et  en  multipliant 


j1  y* 

cos’  u sin1  u 


sin*  « — (l  — x 1 — j-^sin’u  — y1  = o. 

Résolvant  cette  équation,  il  vient 

*in,“=  '~V~r  + v/  C~VJ-) 

le  radical  étant  pris  avec  le  signe  afin  que  sin’u  soit 
positif;  on  a aussi 

i 

cos* u — (i  -+-  X1  -f-  JT*)  cos’ u — x'  — O, 

d’où 

î -t-  #*  r1  /?  i -t- .r1 -4- v1  \ 1 

cos,a  = -JL  _ ÿ ( a ) - - . 


I x*  -f-  y 4 


extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  celte 
formule  et  remarquant  que  cos  « a le  signe  de  x , d’après 
les  formules  (i),  on  a 


(3)  cosu=- 


[l±£±e  + v/(i±£±z;)’_,]' 
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u,  =r  arc  cos- 


i r 1 ■+■  x'  ■+■  y*  . / / 1 4-æ1  -\-y3\‘  l5 

. = <0,1— — 

\ cos  «,  sin  / 

m0  étant  un  arc  compris  entre  o ets;  l'équation  (3)  don- 
nera 


(5)  u = 2 Airdfc 

A' étant  un  entier;  on  aura  ensuite,  par  les  équations  (a). 


c'=  - — -x-'  -,  c ' = rfc  —7— — ; 

cos  u,  sin  u,  cos  «,  sin  u, 

d’où 

(6)  p=±p,, 

le  signe  ambigu  ± devant  être  fixé  de  la  même  manière 
que  dans  la  formule  (5).  On  a,  d’après  cela, 

(7  ) arc  cos  { x -+-  y \J — 1 ) = 2 A jr  ± ( «,  -r  c,  ^ — 1)  ; 

par  conséquent,  lorsque  deujr  quantités  réelles  ou  ima- 
ginaires ont  le  même  cosinus , la  somme  ou  la  différence 
de  ces  quantités  est  un  multiple  de  la  circonférence. 

Dans  le  cas  particulier  de  y = o,  les  équations  (1) 
donnent  immédiatement 


sin  u = o ou  v =.  o. 

En  prenant  v = o,  011  a 

COSU  =:  X, 

mais  cette  solution  ne  convient  qu’au  cas  où  la  quantité  x 
est  comprise  entre  — 1 et  -4-1.  En  prenant  sin  u = o,  on  a 

cosu  = ± i, 
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le  signe  de  ± t étant  celui  de  x.  La  première  des  équa- 
tions (i)  donne  alors 


= ±x, 


e’  — ± X -t-  ^ x 1 — 1 , et  v =r  log(±  X ■+■  — l). 

On  a donc,  si  x est  comprise  entre  — oo  et  — i , 

(8)  arc  cos  x — (2  k -t-  1)  n -4-  y/ — 1 log  ( — x -t-  — 1), 

et  si  x est  comprise  entre  4-t  et  -+-00  , 

(9)  arccosx=  2 Æir  4- y/ — 1 log  {x  -t-  ^ x 1 — 1 ). 

373.  Les  fonctions  logz,  arcsinz,...,  ainsi  que  les 
fonctions  algébriques  explicites  non  rationnelles,  appar- 
tiennent à la  classe  des  fonctions  implicites  u,  détermi- 
nées par  une  équation  telle  que 

F(«,z)  = o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  bien  déter- 
minée des  deux  variables  z et  u,  et  irréductible  à la 
forme  u — i/'(z),a/m(z)étantune  fonction  bien  déterminée. 
Cette  équation  peut  admettre,  pour  chaque  valeur  de  z, 
un  nombre  fini  ou  infini  de  racines  u qui  varient  avec  z; 
mais,  pour  pouvoir  considérer  l'une  de  ces  racines  u en 
particulier  comme  une  fonction  de  z,  il  est  nécessaire  de 
la  distinguer  avec  soin  des  autres  racines,  parmi  les- 
quelles il  y en  a qui  peuvent  devenir  égales  à celle  que 
l’on  veut  étudier,  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  z. 

De  la  continuité. 

374.  La  définition  de  la  continuité  donuée  au  n°  12 
est  applicable  aux  fonctions  d’une  variable  imaginaire. 
Ainsi  : 

36. 
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Une  fonction  bien  définie  f(z)  de  In  variable  ima- 
ginaire z est  dite  continue  pour  les  valeurs  de  z qui 
répondent  aux  points  compris  dans  l'intérieur  d'un 
contour  quelconque  tracé  sur  un  plan , lorsque,  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  z,  le  module  de  la  différence 

*/(*)=/(*  + A»)  — /{*) 

décroît  indéfiniment  en  meme  temps  que  le  module 
de  A z,  c'est-à-dire  devient  infiniment  petit  avec  A z. 

On  voit,  par  cette  définition,  que  les  fonctions  entières 
sont  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  z ; la  même 
chose  a lieu  à l’égard  de  la  fonction  e';  car  on  a 

cz-e\z  _e,  =fi(f4î_ 

et,  en  désignant  par  h le  module  de  A z,  par  0 une  quan- 
tité dont  le  module  est  compris  entre  o et  i,  on  peut 
écrire  (n°  365) 

pl+4- fi  — Z . . 

e i -A’ 

il  est  évident  que  le  module  de  cette  différence  est  infini- 
ment petit  en  même  temps  que  le  module  de  A z. 

Les  fonctions  cosz  et  sinz  ne  sont  autre  chose  que  des 
sommes  d’exponentielles,  et  par  conséquent  elles  sont 
fonctions  continues  de  z pour  toutes  les  valeurs  de  cette 
variable. 

Les  fonctions  rationnelles  non  entières  elles  fonctions 
langz,  cotz,  séc  z,  cosz  ne  deviennent  discontinues 
qu’en  passant  par  l'infini. 

Mais  il  n’en  est  pas  de  môme  à l’égard  des  fonctions 
irrationnelles,  et  comme  la  continuité  joue  le  rôle  prin- 
cipal dans  le  développement  des  fonctions  en  séries,  il 
est  nécessaire  de  bien  fixer  les  idées  à cet  égard  en  étu- 
diant complètement  un  cas  très-simple. 
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Aiusi  que  nous  l’avons  dit,  la  variable 

z — .r+jr^ — i = p (cos  » -t-  y' — l sin  » ) 

peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  quand  on  attri- 
bue à p les  valeurs  comprises  entre  o et  co  , et  à u les 
valeurs  comprises  entre  — tt  et  -+-tt.  D'après  cela,  une 
fonction  continue  de  z doit  varier  par  degrés  insensibles 
avec  p et  w,  et  en  outre,  si  e désigne  un  angle  réel  infini- 
ment petit,  la  différence  des  valeurs  que  prend  la  fonc- 
tion pour 

i — p[cos( — vr  H-  c ) — t—  yCTT  sin  ( — rr  -+-*)] 
et 

z — f>  [cos ( jt  — i)  -+-  \f — i sin  (jr  — t)] 

doit  être  infiniment  petite,  puisque  la  différence  de  ces 
valeurs  de  z,  savoir  2 p sin  t V — -1,  est  elle-même  infini- 
ment petite;  il  est  évident  que  réciproquement  ces  deux 
conditions  assurent  la  continuité.  On  voit  sans  peine  que 
la  seconde  condition  peut  être  exprimée  en  disant  que  la 
fonction  considérée  prend  des  valeurs  égales  pour  w = — tt 
et  pour  (O  = -+-  TT. 

375.  Cela  posé,  considérons  l’expression 

(•-*-*)■» 

où  m désigne  une  fraction  commensurablc  dont  le  dé- 
nominateur est  supérieur  à 1.  Si  l’on  fait 

t = p (cosu  -+-  ^ — 1 sin»),  1 -+-  z = r(cos\|<  -4-  ^ — 1 sin>p  !, 

ip  étant  assujetti,  de  même  que  w,  à rester  entre  les  li- 
mites — TT  et  H-  tt  sans  jamais  atteindre  la  limite  infé- 
rieure, on  aura 

rcosip  = 1 -+-  p cosw,  /•  sin  ip  = p sin  » , 
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/ ; , l-t-pcosw  . psin  w 

r = y' H-apcosw  4-p  > cos^= — — « sini]i  = L , 

équations  qui  déterminent  complètement  le  module  r et 
l’argument  ip.  D’après  cela,  les  valeurs  de  l’expression 
(i  s)"  seront  : 

r"  (cos/n  ■p  -+-  ^ — i sin  m (cos2/»Æjt  -4-  ^ — i sin  2 mk  jr), 

b étant  un  entier.  On  peut  prendre,  pour  définir  la  fonc- 
tion que  nous  voulons  considérer,  l'équation 

( I -+•  z)"  = r"  ( cos  in  - f-  ^ — i sin  m i|i  ) , 


et  je  dis  que  cette  fonction  sera  continue  tant  que  le  mo- 
dule de  z sera  inférieur  à i,  taudis  que  si  ce  module 
prend  des  valeurs  supérieures  à i,  la  fonction  pourra 
devenir  et  deviendra  effectivement  discontinue. 

En  effet,  les  formules  précédentes  montrent  que  r, 
cosif/,  sinij/,  et  par  suite  t},  varient  par  degrés  insensibles 
si  p et  u varient  elles-mêmes  par  degrés  insensibles,  et 
cela  quelles  que  soient  les  valeurs  que  l'on  attribue  à p ; 
mais  si  p est  inférieur  à i,  on  voit  que  cosij/  est  toujours 

positif,  d’où  il  suit  que  i|/  reste  compris  entre  — ^ 

et  -+■  -i  et  comme  on  a sin  <j/  = o pour  M = ±tt,  l’angle  i|/ 

s’annule  pour  o>  = — r et  pour  w==  -+-ir.  On  voit  par  là 
que  la  fonction  (i  -hz)m  varie  par  degrés  insensibles 
avec  p et  w;  elle  a d’ailleurs  la  même  valeur,  p restant 
le  même,  pour  w = — ti  et  pour  w = -f-  r.,  donc  elle  est 
fonction  continue  de  z. 

Supposons  maintenant  que  z prenne  des  valeurs  dont 
le  module  soit  supérieur  à i . Si  l’on  donne  à w les  valeurs 
• — (t;  — e)  et  H-  (7i — c).  e étant  un  infiniment  petit, 
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puis  que  l’on  fasse  tendre  e vers  zéro,  dans  l’un  et  l’autre 
cas  cosi|/  tendra  vers  la  limite  — 1,  et  siinfi  vers  la  limite 
zéro',  mais,  dans  le  premier  cas,  sin  atteint  sa  limite 
en  passant  par  des  valeurs  négatives,  tandis  que,  dans  le 
second  cas,  le  sinus  est  positif  avant  d’atteindre  sa  limite; 
il  s’ensuit  évidemment  que  l’on  a tp  = — T.  pour  o>  = — it 
et  <J>  = -+-  r.  pour  o>  = -+-  Tt.  Par  conséquent,  la  fonction 
(i-t-z)”1  prend  pour  o>  = — tt  et  pour  00  = -t—  tt  deux 
valeurs  dont  la  différence  est  ar1"  sinmtr  ^ — 1 ; cette  dif- 
férence 11e  se  réduit  à zéro  que  si  m est  un  nombre  entier, 
donc  dans  tout  autre  cas  la  fonction  est  discontinue. 

Les  mêmes  considérations  font  voir  que  la  fonction 
log  (1  -t - z)  reste  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs 
de  z dont  le  module  est  inférieur  à 1,  mais  qu’elle  devient 
discontinue  lorsque  z prend  des  valeurs  dont  le  module 
surpasse  l’unité. 


Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  d'une  'variable 
imaginaire. 


376.  Nous  étendrons  au  cas  des  fonctions  d’une  va- 
riable imaginaire  les  définitions  de  la  dérivée  et  de  la  dif- 
férentielle (juc  nous  avons  données  pour  le  cas  d’une  va- 
riable réelle.  Si  donc  J {z)  désigne  une  fonction  de  la 
variable  imaginaire  z=x-\-y\j — 1,  la  dérivée  f(z) 
sera,  par  définition,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

/(*  + Ai)— /(z) 

Az 


OU 

/U  +,r  y — 1 + aj  + a/  v^— T)  -/(j+rv^î) ? 

Ax  -t-  A y ^ — 1 


lorsque  A z = A x -+-  A j-  \j  — 1 tend  vers  zéro,  ce  qui 
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exige  que  Ax  et  Ay  tendent  simultanément  vers  zéro. 
On  aura  aussi,  pour  la  différentielle  de  f(z), 

df(z)  =/'(*)  riz. 


Une  variable  est  fonction  de  plusieurs  autres,  lors- 
qu’elle prend  une  valeur  déterminée  quand  on  attribue 
à celles-ci  des  valeurs  déterminées.  Partant  de  cette  dé- 
finition, Caucliy  a considéré  toute  fonction  œ (.r,  y)  des 
deux  variables  réelles  x et  y comme  une  fonction  de 


X • 


■y  — t ou  de  z.  La  dérivée  'lïlffZl,  savoir 


riz 


dt/{x,r)  ?(x  -t-  il,  y -+-  Ay)  — ï !x,  y) 

— lim — -- — — > 

"z  A.r  -+•  Ay  ^ — i 

est  alors  généralement  indéterminée  et  sa  valeur  dépend 

de  la  limite  ^ vers  laquelle  converge  le  rapport 

Ax  et  A y tendent  vers  zéro.  A ce  point  de  vue,  il  y a 
lieu  de  distinguer  les  fonctions  en  deux  classes,  suivant 
qu’ell  es  ont  une  dérivée  unique  ou  une  infinité  de  déri- 
vées; nous  nous  bornons  à indiquer  ici  cette  conception, 
dont  nous  ne  chercherons  à tirer  aucune  conséquence. 

Les  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  algébriques 
n’ont  à subir  aucune  modification,  lorsque  la  variable 
devient  imaginaire;  il  s’ensuit  que  ces  fonctions  ont  des 
dérivées  déterminées.  La  même  chose  a lieu  à l’égard  des 
fonctions  exponentielles,  logarithmiques  ou  circulaires, 
caries  règles  relatives  à ces  fonctions  reposent  uniquement 

. . , . c*-i  sin/i  , 

sur  ce  lait,  que  les  expressions  — - — ? — tendent  vers 

l’unité  quand  h tend  vers  zéro,  et  cela  résulte  immédia- 
tement des  définitions  des  fonctions  e'  et  sin  z pour  une 
variable  imaginaire  z.  On  voit  donc  que  toutes  les  fonc- 
tions composées  avec  les  fonctions  élémentaires  de  l’ana- 


Ay 

A.r 


quand 
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lyse  auront  une  dérivée  unique  déterminée,  et  dans  ce  qui 
va  suivre  nous  ne  considérerons  que  de  telles  fonctions. 

377.  Soit  f(z ) une  fonction  de  la  variable 


z = x -hjr  V— 1> 


continue  dans  une  certaine  étendue  et  ayant  pour  dérivée 
f'{z)\  f(z)  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
de  x et  de  y,  et  l’on  a 


d/(z  1 
dx 

d/iz ) 


&f[z)  4/  z)  As  dz 

■ lim = lim X lim  — =/  (z)  — > 

àx  A ï Ax  ' dx 


— lim 


A flz)  bf(z)  ..  Ai  ,,  , dz 

— lim  — X bm  — —f'(z)  — - ; 

A/  Aï  Ay  J ' 1 d 'y 


d’ailleurs 


donc 


dz  dz 

dx  ’ djr 


V/-  i, 


df(z)  df(  z)  . — 

~éT  + ~dT  V- 


Remplaçons  z par  x -h y y/ — t dans  f(z),  et  faisons 


/(z)  Z=zV(x,jr)  + 4,  (x,y) 

y et  désignant  des  fonctions  réelles,  l’équation  précé- 
dente devient 


('h  + dA  jzr.\  _ 

+ dx v ) Wr 


O» 


et  elle  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 


di p d ^ d d f 

dx  dy  * dx.  dy 

Si  l’on  différentie  ces  équations  par  rapport  à x et  par 
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rapport  à y,  on  trouvera 


d’où 

(a) 


k\5 

ii 

S-| 

II 

d1  ip 

dxdy' 

d*y  d'h 

d'ÿ 

_ 

dxdy  dy'i 

dxdy 

1 

1 

$-| 

+ 

II 

O 

d'i, 
dx 3 

II 

II 

O 

Ainsi  l’équation  aux  dérivées  partielles 


d'»  d’» 

dx’  djr 1 

est  satisfaite  en  posant 

ct  0 = iK*.;)' 

378.  Nous  établirons  encore  ici  une  autre  formule  qui 
nous  sera  utile.  Introduisons  les  coordonnées  polaires  p 
et  0)  au  lieu  des  coordonnées  rectangulaires,  et  faisons 


d’où 


p t/  * j — i — z T. 


Si  la  fonction  f{  z)  admet  une  dérivée  J\z)  bien  dé- 
terminée, on  aura,  en  opérant  comme  au  numéro  précé- 


dent, 

df{  z ' 

...  , dl 

df> 

=/  {t)  7,' 

d’où 

df(z)  dz 
dp  dut 

df  ( z ) dz 
du*  dp'1 

ajoutant  à chaque  membre  la  quantité  f(z) 


d'i 

dpdt 


■ i on 
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.± 

df(z)  riz  , du 

dp  du  ' dp 


ou 


‘‘[/{z)è\  r;  d\?M 

dp  du 


dz  ' 
dp 


plaçant  -7-21-7-  par  leurs  valeurs  écrites  plus  haut,  elle 

du  dp  1 ‘ 


telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir;  en  y rem- 
plaçant 
devient 

(3) 


f>»l 


= — 
dp 


Démonstration  d’un  théorème  de  Cauchy. 


379.  Soit  f(x)  une  fonction  réelle  d’une  variable 
réelle  x , qui  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x com- 
prises entre  les  limites  x0  et  X. 

Désignons  par  x une  valeur  quelconque  comprise 
entre  x„  et  X;  divisons  l’intervalle  x — x0  en  un  nombre  n 
de  parties  égales  ou  inégales  et  représentons  ces  pallies 
par 


x,  — x„  x,  — (.r  — 

la  somme 


(x,  — x,)/(x„)  4-  (x,  — x,)/(x,)  . . 

-t-  (x._,  — x„_, )/( x„_, ) -4-  (x  — x„_,)/(x_,) 

tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  le  nombre  n 
augmente  indéfiniment  et  que  chacune  des  différences 
x, — Xo . x, — x, , . . . tend  vers  zéro.  Cette  limite  est 
une  fonction  de  x que  nous  représenterons  par  F (x),  et 


Digitized  by  Google 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


5?2 

si  l’on  construit  la  courbe  dont  l’ordonnée  est  f (x),  re- 
lativement à deux  axes  rectangulaires,  la  limite  F (x)  ne 
sera  autre  chose  (n°  188)  que  l’aire  comprise  entre  la 
courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les  ordonnées  qui  répondent 
aux  abscisses  x0  et  x;  en  conséquence  on  aura 

d F (x)  r=  f(.r)  dx. 


Si  les  dillérenees  x,  — x0,  x,  — x, sont  égales 
entre  elles  et  que  l’on  représente  par  h leur  valeur  com- 
mune, on  aura 


F (x)  = (x  — x,)  lim 


/>»)  ~t~/(x„  + A)  -t-...+/[x, i)fr| 
n 


et 


rfF(x) 

d.r 


=/(*); 


on  a,  en  outre,  évidemment 

F(x,)  = o. 

Soient  (x)  et  ft(x)  deux  fonctions  réelles  et  continues 
pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x0  et  X ; il  existera, 
d’après  ce  qui  précède,  deux  fonctions  F,  (x),  Ft  (x) 
telles,  que  les  formules  précédentes  auront  lieu  quand  on 
fera  simultanément  J—  , F=  F,  ouf=f,  et  F=  Ft; 
donc  les  mêmes  formules  auront  lieu  encore,  si  l'on  pose 

/(x)  =/,  (x)  +/,  (x)  , F (x)  = F,  (x)  + F,(x) 

380.  Soit  f[z)  une  fonction  bien  déterminée  de  la  va- 
riable 

z = p (cosw  -t - ^ — 1 sin  w)  = 

et  qui  reste  continue  pour  les  valeurs  de  p comprises 
entre  certaines  limites. 

Si  l’on  attribue  au  module  p une  valeur  déterminée, 
la  fonction  f (z)  ne  dépendra  plus  que  de  l’argument  w ; 
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donnons  alors  à co  les  n valeurs  en  progression  arithmé- 
tique 

2 TT  2fir  2 {/»  — t)if 

1Z  TT  H )•••*  -TT  H ' ï?  H * 

/ï  « « 

et  désignons  par 

s#  * * • • • > *»— 1 

les  valeurs  de  2 qui  répondent  à ces  arguments.  La 
moyenne  arithmétique  des  valeurs  correspondantes  de 
ftz),  savoir 

f{  *»1  1) 

n 


tendra  vers  une  limite  que  Cauchy  a nommée  la  valeur 
moyenne  Je  f (2)  correspondante  au  module  p;  nous  la 
représenterons  par  On./{z)  et  l’on  aura  en  conséquence 


3Tt/(î)  = — 


381.  Cauchy  a nommé  module  maximum  d’une  fonc- 
tion f(z)  relatif  au  module  p de  z,  le  plus  grand  des 
modules  que  prend  J'(z)  quand  w varie  de  — 7t  à + tt. 
Le  module  d’une  somme  étant  inférieur  h la  somme  des 
modules  des  parties,  la  formule  précédente  montre  que 
le  module  de  la  valeur  moyenne  OU,  [/(-)]  est  inférieur 
au  module  maximum  de^-z). 

Supposons 

/{*)  = *“, 


p étant  un  entier  positif  ou  négatif.  On  aura 


On,[y,j=p'“e—  ^-llim  -~hr 


p?  e-r>*  ✓-  ' lim 


, _ e »/«W— * 
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et  si  fx  ne  se  réduit  pas  à zéro,  cette  formule  montre  que 
l’on  a 

OTt[ï“]  =0. 

382.  Les  notions  que  nous  venons  de  présenter  suf- 
fisent pour  établir  un  théorème  important  dû  à Cauchy; 
ce  théorème  est  le  suivant  : 

Théorème.  — Soit  j(~)  une  Jonction  de  la  variable 

imaginaire  z = pcu  , qui  reste  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  z dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à 
une  quantité  donnée  R.  Si  l'on  désigne  par  Z la  valeur 
que  prend  z quand  on  fait  p = R,  la  valeur  moyenne 
de  la  Jonction  Z,  J (Z.)  sera  nulle.  Ainsi  Von  aura,  d'a- 
près la  notation  convenue, 

31L[Z/(Z)]  = o. 

Eu  effet,  posons 

(1)  1 —f(p,  *>),  -/{*)  = ' 

on  aura,  par  la  formule  (3)  du  n°  378, 

, ‘h  (p.  «) (p,  *■) 

do  d w , 

Regardons  p comme  une  constante,  (p,  &>)  sera  une 
fonction  continue  de  w;  si  donc  on  fait 


et 


w = — 7r  -4-  n a, 


6») 

. ?(P>  — — w -t-«)-K..-t-y[p,  — Tt  + (n—  i)a] 

1 W -f-  7T  j 11m  — — - — • • 

x n 

4>  (p,  w)  sera  une  fonction  déterminée  s'annulant  pou 


pour  n —X 
r 
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w = — ff,  et  J’on  aura  (n°  379) 

, / , </»  (p,  «) 

(4)  — ^ — _T  (P,  «) 


Pareillement,  si  l’on  regarde  co  comme  une  constante, 

<J/(p,  w)  sera  fonction  continue  de  p,  tant  que  l’on  aura 
p < R ou  = R,  et  si  l’on  fait 

p = nS, 

puis 

...  . . ..  il  (o,  m)  -+-  \ti  (S,  «)  f(/i  — 

(5  ) V (p,  <u)  = p lim  ' — r ■’  I — — — r Ü-  —LJ  J , pour  n = oo  ; 

Y (p,  tu)  sera  une  fonction  bien  déterminée  qui  s’annu- 
lera avec  p,  et  l’on  aura  (n°  379) 

,c\  rf'ffp.w)  ,,  , 

(6)  - — Yo — ='Hp»")' 

Maintenant  difTérenlions  l’équation  (4)  par  rapport  à p, 
et  l’équation  (6)  par  rapport  à « ; nous  aurons,  à cause 
de  la  formule  (a), 


<P<b(p,  u) 

(p,  «») 

d \>  d w 

dp  dot 

r d*  (p,  w) 

di{ P,  «) 

1 (/p 

dp 

Cette  formule  montre  que  la  fonction 

rf<t>  ! p,  u)  dV  (p,  0>) 
dp  dp 

est  indépendante  de  &>;  on  oblieudra  donc  des  valeurs 
égales  en  y faisant  a>  = — jî  et  w = 4-  ir;  ainsi  l’on  a 

d<b  (p,  -+-  ir)  rfŸfp,  -f-ir) rf<t>(o, — ir)  dV  (p,  — jr) 

dp  dp  dp  dp 
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Or,  par  hypothèse,  la  fonction  ifi(p,«)  a la  même  va- 
leur pour  to  = — n et  pour  « = -f- il ; la  même  chose  a 
lieu,  en  conséquence,  pour  (p,  w),  d’après  la  for- 
mule (5),  ainsi  que  pour  la  dérivée  - ; d’ailleurs 

la  fonction  ‘h  (p,  — rr)  est  nulle;  donc  la  formule  précé- 
dente se  réduit  à 

ri  <!'  (p,  -4-  tr  ) 

— J — °- 

rif 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  4>  (p,  r.  ) se  réduit  à une 
constante,  et,  par  conséquent,  011  a 

(7)  <J*(R,  -+-*■  ) = <!>(  o,  H-  7r). 

Eniin  f(z ) étant  continue  pour  les  valeurs  de  z dont  le 
module  ne  surpasse  pas  R,  celte  fonction  ne  peut  être  in- 
finie pour  p = o;  il  s’ensuit  que  le  produit 

s’annule  pour  p = o,  et  il  en  est  de  même  de  $ (p,  ti>) 
d’après  la  formule  (3).  On  a donc  par  la  formule  (7) 

( R,  ")  — o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(8)  3R[Z/(Z)]  = o; 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire  I.  — Soit  F ( z ) une  fonction  d'une  va- 
riable imaginaire  z = pe"  ' qui  reste  continue  pour 
les  valeurs  de  z dont  le  module  p n'est  pas  supérieur  à 
R.  Si  l'on  désigne  par  TL  la  valeur  que  prend  z quand 
on  remplace  p par  R,  et  par  x une  constante  réelle  ou 
imaginaire  dont  le  module  r soit  compris  entre  o et  R, 
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F(.r)  = OR  | JL-  F(Z)]- 


En  effet,  la  fonction  F ( z ) étant  continue  tant  que  p 
n’est  pas  supérieur  à R,  il  en  est  de  même  de  la  fonction 


(9) 


/(*)  = 


F(i)-FU) 


il  ne  saurait  effectivement  se  présenter  de  discontinuité 
que  quand  s atteint  la  valeur  .r;  la  fonction  f[z)  prend 
alors  la  valeur 


lim 


F [x  -t-  h)  — F (.r  ) 


f'ijc) 


quantité  qui  est  nécessairement  Unie,  en  vertu  de  nos 
hypothèses,  comme  on  le  verra  plus  bas. 

D'après  cela,  on  peut  appliquer  le  précédent  théorème 
à la  fonction  J (z)  définie  par  la  formule  (g);  on  a donc, 
par  la  formule  (8), 


Or  ou  a 


d’ailleurs  la  valeur  moyenne  de  — est  nulle  (n°  381  ) 
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quand  p ne  se  réduit  pas  à zéro,  et  cette  valeur  moyenne 
est  évidemment  égale  à l’unité,  quand  p = o;  donc 


on 


[ïè~*1=,+“^Fî)' 

— — est  inférieur  (n°  380)  au 

*H). 

lequel  est 


Le  module  de  OH. 
module  maximum  de  la  fonction 


(-«) 

(/*  \ ** 

-J  par  le  module  maximum 
(r)  len^  vers  *^r0  quand  n 


de 


x 

R 1 _ Z 


et  comme 


augmente  indéfiniment,  on  a 


on. 


[ïè-J- 


la  formule  (9)  donne  alors 

m Fw=Ml[r-IF(z)} 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Corollaire  II.  — Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  Corollaire  I,  la  dénuée  d' ordre  p de  la  fonction 
F (x)  a pour  valeur 

(,3)  iww  = 

Cette  formule  comprendra  la  formule  (12)  si  l’on  convient 
de  remplacer  le  produit  1.1... p par  l’unité  et  F^  (x) 
parF(x)  quand  p est  nul;  donc,  pour  établir  la  for- 
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mule  (i3),  il  suffit  de  démontrer  que  si  clic  a lieu  pour 
une  valeur  de  fx,  elle  subsiste  encore  pour  la  valeur  sui- 
vante. A cet  effet,  remplaçons  x par  x -4-  h dans  la  for- 
mule ( 1 3 ),  on  aura 

Al  = 1 .2...  aOK  [ - F(Z)1, 

et,  par  suite, 

pM  (j-M)-fW(x) 

A 


tOH. 


ZFjZ) 


“(Z-*) 

ZF(Z) 


(Z—  x — h)  [Z  — x)^' 


-T  ’ 


faisant  h = o,  on  a 

(*)=  . .*. . . on-oan,  [ F (Z)]» 

ce  qui  n’cst  autre  chose  que  la  formule  (i3),  où  l’on  a 
remplacé  f i par  f*  — t—  i . 


Remarque.  — Pour  établir  la  formule  (i  a),  nous  ayons 
admis  que  F'  (x)  ne  peut  pas  devenir  infinie  pour  une 
valeur  de  x dont  le  module  est  inférieur  à R;  nous  allons 
actuellement  le  démontrer.  Supposons  que  F' (x)  puisse 
être  infinie  pour  diverses  valeurs  de  x dont  les  modules 

soient  compris  entre  o et  R,  et  soit  celle  de  ces  va- 

leurs qui  a le  plus  grand  module.  La  formule  (ta)  sub- 
sistera sans  difficulté  pour  les  valeurs  de  x dont  les 
modules  sont  compris  entre  a et  R,  et,  en  la  difiércutianl, 
on  aura  encore 

•'<*>  = * [(Z^F<ï>} 

Donnons  à x l’argument  a et  faisons  tendre  le  module  de 

37. 
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cette  variable  vers  la  limite  a\  le  second  membre  restera 
évidemment  fini  et  tendra  vers  une  limite  déterminée; 
par  conséquent  le  premier  membre,  qui  est  égal  au  s'e- 
cond,  11e  pourra  devenir  infini,  comme  on  l’a  supposé. 

11  résulte  de  laque  la  formule  (12)  exige  seulement 
que  le  module  de  x soit  inférieur  au  module  R. 


Formule  t le  M aclaunn . 


383.  Caucliy  a déduit  de  ce  qni  précède  le  beau  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  — La  Jonction  F (x)  sera  développable 
en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières et.  ascendantes  de  x,  si  le  module  de  la  variable 
réelle  ou  imaginaire  x conserve  une  valeur  inférieure 
à celte  pour  laquelle  la  fonction  F (x)  cesse  d'être  con- 
tinue. 


Pour  démontrerce  théorème,  il  suffit  de  remplacer,  dans 
la  formule  (12)  du  numéro  précédent,  par  la  va- 

Ià  — jc 

leur  tirée  de  la  formule  (1 1);  il  vient  alors 


Le  module  de  x étant,  par  hypothèse,  inférieur  à R,  le 
facteur  tend  vers  zéro,  quand  n augmente  indéfini- 
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ment,  et  la  quantité  qu’il  multiplie,  dans  l’expression 
de  R„,  conserve  évidemment  une  valeur  finie;  on  a donc 

lim  R„  = o, 

et,  par  conséquent, 

(3)  F(x)  = OIL'[F(Z)]  + xi)It[^^-)  + 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Les  formules  (i  a)  et  (i3)  du  n°  382 donnent, pour  x = o, 

f (o)  = an.[F(Z)i. 

F>)=i.2...p3ïl[^J; 

on  peut  alors  écrire  la  formule  (3)  comme  il  suit  : 

(4)  Fl*)  = F(o)  + ÏF'(o)  + 7^  F* (©)+..., 
ce  qui  est  la  formule  de  Maclaurin. 

384.  Les  fondions  (i  + z)m  et  log(i-j-z),  définies 
comme  nous  l’avons  fait  plus  haut,  étant  continues  poul- 
ies valeurs  de  z dont  le  module  est  inférieur  à i,  on  aura 
pour  ces  valeurs  de  z 

. ni  ni  ( nt  — i) 

l + J'-H H 5 

' I I .T 


log(, + *)  = ! — i + _ — 


En  écrivant  au  lieu  de  z , celte  dernière  for- 

mule devient 

log  (i  p cosw  -f-  p sin u <J~—  i ) = - - h.... 


Posons 


i -+-  p cos»  = rcosl , p sinw  = rsinv|/  ; 
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l’angle  <J/  devra  être  compris  entre  — - et  -+-  - à cause 

22 

de  p < i,  et  il  est,  en  conséquence,  déterminé  par  sa  tan- 
gente dont  la  valeur  est 


On  a d'ailleurs 


P si  nu 

tangl  = — ' • 

i -h  p cos  u 


• = \J  i -+-  2 p cosu  -I-  p% 


puis 


log  ( I H-  P cosu  -+-  psinu  ^ — I ) = logr  -|-  i|/  1; 


donc 


log  ^i  4-  2p  cosu  -I-  p1  -f-  J — i arc  tane  — P >ln  M _ 
r * ° i -h  p cosu 

pe"^  pV*^7  pvW“ 


Égalant  de  part  et  d’autre  les  parties  réelles  et  les  par- 
ties multipliées  par  le  facteur  \f—ï,  il  vient 


arc  tang 


i -I-  p cosu  i 


p COS  w 

p1 COS  2 M 

p3  cos  3 w 

I 

2 

“H 

3 

p sin  w 

p’sin2a> 

1 

p1  sin  3 w 

i 

2 

3 

formules  qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  p infé- 
rieures à i,  pourvu  que  l’arc  de  la  seconde  formule  soit 

pris  entre  les  limites  — - et  — — • Si  l'on  fait  dans  celte 
‘ 2 2 

dernière  formule  p sinoo  = x,  p cosw  = o,  d’où  w = ± 

il  viendra 

x x1  x* 

arc  tangx  = - — y + y — • • • , 
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ou,  en  posant  x = lange, 

tanga  tang3;  tang‘z 

* ~ ~"ï  3 + 5 ' ' ; 

celle  dernière  formule  subsiste  pour  les  valeurs  réelles 
de  z comprises  entre  — ^ et  ^ • 

383.  Les  fonctions  e*,  cos  z,  sinr  restent  continues 
pour  toutes  les  valeurs  de  e,  donc  elles  sont  toujours  dé- 
veloppables en  séries  convergentes;  mais  il  faut  remar- 
quer que  ces  développemenls  en  séries  sont,  pour  nous, 
l’expression  même  de  la  définition  des  fonctions  dont 
nous  parlons;  il  n’y  a donc  aucune  conséquence  à tirer 
relativement  à celles-ci.  11  y aurait  lieu  à un  théorème 
concernant  la  fonction  e*,  par  exemple,  si  l’on  prenait 
pour  définition  de  e*  l'équation 

e*  = ex+Jr^~ ‘ = e*  cos y -t-  y — i c*siny. 


Les  fonctions  — - — , - cot  - ne  cessent  d’ètre  continues 
e‘  — 12  2 

qu’en  devenant  infinies,  la  première  pour  des  valeurs 
de  z multiples  de  an  y — i,  la  seconde  pour  des  valeurs 
de  z multiples  de  an;  donc  ces  fonctions  sont  dévelop- 
pables en  séries  convergentes  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  z dout  le  module  est  inférieur 
à 2 TT.  Pareillement,  la  fonction  tang  z reste  continue 
pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module  est  inférieur 

à -;  elle  est  donc,  pour  ces  valeurs  de  a,  développable 

en  série  convergente  par  la  formule  de  Maclaurin.  J’ai 
démontré  ces  résultats,  par  une  méthode  particulière, 
dans  mon  Traité  de  Trigonométrie  (4'  édition);  je  ren- 
verrai à cet  ouvrage  pour  les  détails  des  développements 
en  séries  dont  je  viens  de  parler. 
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Les  fonctions  zp , log z,  e‘  sont  discontinues  pour  une 
valeur  nulle  du  module,  et  elles  ne  sont  développables  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières, positives 
et  ascendantes  de  z,  pour  aucune  valeur  de  cette  variable. 


Formule  de  Lagrange. 

386.  Désignons  par  x une  constante  donnée,  par  / une 
variable  réelle  ou  imaginaire,  et  considérons  l’équation 

(1)  : = r + 'M 

dans  laquelle  z est  une  inconnue  et  f (z)  une  fonction 
continue  de  z indépendante  de  x et  de  t.  Celte  équation 
aura  un  nombre  limité  ou  illimité  de  racines  z selon 
que  la  fonction  f [z)  sera  algébrique  on  transcendante; 
pour  t = o,  l’une  de  ces  racines  se  réduira  à x et  les 
autres  deviendront  infinies.  Pour  que  l’équation  (i)  ait 
deux  racines  égales,  il  faut  qu’elle  soit  vériüée  en  même 
temps  que  sa  dérivée  prise  par  rapport  à z,  savoir 

(2)  ! = //'(*;, 


et,  en  éliminant  t entre  les  équations  (1)  et  (2),  011  aura 


(3) 


f = X 


/{») 

/'(*)■ 


Les  racines  de  cette  équation  (3)  sont  indépendantes 

de  t;  désignons-les  par  a,  e“‘ . . . et  por- 
lons-les  successivement  dans  l’équation  (2),  on  aura 


I 


1 


formules  qui  font  connaître  les  valeurs  qu’il  faut  attri- 
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buer  à t,  pour  que  deux  racines  de  lequation  (i)  soient 
égales  entre  elles.  Désignons  par  R le  module  de  celle  de 
ces  valeurs  qui  a le  plus  petit  module,  il  est  évident  que 
l'équation  (i)  n’aura  point  de  racines  égales  tant  que  le 
module  de  la  variable  t restera  inférieur  à R,  et  par  con- 
séquent les  racines  de  celte  équation  ne  pourront  vérifier 
l’équation  (a). 

Cela  posé,  je  dis  que  si  le  module  de  t reste  compris 
entre  o et  R,  les  racines  de  l’équation  (i)  varieront  par 
degrés  insensibles  avec  t.  En  efiét,  donnons  à t une 
valeur  f0  dont  le  module  soit  compris  entre  o et  R, 
et  désignons  par  z„  l’une  des  racines  de  l’équation  (■); 


Z,  T a 

on  aura  f0=  /pj  el  S1  » PreMaul  pour  Az0  une  quan- 
tité infiniment  petite,  on  détermine  Af0  par  l’équation 

/„  -+-  A/0  = il  est  clair  que  l’équation  (i) 

J (r.  -t-  A:,) 

aura  pour  racine  z0  4-  Az„  lorsqu’on  donnera  à t la  va- 
leur f0  4-  A La  diflerence  de  nos  deux  valeurs  de  t est 


s,  4-  a z,  — j-  z,  — x 

û,“~/(za4- Ai.)  /(*,) 

— Af»~  —/(•>)] 
/(z,  4-  A*,) 


et  comme  la  fonction  f(  z ) est  supposée  continue,  la  for- 
mule de  Maclaurin  lui  est  applicable;  on  a donc,  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  deuxième  ordre, 


».  . I.  v . A(*.l 

Af'= — rr~\ — ;i2»>  doù  A*»  = " — TT' — iAf*- 

/(*.  i — t./  2.) 


Le  dénominateur  i — ne  pouvant  être  nul,  on 

voit  que  si  la  valeur  f0  produit  une  racine  z0,  la  valeur 
t„  4-  A t0  produira  une  racine  z„  4-  A z0 , dont  la  dillé- 
rcncc  à z„  deviendra  infiniment  petite  avec  A f0. 
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Mais  toutes  les  racines  de  l’équation  (i)  deviennent  in- 
finies pour  t — o,  à l’exception  d’une  seule  qui  se  réduit 
à x;  celle-ci  peut  être  considérée,  d’après  ce  qui  précède, 
comme  une  fonction  continue  de  t pour  toutes  les  valeurs 
de  cette  variable  dont  le  module  est  inférieur  à R,  et, 
pour  ces  valeurs,  elle  est  développable  en  série  conver- 
gente, par  la  formule  de  Maclaurin. 

387.  Désignant  donc  par  z la  fonction  qui  vient  d'ètre 
définie,  on  aura 


(4) 


~o  » 


t (dz\  t 1 / rf’z \ t'  (d*l\ 

exprimant  les  valeurs  que  prennent  z , — i... 


pour  / = o.  Et,  si  F(z)  désigne  une  fonction  continue 
de  2,  indépendante  de  t et  de  x,  on  aura  plus  générale- 
ment 


(5)  F(*)  = F(z.) 


t (d F(»)\ 

i \ dt  ), 


Il  nous  reste  à calculer  les  coefficients  de  ce  développe- 
ment. Pour  cela,  considérons  ici  le  paramètre  x comme 
une  variable.  Si  l’on  différentie  l’équation  (i)  d’abord 
par  rapport  à t,  puis  par  rapport  à x,  il  viendra 


(6)  [,-//-(.)]  J =/(»),  [«-'/'(*)]  % = 


d’où  l’on  lire 
(7) 


dt  J V > d.l 


En  dilférentiant  les  deux  membres  de  celte  formule 
par  rapport  à x,  et  eu  multipliant  ensuite  par  une  fonc- 
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tion  arbitraire  © (z)  de  z,  on  a 


?(z)  -d- =?(*) 


ajoutant  cette  formule  avec  la  formule  (y)  multipliée  par 
fit p ( z ) dz  dy[z) 

dz  dx  de 


do[z)  . 

= — -, — > il  vient 


dd~ 

' dt  dt  dx 


OU 


(8) 


dt 


dx 


Cette  formule  (8)  nous  montre  que  si  l’on  doit  prendre  la 
dérivée,  par  rapport  à t,  d’une  expression  de  la  forme 

<f  [z)^-i  il  suffira  de  multiplier  celte  expression  par f{z) 

et  de  prendre  la  dérivée  du  produit  par  rapport  à x. 

Différentions  l’équation  (8)  n — % fois  par  rapport 
à t;  ou  pourra,  dans  le  second  membre,  intervertir  l’ordre 
des  différentiations  relatives  à t et  x,  et  l’on  aura 


mais,  daus  le  second  membre,  chaque  différentiation  re- 
lative à t peut  être  remplacée  par  une  différentiation  re- 
lative à x,  pourvu  qu’on  introduise  d'abord  un  facteur 
f[z)\  on  aura  donc 


<i'~'  [*<*>£] 

d-'  [[/(*»*~'  f (l)  ^r] 

dt—' 

d.K—' 

Digitized  by  Google 


588  CALCUL  DIFFÉRENTIEL, 

et  si  l'on  fait 

?(*)=/(*)  F'(*), 

d'où,  à cause  de  l’équation  (7), 


, v dt  dt  d F (*) 


de  de 


il  viendra 


(10) 


d' Pjal 
dr 


rf-  [[/(*)]'  F'(z) 


dt—' 


Faisons  maintenant  t — o,  on  aura,  par  i’cqualion  (1), 
r,  = x,  F(i,)=F(x), 
puis,  par  les  équations  (6), 

(£).- (S 

d’où 

m.  = n,)(S).=/WrWi 

enfin  la  formule  (10)  donne 

p/T(«n  d-'  [/(*)]■  F(*). 

|_  </<*  dx—' 

en  sorte  que  la  formule  (5)  devient 

r d\f(*)?r,(x) 

^r^  = rjx;-t- -,Wr  txj  -t-  - 

(«1 


( F(*)  = F(x)  -t-  —f{x)  F'  (x)  -+■ 

ni 


1 ’ ' ' ’ ' 1.2  dx 

1.2...»  dx*~ 


t-  d—'  [/('x)]"  F'(xl 


c’est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule  de  La- 
grange. 

Si  la  fonction  F (z)  se  réduit  à z,  on  a 


, , t ,,  , /’  d[flx'i]‘ 

12  ! = ïH /\x)  —, 

I * ' 1.2  dx 


/"  d"-'  [ /"(xl]” 

1.2...»  dx"-' 
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Remarque.  — Si  la  dérivée  F'(z)  reste  continue,  la 

fonction  ^ ^ t/'( 7)  = dl-  est  développable,  par  la 

formule  de  Maclaurin,  en  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  t,  tant  que  l’on  a mod.  f <^R. 
Pour  avoir  les  coefficients  du  développement,  il  suffit  de 
remplacer  y (z)  par  F'(z)  dans  la  formule  (9),  et  de  faire 

ensuite  £•=  o,  z = x,  — =1;  011  obtient  de  cette  ma- 
ux 

uière 


r ,?/(*)  F' (x)  t /’  ^[/-(x)]»F'(x) 


dx 


dx> 


ce  qui  n’est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  différentia- 
tion de  la  formule  (n)  par  rapport  à or. 


Applications  de  la  formule  de  Lagrange. 

388.  Proposons-nous  de  développer  en  série  ordonnée, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  t,  la  fouction  con- 
tinue z , définie  par  l’équation 

z = x -|-  tz", 

ni  étant  un  nombre  entier  positif.  L’équation  (3)  du 
ti°  386  se  réduit  ici  à 


» = i + 


— I 

m 


d’où 


mx 


l’équation  du  même  numéro  (a)  donne  ensuite 


(/?»—!)■ 


et  nous  devons  nous  borner  à donner  à t des  valeurs  dont 
le  module  soit  inférieur  à la  valeur  numérique  de 


R = 


( m — 1 )"- 1 
mm  x*™’  1 
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la  valeur  de  z donnée  par  la  formule  (11)  du  n°  387 
devient  alors 


3»i(3w  — il  ^iin  1 ^ 

1.2  1.2.3 

nm  ( nm  — 1 ) . . . ( nm  — n 4-  2 ) 

4 — ! ' r 4- 

1.2 . . ,n 


Le  terme  général  de  cette  série  a pour  valeur 


nm  (nm  — 1}. . .(nm  — n 4-  2) 


1.2 ... « 


et  l’on  a,  par  suite, 


u„  + , 1 (»iii  + mS(nm  + ffl  — 1) ...(«/«  4- 1} 

u„  n + 1 (nm  — n 4-  2 ) . .(nm  — n + m) 

la  limite  de  ce  rapport  pour  n — 00  est  égale  à 


(m  — 1 J"-1 


— ■r'"-'  t,  ou  a 


et  l’on  reconnaît  ainsi  par  les  règles  ordinaires  de  l’Algèbre 
que  notre  série  n’est  convergente  que  pour  les  valeurs 
de  1 dont  le  module  est  inférieur  à H. 


389.  L’emploi  de  la  formule  de  Lagrange  est  souvent 
avantageux  pour  obtenir  le  développement  en  série  des 
fonctions  explicites;  j’en  présenterai  ici  deux  exemples. 

Supposons  d’abord  qu'on  demande  de  développer  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  t la 
fonction 

1 

. , 

y^l  — 2 tx  4“  t 1 

dans  laquelle  X désigne  une  quantité  réelle  donnée  dont 
le  module  est  inférieur  à l’unité. 

Je  considérerai  à cet  effet  l’équation  du  deuxième 
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degré 

(0 


U ' — I 

u = x H-  / J 

2 


dont  les  racines  sont  données  par  la  formule 

, i db  i/i  — >.  tj.  -+- 11 

(?.)  "= * — 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  racines  égales,  il  faut  que 
l’on  ait 


d’où  l’on  tire 


x étant  réelle  et  comprise  entre  — i cl  4-  i,  le  module 
de  ces  deux  valeurs  de  t est  égal  à l’unité;  donc,  pour 
toutes  les  valeurs  de  t.  dont  le  module  est  inférieur  à î, 
celle  des  racines  de  l’équation  (i)  qui  a le  plus  petit  mo- 
dule est  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  t.  Si  nous  sup- 
posons que  la  quantité  t soit  réelle  et  comprise  entre 
— i et  ■+■  i,  on  aura,  d’après  la  formule  de  Lagrange, 


et,  si  l’on  différentie  par  rapport  à x les  deux  membres 
de  cette  formule  (n°  387,  Remarque ),  il  viendra 


. = = i+X,t  + X,/!+...+  X,t"+..., 

v'i  — Itx  -4-  t7 

en  posant,  pour  abréger, 

X — 1 d"  (j»  — i)* 

l . 2 ...  n in  d. r* 
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390.  Supposons  en  second  lieu  qu’on  veuille  dévelop- 
per  la  fonction  — suivant  les  puissances  crois- 

santes de  t. 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange  à l’équation 

(«)  i = ï4</(*), 

où  z désigne  une  fonction  des  variables  £ et  t,  et  f (z) 
uiie  fonction  quelconque  de  z , il  vient 


f(*)=2 


<•  »/—'[F,(i;)/(  s)*] 

1.2  ...11  r/Ç”-' 


et,  en  différenliant  par  rapport  à £, 


<»>  r'"?ç=2 

Maintenant  soient 

F'(»)  = tm 
l’équation  (1)  donnera 


[f*  (Q/te)*] 

1 . 2 ...  n f/Ç* 


et 


/(«)=*-., 


^ Ç — t di  1 

I— <’  d<,  ~ 1 — /’ 

et,  par  suite,  l’équation  (2)  devient 

(t—  t)m  _ v1  rf»C-(î  — i)« 

(1  — 1)*  + ' ~ — 1 .2.  . n dV 
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CHAPITRE  XII. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
EN  FRACTIONS  SIMPLES. 

Théorèmes  relatifs  à la  décomposition  des  fractions 
rationnelles. 

391 . La  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles a une  grande  importance  dans  l’analyse  ma- 
thématique, cl  nous  aurons  particulièrement  l’occasion 
d’en  faire  l’application  dans  le  calcul  intégral.  Aussi 
j’ai  cru  devoir  reproduire  ici  tous  les  développements 
relatifs  à cette  théorie  que  j’ai  présentés  dans  mon  Cours 
d' Algèbre  supérieure  (3' édition,  tome  I). 

Nous  commencerons  par  établir  qu’une  fraction  ra- 
F (x) 

tionnelle  . > dont  les  deux  termes  sont  des  polvnomes 
/{*)  r 1 
quelconques  premiers  entre  eux,  est  décomposable  en 
une  partie  entière  (qui  peut  être  nulle),  et  en  plusieurs 
fractions  simples  à numérateurs  constants,  ayant  pour 
dénominateurs  les  diverses  puissances  des  facteurs  li- 
néaires qui  divisent  le  polynôme  f (x).  Nous  démontre- 
rons ensuite  qu’une  fraction  rationnelle  n’est  décompo- 
sable  ainsi  que  d’une  seule  manière,  et  nous  indiquerons 
enfin  le  moyen  d’effectuer  la  décomposilion. 

392.  Théorème  I.  — Si  a désigne  une  racine  de  l'é- 
quation f (x)  = o,  a son  degré  de  multiplicité , en  sorte 
que  l'on  ait 

/(x)  = (x-a)«/(x), 

1.  38 
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f i (x)  étant  un  polynôme  non  divisible  par  x — a,  la 

fraction  rationnelle  , supposée  irréductible,  pourra 

toujours  être  décomposée  en  deux  parties  de  la  manière 
suivante  : 


f(*)  _ ' A F,  (x) 

H*)  (x-«)« 


A étant  une  constante,  et  F,  (x)  un  polynôme  entier. 

En  effet,  on  a identiquement,  quel  que  soit  A, 

Ffx)  F(.r)  = A F(.r)  - A/,(x) 

/M  (x  — «)“/(*)  [x  — a)*  (x  — «)*/,  (x)  ’ 

et  pour  que  le  deuxième  terme  du  second  membre  ne 
contienne  à son  dénominateur  que  la  puissance  a — i du 
facteur  x — a,  il  faut  et  il  suffit  que  le  numérateur 
F (x)  — A f,  (x)  s’annule  pour  x — a.  Posons  donc 


on  aura 


F («)  — A/,(a)  = o, 


A-F(n)- 

/.(•)’ 


cette  valeur  de  A sera  finie  et  différente  de  zéro,  puis- 
que /,  (a)  et  F (a)  ne  sont  pas  nuis  : si  l’on  fait  alors 

F(*)  — A/,(jr )=(*—«) F,  (x), 

on  aura 

FM  _ _ A F,(x) 

J\x)  [s -a)*  (x  - fl)—'/,  (x)’ 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Corollaire.  — Si  l'on  a 


/(*}  = (x -a)“(x -*)£...  (x-/)\ 


a,  b,.  I étant  des  quantités  distinctes  et  a.  S, . . . , X 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XII. 


5p5 


F(-r) 

des  entiers  positifs , la  fraction  rationnelle  y — - pourra 
être  décomposée  de  ta  manière  suivante  : 


FW  _ A + A,  + + K-, 

/(■*)  (x  — «)“  (x  — a)*-'  x — a 

B B,  Bs_, 

(x—b)6  {*—*)«-'  x — b 


L 

^ (x-tÿ 


E(.r), 


A,  A,, ....  B,  Bt. . . . , L,  L,, . . . , étant  des  constantes 
finies,  et  E (x)  une  Jonction  entière. 

En  effet,  en  posant  comme  précédemment 


/(x)  = {x  — a)«/(x), 

on  a,  par  notre  théorème, 

F [x)  _ A + F,  (x)  ^ 

(*-•)«/.(*»  (*—  «)*  ( x — af-'fjx) 

F,(x)  _ _ _ A,  + F,  (x) 

(x  - a)«— / 'x)  " (x  - «)«“'  (x  - « )“  “ »/!  (x)  ’ 


F«-,(«)  = A*-,  + ?,(«). 

(x  — rt)/,(x)  x—a  /,(x) 

A, A,,.  . .,A  étant  des  constantes  finies  et  détermi- 
nées, et  F,  (x),  F,  (x),. . . , Fœ  (x)  des  fonctions  entières. 
Il  faut  remarquer  que  la  constante  A n’est  jamais  égale  à 
zéro,  mais  les  quantités  A,,  A,,.  . .,  AK_,  peuvent  être 
nulles,  car  l’un  des  polynômes  F,  (x),  F,  (x),. . . peut 
être  divisible  par  x — a;  en  ajoutant  les  égalités  qui  pré- 

38. 
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cèdent,  il  vient 


F(x) 


F(x) 


/(x) 


A 

A,  ( ( A«-i 

, F«(x) 

(x  — «)“ 

(x  — a)*-1 x— a 

/(xJ  ' 

Si  l’on  pose 

/(x)  = (x—  bf/,[x). 

Fy(x) 

et  que  l’on  opère  sur  la  fraction  —7-7 — , comme  nous  ve- 
^ /(x) 

nons  de  le  faire  sur  on  obtiendra  une 

/(X 

expression 

de  la  forme 

F«(x)  Fr(x) 

f,[x)  (x-è)V3 

(x) 

R 

B,  Bê_, 

-il  -1 

FK+e(x) 

£ m ^ • • • 1 | I 

x—  b 

/.(x) 

et,  par  suite, 

F (x)  A 

A A„  . 

-+-  + 

/(x)  (x  — af 

(x-a)"-'  ' x — a 

R 

1 . 1 

B'  + _)  B®  — 1 

Fa-t-6  (x) 

-r* 

(x-è}s 

(x—bf-'  x—  b 

/.(x)  ’ 

R,  B,,.  . . étant  des  constantes  déterminées  et  Fa  + t (x) 

une  fonction  entière. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  évidemment  la  for- 
mule qu’il  s’agissait  d’établir. 


393.  Théorème  II.  — TJne  fraction  rationnelle  n'est 
décomposable  que  d’une  seule  manière  en  une  partie 
entière  et  en  fonctions  simples. 
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Supposons  qu’on  ait  trouvé  ces  deux  valeurs  d’une 
même  fraction  rationnelle 

/(*) 


B 


et 


A' 


(x  — bf 

B' 


■+■•••  "4"  E (j:) 


{*-«)* 


(■*-*)' 


7 (x); 


on  aura 


+ = ; 


E'(*). 


Cela  posé,  a et  a'  étant  respectivement  les  exposants  des 
plus  hautes  puissances  de  x — a dans  les  deux  membres, 
je  dis  que  a.  = a.'  et  A = A'.  Supposons,  eu  effet,  que 
a et  a'  soient  inégaux  et  que  « soit  a';  tirons  de 

l’équation  précédente  la  valeur  de — — » et  réduisons 

(*  — “)* 

tous  les  autres  termes  au  même  dénominateur;  on  aura 


ou 


A _ 9 (-g) 

(x — a)*  (x  — n)a  — l'l'(x) 


A = (.r  — a) 


et  désignant  des  polynômes  dont  le  second  n’est  pas 
divisible  par  x — a.  D’ailleurs,  A est  une  constante;  il 
faut  donc  qu’elle  soit  nulle,  car  l’équation  précédente 
donne  A = o pour  x = a.  Si  donc  A n’est  pas  nulle,  on 
ne  peut  pas  supposer  a ]>  a',  et  l’on  ferait  voir  de  même 
que,  si  A'  n’est  pas  nulle,  on  ne  peut  supposer  non  plus 
a < a';  on  a donc  a = 

Je  dis  maintenant  que  A = A';  en  effet,  de  la  formule 


5g8 
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ru) 


qui  exprime  l’égalité  des  deux  valeurs  de  -j  y on  tirera, 


a'  étant  égal  à a, 

A — A' 


>(x) 


Il  ; 


OU 


9 f.r) 

À ' — {./’  — n)  — ■ » 


<j>  et  ip  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  dont 
le  second  n’est  pas  divisible  par  x — a;  la  différence 
A — h!  est  donc  nulle,  car,  pour  x = a,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  précédente  se  réduit  à zéro. 

Les  termes  qui  renferment  la  plus  haute  puissance  de 
x — «en  dénominateur,  dans  les  deux  valeurs  de  la  frac- 
tion rationnelle,  étant  égaux  entre  eux,  on  pourra  les 
supprimer  et  les  deux  restes  seront  égaux.  En  raisonnant 
de  même  sur  ces  deux  restes,  on  voit  que  les  termes  qui 
contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance  du 
même  binôme  x — a,  ou  d’un  autre  binôme,  sont  aussi 
égaux  entre  eux;  et,  en  continuant  ainsi,  on  reconnaît 

F f.r) 

que  les  fractions  simples  des  deux  valeurs  de  — — r sont 

égales  chacune  à chacune:  il  en  résulte,  par  conséquent, 
l’égalité  des  parties  entières  E (x)  et  E'  (x). 

Corollaire.  — La  partie  entière  qui  figure  dans  lu 

valeur  d’une  fraction  rationnelle  — ■ - décomposée  en 

fractions  simples  est  égale  au  quotient  entier  de  la  divi- 
sion de  F (x)  par  J (x). 

Car  si  l’on  désigne  par  F.  (x)  le  quotient  et  par  ^ (x) 
le  reste  de  celte  division,  on  aura 

/(.r)  ‘+f[x )' 
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le  numérateur  de  la  fraction  ■ ; étant  de  degré  inférieur 

/(*) 

au  dénominateur,  cette  fraction  s'annule  pourx  = oc  , et 
en  conséquence  elle  ne  peut  renfermer  de  partie  entière. 


Cas  d une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 
nu  que  des  facteurs  simples. 

394.  Soit 

f(x)—(x  — a)  {.t—  b).  . ,{x—l), 

a,  b,. ...  I étant  des  quantitésdiflërentes  ; si  F (x)  désigne 
un  polynôme  quelconque,  on  aura,  parce  qui  précède, 


(0 


F(*)_  A [ B 
f(x)  x — a x — b 


x — / 


■ E (x)« 


A,  B,..  .,  L étant  des  constantes  déterminées  et  E (t) 
une  fonction  entière. 

Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  le  polynôme  E (x) 
peut  être  obtenu  en  effectuant  la  division  de  F (x)  par 
f[x)  ; il  reste  à déterminer  les  constantes  A,  B,.  . .,  L. 
L’équation  (i)  devient,  en  multipliant  par/'(x). 


*(*)  = 


A/(-r) 
x — a 


. B f(x) 
x — b 


L/t-r) 
x — l 


+ E(x)/(x). 


Cette  égalité  a lieu  identiquement;  si  l’on  y fait  x = a. 
tous  les  termes  du  second  membre  s’évanouiront  à l’excep- 
tion du  premier  qui  se  réduira  à A J'  (a).  On  a,  en  con- 
séquence, 

F (a)  = A/' (n),  d’où 

d’ailleurs  a est  l’une  quelconque  des  racines  de  l’équa- 
tion f(x)  = o;  donc 


(2) 


/'(*)’■ 
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et  la  formule  (i)  devient 


(3) 


F(*r)_  FM  Fi  b)  _ 

/{*)  /'(")  (■*  — ")  /'(*)  (■*—  b) 


F (/) 

fw  (*-') 


+ ï(4 


Lorsque  le  degré  de  F (x)  est  inférieur  au  degré  m de 
f (x),  la  partie  entière  E (x)  se  réduit  à zéro,  et  on  a sim- 
plement 


F (a) - F(*) 

A*)  /'{-){*  — a)  f'[b)[x—b) 


F '/> 


/'{l)(x-l) 


Soit 

F (■*)=  4-  P,.r"-’ + . . . 4-  P»_,x  4-  P.-,. 


Si  l’on  multiplie  la  formule  (4)  par  J (x)  et  qu’on  or- 
donne le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  x,  le  coefficient  de  x'"-1  sera  évidemment 


F(«)  F {b)  F ( f ) 

/'(a)  f (b)  / 

et  celle  somme  sera  égale  à P*  ; on  a donc 


(5) 


V*  F (•*) 


= P 


01 


le  signe  7,  indiquant  qu’il  faul  remplacer  x par  chacune 

des  m racines  de  l’équation  f (x)  = o,  et  faire  la  somme 
des  résultats.  Si  la  fonction  F (x)  est  au  plus  du  degré 
m — a,  la  quantité  P0  est  nulle  et  on  a dans  ce  cas 


(6) 


V1  ^ 

Z- /'(•*) 


= o, 


formule  qui  est  utile  dans  plusieurs  circonstances. 
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Méthode!:  pour  effectuer  la  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle,  dans  le  cas  général. 

395.  Le  théorème  T du  n°  392,  par  lequel  on  démontre 
la  possibilité  de  la  décomposition,  donue  aussi  le  moyen 
de  l’effectuer.  En  effet,  si  l’on  fait 


/(•*•)  = (*  — «)“/•(*)> 

nous  avons  vu  que  l’on  a 

Ffx)  A _ F , J x ) 

f\*)~[x-a)«  (x  -«)“—/(*)’ 


en  posant 


A = 


FJ*) 

/.  I") 


et  F,  (x)  = 


F(l 


on  a ainsi  l'une  des  fractions  simples  demandées,  et, 
pour  trouver  les  autres,  il  suffira  d’appliquer  le  même 
théorème  à la  fraction  complémentaire 


F,  (*) 

(x  -«)—'/ (x)‘ 

Dans  le  cas  où  l'équation  f (x)  = o n’a  que  des  racines 
simples,  on  retrouve  facilement  de  cette  manière  la  for- 
mule établie  au  numéro  précédent,  mais,  ce  cas  excepté, 
l’emploi  du  procédé  dont  il  vient  d’ètre  question  exige 
des  calculs  assez  pénibles. 

396.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  au 
n°  39i.  Soit  la  fraction  rationnelle 


F (x) 
/(*)’ 
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que  nous  supposons  irréductible  et  dont  le  dénominateur 
est  divisible  par  la  puissance  a‘ime  du  binôme  x — a, 
mais  ne  l’est  pas  par  une  puissance  supérieure.  Pour 
trouver  les  fractions  simples  qui  répondent  à la  racine  a, 
on  posera 

, F (g)  __  A A, A«  — i (*-«)“  FK<*) 

1 /(*)  ~(.r  — a)K^  (x  — a)*-'  + /(*) 

conformément  au  théorème  I.  Si  l’on  multiplie  cette  for- 
mule par  f(x)  et  qu’on  remplace  x par  a 4-  fi,  on  aura 


/i“  /,*  " ' 


A«-i/(f^]+/l«Faia-H*)î 


or  on  a 

F{«  -+  A)  = F(o)  -h  h F"  ' <a  1 

I l 2. ..(a  — l) 


1 " " I.2,..!«+l| 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on 
obtient 


F (a)  ■+■  h 


F'fnl  ir«— >(n) 

LAÎL'  4-,  . . + ft*  — 1 . . . 

I I .2.  . . (a  — I ) 


= A\j™_+k  4-...1 

|_  1 . 2 ...  a l.2...(*H-l)  J 

+ A,\kj£ü!L  + k.  .1 

L I .2.  . . a i .2.  . (a  -4-  i) 


Aa_,  [a—t + ...]+  /iaFK(u  -t-  A). 


Cette  formule  a lieu  quel  que  soit  /t,  et  si  on  égale  de  pan 
et  d’autre  les  coefficients  des  mômes  puissances  de  h 
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jusqu’à  celles  de  degré  a — i , on  aura 


A, 


I . 2.  . , X 

/*(«) 

l . 2.  . . a ' I .2 ...  (a  4- l ) I 


Z*-1-1  {a)  F'  ( 0 1 


A,- 


r(«) 


/«+’(«) 


/“-*-*(«)  _¥"M 


(a  4-  IJ  i . a ...  la  4-  2) 


. /*(«)  , » /“^  («)  , . . /*“-'(«)  _ F*-(«) 

A , —————  — j—  A w * — T~  • • • “i  A — 

* 1 1.2. ..a  a l.?....(*4-i)  1.2... (la  — l)  1.2  ..(a  — i 

Ces  relations  permettent  de  calculer  successivement  A, 

Aa_,,  et  les  valeurs  de  ces  coefficients  seront 
finies  et  déterminées,  cary^n)  est,  par  hypothèse,  dif- 
férente de  zéro.  On  peut  obtenir  par  ce  procédé  les  frac- 
tions simples  qui  répondent  aux  diverses  racines  de 
l’équation  f(x)  — o-,  quant  à la  partie  entière,  on  la 
trouvera,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  en  divisant  F (x) 
par/(x). 

Le  calcul  peut  encore  être  dirigé  de  la  manière  sui- 
vante : après  avoir  déterminé  la  partie  entière,  par  la 
division,  on  égalera  la  fraction  complémentaire  à la 
somme  des  fractions  simples  dans  lesquelles  elle  peut  se 
décomposer,  chacune  de  ces  fractions  ayaut  pour  numé- 
rateur une  indéterminée.  On  chassera  ensuite  les  déno- 
minateurs et  l’on  exprimera  que  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  la  variable  sont  égaux  dans  les  deux  mem- 
bres. On  obtiendra  ainsi  les  équations  nécessaires  pour  la 
détermination  des  coefficients. 

397.  Enfin,  on  peut  effectuer  la  décomposition  par  un 
procédé  qui  n’exige  que  la  division  algébrique.  En  effet, 
si  l’on  pose,  comme  nous  l’avons  fait  plus  haut, 

/(*)  = (*  — a)V.  (■*). 
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et  que  l’on  écrive  a-t-A  au  lieu  de  x,  la  formule  (i)  du 
numéro  précédent,  multipliée  par  /ia,  deviendra 


*(«+*)_.  , a , * ».  ,, 

y,  («-+./,)  “ /(«  + A) 

et  l’on  voit  que  le  polynôme 

A -I-  Ai  h + A,  h 5 -t- A . h a 1 


est  le  quotient  que  l’on  obtient  quand  on  divise  l'un  par 
l’autre  les  polynômes  F («  + /i)  et  f,  (a  + h)  ordonnés 
par  rapport  ans  puissances  croissantes  de  h,  et  que  l’on 
poursuit  l’opération  jusqu’à  ce  qu’on  soit  parvenu  à un 
reste  du  degré  a;  on  obtiendra  donc,  par  celte  division, 
les  fractions  simples  qui  se  rapportent  à la  racine  a. 

On  pourrait  déterminer  de  cette  manière,  indépen- 
damment les  unes  des  autres,  les  fractions  qui  sc  rap- 
portent aux  diverses  racines,  mais  il  sera  plus  simple 

(*) 

TFT’  qul 

complète  les  termes  déjà  trouvés  ; on  obtiendra  ainsi  les 
termes  qui  sc  rapportent  à une  deuxième  racine,  et  une 
troisième  fraction  sur  laquelle  on  continuera  l’opération. 


d’appliquer  la  même  méthode  à la  fraction 


398.  La  méthode  précédente  a surtout  l’avantage  de 
faire  connaître  l’expression  algébrique  des  numérateurs 
des  diverses  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décom- 
pose la  fraction  rationnelle  proposée.  En  effet,  la  divi- 
sion des  polynômes  F (a  + h)  et  f,(a-+-h),  que  nous 
avons  effectuée  dans  le  but  d’obtenir  les  coefficients  A, 
A,,  A,,..  .,  revient  évidemment  à développer  la  fonc- 

F (n  4-  //)  , . , , . , 

lion  -7T- rr  en  sérié  ordonnée  suivant  les  puissances 

/ (*  + /•)  r 
croissantes  de  h,  et  comme  une  fouction  n’est  dévelop- 
pable que  d’une  seule  manière  en  une  série  de  cette 
espèce,  on  obtiendra  le  même  résultat  en  faisant  usage 
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de  la  formule  de  Maclaurin.  Si  donc  on  pose 


F (x)  / i 


on  aura 
T(a  -4-  h) 


J\[a  + h)  ~ ?("-+-/,)  = r(«)  + hf{a)+h^-~ 


i-i  ? 


'(•) 


■ — I) 


-+-  h’’  R,, 


eu  désignant  par  /iKR,  le  reste  de  la  série;  ici  R,  est 

une  fonction  rationnelle  de  h qui  n’est  point  infinie  pour 

. , , , F (a  -t-  A) 

/»  = o,  et,  par  conséquent,  cette  valeur  de  ^ ^ ^ est 

identique  à celle  trouvée  précédemment.  On  aura  donc 
A = y(a),  A,=Ÿ,(aN  Aa  = — - ->•••« 


I .2 


A_  .= 


.2.  . . (a-  i) 

d’où  résulte  ce  théorème  général  : 

Théorème.  — Si  l'on  a 

/(x)=[x  — a)c‘{x—  bf  ...(x—lÿ, 

que  F (x)  désigne  une  fonction  entière  de  x,  dont  le 
quotient  par  f (x)  soit  E (x),  et  que  l'on  fasse , pour 
abréger , 


?(x)  ={■*—  " 


— v = (^  — o) 


/(*) 

u(x)  = (x-/ÿ  jjjjl 


/(•*•) 


on  aura  la  valeur  suiyante  de  la  fraction  ration- 
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F.(x) 


! ?(«) 

t'(«) 

(«) 

(*-«>* 

(x-nf- 

l.2(x  — a )“  J 1.2. ..(a  l 

>)(*  — «) 

. + (*) 

. +'(*) 

, +*(*)  , , 

(*) 

(*  — *)* 

(x-é)6-1 

1 1 . 2 ( X — bf~>  ' »•*—  (®—  1 

i)(x-6) 

O (/) 

, ra'î/) 

(/) 

'(*) 

1 - & 

(x-l/-' 

!.*(*—  /)J“*  I-*-  •(>  

•)(x  — /) 

Forme  nouvelle  de  l'expression  d’une  Jonction 
rationnelle  décomposée  en  fractions  simples. 

399.  Le  résultat  qui  précède  est  susceptible  d’une 
autre  forme  très-simple  et  très-élégante  que  nous  allons 
faire  connaître.  Désignons  par  F (x)  une  fonction  ration- 
nelle quelconque,  par 

x, , x, , . . . , x ^ 

les  racines  de  l’équation 

FW"°’ 

et  par 

^*1  » * • • • * m a 

les  degrés  de  multiplicité  respectifs  de  ces  racines. 

Soit  aussi,  pour  abréger, 

T(x)  = (x  — x,)-F(x), 

<p  (x)  désignant  une  fonction  qui  a une  valeur  finie  diffé- 
rente de  zéro  pourx=x,. 

Si  l'on  imagine  que  la  fonction  rationnelle  F (x)  soit 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XII.  607 

décomposée  en  fractions  simples,  la  somme  des  fractions 
relatives  à la  racine  x(  sera 

?(•*•■)  ?'(■*■) , 

(x  — x,)">  I .(x  — 

T-"*-  (*■)  , , T*"~'  (J) t 

i.a.  ..(ni, — i — i)(x — x,),'',■,  " 1.2. ..(»<, — i)(x — xt) 

ainsi  qu'on  l’a  vu  plus  haut.  Par  suite,  cette  somme  s’ob- 
tiendra en  faisant  £=  o dans  l’expression 

?(-r,  -+-  0 ! f'(xi  ■+■  S) h 

(*  — *,  — Ç)"*  1 . (x  — x,  — Ç)",_l 

+ y-«-'(x,-n) + + <■-'  («,  -+-  6)  _ 

l.2...(m,  — 1— l)(x  — X|—  £)'+'  1.2... (/h,  — i)  (x  — x,  — Ç)’ 

Or  <f'  (x,  4-  £),  <f"  (x,  -|-  £),  etc.,  peuvent  être  considé- 
rées comme  les  dérivées  de  9 (x,  -+-£)  par  rapport  à la 
variable  £,  et  alors  il  est  aisé  de  voir  que  l’expression 
précédente  se  réduit  à 

9iXl  +iî) 
j x — x,  — - i; 

r(ni|)  1 

le  symbole  T ( p ) désignant  le  produit  des  p — 1 premiers 
nombres  entiers  quand  p est  plus  grand  que  1,  et  devant 
être  réduit  à l’unité  quand  p est  égal  à 1. 

Comme  on  a 

?(x,-4-Ç)=C",F(x1  -4-Ç), 

la  somme  des  fractions  simples  relatives  à la  racine  X| 
sera  égale  à la  valeur  que  prend,  pour  £=  o,  l’expression 
suivante  : 

i J — J,  — $ 

r(i«,)  r/t;-'-1 

Si  donc  la  fonction  rationnelle  F (x)  ne  coutient  pas  de 
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partie  entière,  on  aura 


F"  F ( .r,  -t- 


f(*)=2 


r («,) 


T — X,  — 

il*""-' 


O 

ç 


Dans  cette  formule,  il  faut  faire  £ = o,  après  les  diffé- 
rentiations; le  signe  sommatoire  ^ s’étend  à toutes  les 


racines  x,,  x,,. . x^.  Il  est  presque  superflu  d’ajouter 

que  si  le  degré  de  multiplicité  d’une  racine,  de  x,  par 

S*  F (*■-*-» 

exemple,  est  égal  à t,  la  dérivée ^ — — — doit 

1 ° d'Cnti~ 1 

>.  XJ  > ÇF(*,-t-  Ç) 

etre  réduite  a — 5 -• 

x — j-,  — ï 

Si  la  fonction  F (x)  contient  une  partie  entière  E (x), 
on  a 

S"' 


F(,)  = F.W+2_t 


/«,) 


T — r,  — £ 

f/î 


il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  E (x).  Désignons  par  n 
l’excès  du  degré  du  numérateur  de  F (x)  sur  le  degré  du 
dénominateur;  n sera  le  degré  de  E (x).  Cela  posé,  si  l’on 

change  x en  ^ dans  l’équation  précédente  et  qu’on  mul- 
tiplie ensuite,  de  part  et  d’autre,  par  2”,  on  aura 


I—  (x,  +l)z 


Il  s’ensuit  que  si  l’on  développe  z"  F en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  2,  la  somme 
des  termes  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n sera  2nE 
Or,  £ désignant  toujours  uu  infiniment  petit,  on  a,  par 
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la  formule  de  Maclaurin, 

/\  /\  , «f’pF^ 

z'F  ( = pF  -t-i ----  + — — -t-...; 

\t)  ■ U/  1 */ç  i.a  dV 


donc 

■E(0='-F(fW 

et,  par  suite, 

E(*)  = *»pF  ^ -t 


-t-r(i) 


de, 


d"  P F 

ï tfP 


(i). 


rfpF 


Ü) 


0J*— * 
I . 2 


✓P  ç*  F 


œ 


d'. 


dV 


H . . . -+- 


, J-e-F(;) 

1 .1.  . .n  de? 

O11  peut  trouver  une  autre  expression  plus  simple  du 
polynôme  E ( x ).  En  effet,  le  coefficient  de  Ç',-‘  dans  le 

développement  de  F ( ^ j , suivant  les  puissances  crois- 
santes de  est  égal  au  coefficient  de  Ç"  dans  le  dévelop- 
pement de  £n+i F (^J>  d’ailleurs,  ces  coefficients  sont  les 
valeurs  que  prennent,  pour  £ = o,  les  deux  quantités 


( rf— 'PF  ( 

i), 

rf-P+'F 

r(n  — f-t-i)  f/ç— ' 

r p/  -t-  1 

1)  rfp 

donc  on  a,  pour  f = 0, 

F | 

;o_  . 

rf’P+'F 

r(/j  — i + i)  t/p-' 

r ( n H- 

ry  ” d?  ~ 

et  il  faut  remarquer  que  le  premier  membre  doit  être  ré- 
duit à £"F  dans  le  cas  de  i = «. 

I.  3g 
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D’après  cela,  la  valeur  précédente  de  E(.r)  devient 


rf"£"F 


E(x)  = 


(0 


r("  + O 


l + Çi  4-  Ç'x»  + Ç”x“  ) 

"~àV 


enfin,  comme  on  a évidemment,  pour  £ = o,  et  pour 


■F(î) 


ou  peut  aussi  écrire 


i f/"ï“F  ('+  S*  + «,x’-h...-|-i;»x»  + i;*+'x"+'-h. 
-+- i)~ 


OU 


E(x)  = — 
^ ' r / 


I — <x 


r (/i  -t- 1) 


On  a donc  la  formule  suivante,  qui  donne  la  valeur  d’une 
fonction  rationnelle  quelconque  F (x)  décomposée  en 
une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  savoir  : 


F M = 


rf* 

i 

4-  Il 


»- U 
</Ç* 


4- 


2r(m,)" 


;-Fix,4-  ü 

JT  X,  Ç 

dç-*-1 


la  quantité  ^devant  être  égalée  à zéro  après  les  différen- 
tiations. 
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Mode  particulier  de  décomposition  pour  les  fractions 
rationnelles  et  réelles  dont  le  dénominateur  a des 
facteurs  linéaires  imaginaires . 

400.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  s’applique 

F (x) 

à toutes  les  fractions  rationnelles  — » et  les  coefficients 

/(*) 

peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques  réelles  ou  imagi- 
naires. Mais  lorsque  ces  coefficients  sont  réels  et  que 
parmi  les  racines  de  l’équation  f (x)  = o il  s’en  trouve 
quelques-unes  qui  sont  imaginaires,  l’expression  de  la 
F(æ) 

fonction  réelle  est  elle-même  compliquée  d'imagi- 

naires. On  a cherché  à modifier,  dans  ce  cas,  la  manière 
d’effectuer  la  décomposition,  et  on  y est  parvenu  connue 
nous  allons  l’indiquer. 

401 . La  possibilité  du  nouveau  mode  de  décomposition 
que  nous  avons  en  vue  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  — Si  x*  -+-  px  -h  q est  le  produit  de  deux 
facteurs  imaginaires  conjugués  du  polynôme  réel  f{x), 
n la  plus  haute  puissance  de  ce  trinôme  qui  divise  J(x), 
en  sorte  qu'on  ait 

f{x)  — ( x 1 -t -px  H-  q)"/,  (x), 

F ( r) 

la  fraction  réelle  et  rationnelle  — — pourra  être  décom- 

. J[X) 

posée  en  deux  parties , de  la  manière  suivante  : 


/(x)  (x1  -hpx  ■+■  q)"  (x1  -1- px  -t-  q)*-'/  (x) 

P et  Q étant  des  constantes  réelles,  et  F,  (x)  un  poly- 
nôme réel. 

39. 
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En  effet,  on  a identiquement 

F (x) F(x) 

/(x)  ~~  (x'  + px- +-  qYf>{x) 

Px  Q F (x)  — (P J -+■  Q)/  (x). 

(X1  -t-  px  -+-  q)*  + ( X 1 -+■  px  -+-  q)"/,[x) 

et  l’on  peut  déterminer  P et  Q de  manière  que  le  numé- 
rateur de  la  deuxième  partie  du  second  membre  soit  di- 
visible par  x'  -t-  px  + q , c’cst-à-dire  de  manière  que  ce 
numérateur  s’annule  quand  on  remplaçe  x par  chacune 
des  racines  de  l’équation 


x’  -4-  px  -t-  q = o. 

Soient  h -I-  A v' — 7 et  h—hyj^i  ces  deux  racines,  et 
posons 

F(/<  dh  X f^ï)  - [P  {/>  ± h SIZr')  + Q ]/•  (A  ± * v'-)=o; 


on  tirera  de  là 
P (//  dr  X y — 1 ) -t-  Q = 


F ( X ± X y-i) 
f,[h±k  y — i) 


= (M±  N v'  — i ,>i 


M et  N étant  des  quantités  réelles  dont  les  valeurs  sont 
finies  et  déterminées,  puisque,  par  hypothèse, /i  (x)  n est 
pas  divisible  par  x*  px  + q . L’équation  précédente  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


P/i  + Q = M,  PX  = N, 

lesquelles  donnent  pour  P et  Q ces  deux  valeurs  réelles 
et  finies, 


N „ MX- 

p=r  Q = — x 


K A 


Les  valeurs  de  P et  Q étant  ainsi  déterminées,  nous  po- 
serons 

F(x)-(Px+Q)/,(x)  __  p 
x’  -t-  px  -t-  q 
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Ft  (x)  désignant  un  polynôme  réel,  et  l’on  aura 
F(-r)  Px-t-Q  F,(x) 

(x1 -y  px -y  q}"/,  (x)  (fX/n  + r/)"  +"  (x1  4-/JX  4-  V)'*-'/,  ( 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  — Ln  fraction  rationnelle 
se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 


f :-r) 
A*) 


pourra 


F(x) P.r+Q  P,  x 4- Q, 

/(.r)  — (xJ  -l-  px  4-  f/)"  + (x1  4-  px  4-  q)*-' 

P«_i  x -4-  Q„_,  F„(x) 

4-  — , 

•Tl+F+Ï  /(xJ 

P i Qi  Pu  Qu  etc.,  désignant  des  constantes  réelles  et 
F„  (x)  un  polynôme  réel. 


■402.  En  combinant  le  théorème  précédent  avec  le  théo- 
rème analogue  démontré  au  n”  392,  on  obtient  celui-ci  : 

Théorème  II.  — Si  l'on  décompose  le  poh  nome J'(x) 
en  fadeurs  réels  du  premier  et  du  deuxième  degré,  en 
sorte  qu'on  ail 

/(x)  = (x— «)V  — 6)S.  ■ -(x  — /)  V -ypx-t-q'f...  (x’-t-  rx  4-  x)", 


F fx) 

on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  ---  - de  la 


/(*) 


manière  suivante  : 


(x)  V ' 


(*-«)• 


-f- 


A«-‘ 


x — a 


L L,  LJ  — 1 

H : : ■+-••■-+-  T 

(x  - tÿ  (x  — />•*■’  x - / 

Px  4-  Q _P|  X P„  -,  X -f-  Q„_, 

( x3  -+-  px  -t-  q Y + x-  4-  px  4-  q 

-+- 


4- 


(x’ 


Rx  -t-  S 
4-  rx  -t-  s )" 


R,  x -+-  S, 

+ (x’  -t-  XX  -l-  j)*-' 


R«.-iX  -f  S„_, 
x1  4-  rx  4-  s ’ 


Digitized  by  Google 


6 I 4 CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

F.  (x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et 

A,  L,  L,,...,  P,  Q,  P,,  Q,,...,  R,  S,  R),  S,,..., 

des  constantes  réelles. 

403.  Théorème  III.  — Une  fraction  rationnelle  n'est 
dècomposable  que  d'une  seule  manière  en  fractions 
simples  de  la  forme  qu'on  vient  de  considérer. 

Soient  deux  valeurs  d’une  même  fraction  rationnelle 

F (xi 

— - • On  démontrera,  comme  au  n°  393,  l’égalité  des 

/w 

fractions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du 
premier  degré  du  dénominateur,  et  quant  à celle  des 
fractions  simples  qui  correspondent  aux  facteurs  du  se- 
cond degré,  elle  peut  se  démontrer  d’une  manière  ana- 


logue, comme  on  va  le  voir.  Soient 


Px  4-  Q 


le  terme 


(x'-t -px+q)" 

dont  le  dénominateur  contient  la  plus  haute  puissance 
de  x*  -J-  px  -+-  q dans  la  première  valeur  de  et 

p'  j.  (Y 

■ le  terme  analogue  dans  la  seconde  va- 

(xJ4-/>x  + })■ 

leur.  Je  dis  d’abord  que  n'—n.  Supposons,  en  effet, 
que  cela  ne  soit  pas,  et  que  l’on  ait/t^w'  : de  l’égalité 

F(x) 

«lui  a lieu  entre  les  deux  valeurs  de  — : — tirons  la  valeur 
1 /(*) 


Px  -t-  Q . . 

— ; celte  valeur  sera  exprimée  par  une 


de 

(I+^  + î) 

somme  de  quantités  dont  aucune  n’a  en  dénominateur 
une  puissance  de  x*  -f-  px  -4 -q  supérieure  à la  (n  — i)1''"'. 
En  réduisant  donc  toutes  ccs  quantités  au  même  dénomi- 
nateur, on  aura  une  égalité  de  la  forme 

Px-t-Q  ? (_x) ^ 

(X1  4-  p.r-h  q p (x1  4-  px  4-  q)'-'  •]/  (x)’ 


Px  + Q = (jJ  + /«:+(/) 


îJfJ 

■H*)' 
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<p  (x)  et  p (x)  désignant  des  polynômes,  dont  le  second 
p (x)  n’est  pas  divisible  par  x*  + px  -+-  q.  Or  l’égalitc 
précédente  est  impossible;  car,  autrement,  l’équation 
Px  -4-  Q = o devrait  admettre  les  deux  racines  de  l’équa- 
tion x*  -f-  px  -+-  q = o,  ce  qui  ne  peut  arriver,  à moins 
que  P et  Q ne  soient  nuis  en  même  temps  contraire- 
ment à l'hypothèse.  On  ne  peut  donc  supposer  n > n'  ni 
n'^>  h,  pour  une  raison  semblable;  par  conséquent,  on 
a n' = n. 

Je  dis  maintenant  que  l’on  a aussi  P'  = P,  Q'  = Q.  Re- 
prenons, en  effet,  l’égalité  qui  a lieu  par  hypothèse  entre 


les  deux  valeurs  de 


mettons  dans  un  même  membre 


i,  rx  -r  u r j-r  v , 

les  deux  termes  — - 5 — - et  » et  dans 

[x1  + px -h  q )’  ;x> -t -px-\-qp 

le  second  membre  tous  les  autres  termes  dont  les  dénomi- 
nateurs ne  contiendront  aucune  puissance  de  x1  ■+■  px  q 

supérieure  à la  (n  — i)'*'"'';  réduisant  tous  ces  derniers 
termes  au  même  dénominateur,  on  aura  une  égalité  de 
celte  forme  : 


ou 


jp-py+iQ-Q')  _ ?(*)  t 

(x’-l -px+qp  (x3  -+-  px  q)"-'  i|i  (x)’ 

(p  _ p')  o-  + (Q  - Q')  — (x3  -+-  px  + q)  , 

y('r) 


(p  (x)  et  p (x)  désignant,  comme  précédemment,  des  poly- 
nômes dont  le  second  n’est  pas  divisible  par  x*  -f  px  + q. 
et  l’on  fera  voir  aussi,  comme  plus  haut,  que  cetlc  égalité 
exige 

P=P',  Q = Q'. 


F i -r) 

11  suit  de  là  nue,  dans  les  deux  valeurs  de  - — — » les  termes 

1 f (*) 

qui  contiennent  en  dénominateur  la  plus  haute  puissance 
d’un  facteur  du  second  degré  sont  égaux  ; en  supprimant 
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ces  deux  termes,  les  deux  restes  auront  encore,  pour  la 
même  raison,  deux  termes  égaux;  et,  en  continuant  ainsi, 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  la  fraction  considérée  ne 
sont  formées  que  de  fractions  simples  égales  chacune  à 
chacune  : il  en  résulte  en  même  temps  l égalité  des  parties 
entières,  s’il  y en  a. 

404.  Méthodes  de  décomposition.  — Pour  effectuer  la 
décomposition  d’une  fraction  rationnelle  0,1  déter- 

minera la  partie  entière  et  les  fractions  qui  correspondent 
aux  facteurs  réels  du  premier  degré  du  dénominateur, 
comme  on  l’a  vu  aux  n01  395  et  suivants.  Quant  aux 
fractions  qui  correspondent  aux  facteurs  réels  du  second 
degré,  on  pourra  les  déterminer  successivement  par  le 
procédé  même  qui  nous  a servi  à démontrer  le  théorème  1. 
On  pourra  aussi  faire  usage  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés. 

Dans  le  cas  où  les  racines  imaginaires  de  l’équation 
/'(. r)  = o sont  toutes  inégales,  on  peut  déduire  la  nou- 

F lx) 

velle  expression  de  la  fraction  rationnelle  —r. — de  celle 
r /(*  ) 
qui  a été  établie  au  n°  394.  Soient,  eu  effet  h -h  h y' — i et 

h — Z \J—  i deux  racines  simples  imaginaires  et  conju- 
guées de  l’équation  f (x)  = o;  l’expression  de  la  frac- 
F(x)  • , , , 

tion  — — r contiendra  les  deux  termes  suivants  : 

J (■*) 

F (h  -+-  k \f — ! ) I 

/'  (/i  X I ) x — h — / y^—  l 
F (h  — Z - i ) i 

/'  [h  — k \l — i ) x — //  - f-  k ^ — l 

dont  la  somme  a la  forme 

À — f-  B y/ — i A — B i ^ 

x — h — k y — l x — h -+-  k — I 
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et  peut  en  conséquence  se  réduire  à une  expression  telle 
que 

Px  -+-  Q 

(x  — A)1  -+- 


• P «r  *|  Q 

Il  résulte  de  là  que  la  fraction — .-■>  où  P et  O 

1 [x  — v 

désignent  des  constantes  réelles,  pourra  remplacer,  dans 
l’expression  de  y-|— j i les  deux  fractions  simples  qui  cor- 
respondent aux  racines  A ± 


Détermination  d'une  fonction  entière  parle  moyen  des 
valeurs  qui  répondent  à des  valeurs  données  de  la 
variable. 

405.  Une  fonction  entière  du  degré  m de  la  variable  x 
est  entièrement  déterminée  lorsque  l’on  connaît  les  va- 
leurs de  celte  fonction  qui  répondent  à m -+-  1 valeurs 
données  de  x.  La  formule  qui  détermine  la  valeur  de 
cette  fonction  est  précisément,  comme  on  va  le  voir,  celle 
qui  a été  établie  au  n°  394,  et  qui  exprime  la  valeur 
d’une  fraction  rationnelle  décomposée  en  fractions  sim- 
ples. 

Soient 

tt*  » wi  » 

les  valeurs  d’une  fonction  F (a*)  du  degré  ni,  correspon- 
dantes aux  valeurs  données 


*-#  > 1 » 


de  la  variable  .r-,  posons 

/(x)  = (x  — x„)(x  — x,)(r  — x,).  ..[x  — xm), 


on  aura 


/'(*)  = 


/(*) 

x — x. 


/M 

x — x, 


/{x) 

X — x„ 
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et,  par  conséquent, 


/'(••>)  = (•*>  - *•)  (*>  - *')■  • •(•■>-  x-)- 

Cela  posé,  le  degré  de  f (x)  surpassant  d’une  unité  celui 
de  F (x),  on  a (n°  394) 

F(xl  _ F (x.)  i F(x,l  i F (x.)  i 

/(x)  /'(x.)  x — x,  "^/'(x.)  .r  — x,  ~K"  +"  /'(x„)  x — x„’ 

et,  en  chassant  le  dénominateur  / (x),  il  viendra 


F(x)  =u 
-I-  « 


(x  — x,  )f.r  — x,)  . . . (x  — x.) 
( X*  x,  ) ( x,  x,  ) . . ( x,  x„  ) 
(x  — x, ) ( .r  — x, ) ■ ■ . ( x — x,) 
' (x,  — x,)(x,  — x,)  . . . (x,  — X,) 


4_  „ ~ x,)(x  — x,)  ...  (x  — x,_,) 

" (xm  — x,)(x«  — X,).  . .(x.  — x«_.) 

Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question  propo- 
sée : d’ailleurs  celle-ci  ne  peut  admettre  une  autre  solu- 
tion ; car  s’il  existait  une  fonction  F,  (x)  du  degré  ni, 
différente  de  F (x)  et  satisfaisant  aux  conditions  du  pro- 
blème, l’équation 

F,  (x)  — F (x)  = o, 

qui  est  au  plus  du  degré  ni,  admettrait  les  ni  -+-  1 racines 
x„ , x, x„, , ce  qui  est  impossible. 


FIN  »U  TOME  l'HEMIER. 

O?  JC  ÎUJf 
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